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QUELQUES REMARQUES SUR LES BIVECTEURS ET
LES TRIVECTEURS

NOUREDDINE MIDOUNE

RESUME. Dans cet article, nous rappelons 1’essentiel des résultats déja connus sur
les formes bilinéaires alternées, nous donnons des méthodes plus simples pour les ob-
tenir et nous présentons quelques résultats nouveaux. Nous donnons en complément la
classification des sous-espaces vectoriels de A2 F pour F' de dimension 5, 7 et d’autres
résultats semblables en vue de la classification des trivecteurs 3—scindables de rang 8
sur un corps algébriquement clos. On termine par des remarques sur les trivecteurs de
rang 6.

ABSTRACT. In this paper, we recall the main results already known about the
alternating bilinear forms, we give simpler methods to obtain them and we present
some new results. We complement the classification of vector subspaces of A2F, F
of dimension 5,7 and other similar results for the classification of 3—step splitting
trivectors of rank 8 over an algebraically closed field. We conclude with some remarks
on trivectors of rank 6.

1. Introduction

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K. La
classification des p—vecteurs est I’étude de 1’action du groupe linéaire GL(E) sur I’es-
pace vectoriel APE. Si p = 2, il s’agit des bivecteurs et I’action de GL(E) sur A\’E
est bien connue. Comme AP E* ~ (AP E)*, on parle indifféremment des formes p—
linéaires alternées et des p—vecteurs. Plusieurs études ont été consacrées au cas p = 3
et n < 9, soit sur un corps algébriquement clos, soit dans le cas général. L’action de
GL(E) sur APE est définie par f.w = (APf)(w), pour f € GL(E),w € APEetp > 2.

Soit w un p—vecteur. Le support S,, de w est le plus petit sous-espace F' de F tel que
w € A3F. Sa dimension est le rang de w, notée d,(w) ou rg(w). Le support de w est le

sous-espace vectoriel F' engendré par z1, . .., zp, soit S, = vect {z1,...,zp}. Dans ce
cas, do(w) = dim S,, = p car {x1,...,zp} est un systeme libre puisque w # 0. Un p—
vecteur non nul w est décomposable s’il existe x1,...,x, € Etelquew = x1A---Axy

(produit extérieur). Un p—vecteur est somme de p—vecteurs décomposables et le nombre
minimal de p—vecteurs nécessaires est un invariant intéressant appelé la longueur.

Soit w € AP E* une forme p-linéaire. Le radical Rad w de w est ’ensemble des x
de E tels que w(x, x2, ..., xp) = 0 quels que soient z, ..., x, dans E. Le support de
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w est le sous-espace (Radw)” de E*, isomorphe a (E/Radw)*. Si Radw = {0}, on
dit que w est non dégénérée ou de rang maximal.
Théoréme 1.1. Un systéme de puissances divisées v, existe dans I'idéal @ A%
E>1

E de I'algebre N'E = @ A?f E. Siu € A2M*, alors u est non dégénérée si et
k>0
,
seulement si ,,,(u) engendre le A-module N*™M*. De plus, si u = > xa;_172;, ol
i=1
{z1,...,29,...,2,} est une base de M, alors

Ve(u) = Z L2y —1%2iy - - - L2y,
1< << <r

de sorte que rg(u) = 2r équivaut a yi(u) # 0 et Y41 (u) = 0.

Le résultat précédent provient de [7]. Les puissances divisées permettent d’étudier
en [8] les sous-espaces vectoriels de A?E et comme conséquence les algebres de Lie
2-nilpotentes.

Soient F et E» deux sous-espaces supplémentaires de F, de sorte que AP E' s’iden-

tifie a
P

@ (/\kEl ® /\pikE2> .

k=0
Un élément w € APE est dit scindable s’il existe une décomposition £ = E; P E»
telle que w € E; ® AP~ Es, vu comme facteur direct de APE. Si dim E; = r, on dit
que w est r—scindable. La scindabilité est une généralisation de la divisibilité ; en effet,
w est divisible si et seulement si w est 1-scindable.

Pour classifier les éléments r—scindables de rang maximal dans AP E, il suffit d’étu-
dier I’action de G L(E») sur la grassmannienne Gr,.(AP~1 Ey) des sous-espaces vecto-
riels de dimension r de AP~ Ey. C’est ce qui est fait dans [5] et [6] pour p = 3 et pour
certaines valeurs du couple (r,n —r) = (dim E,dim E3). Le cas ol n — r est pair est
plus simple car on peut y utiliser les puissances divisées sous la forme de pfaffiens.

Remarquons qu’un méme p—vecteur peut étre scindable pour plusieurs valeurs de
I’entier » comme le montre la remarque 3.3. Si p = 3, I’étude des 3—vecteurs scindables
est tres lie a celle des algebres de Lie 2—nilpotentes, voir [10], [2], [3] et [8].

Le but de ce travail est d’étudier les sous-espaces vectoriels de dimension 3 de
A2K? et, en conséquence, les classes d’équivalence de trivecteurs 3-scindables de rang
8 dans A3K®. Dans [7], Revoy a donné un covariant polynomial dont la non-nullité
caractérise les trivecteurs de rang 6. Ces résultas sont complétés et précisés.

2. Certaines propriétés des formes bilinéaires alternées ou
des bivecteurs

Soit u un élément de A2E. 1l existe une base {e1,...,e,} de E pour laquelle
U = Zle egi—1€2; et 2k < n. Le support S, est le sous-espace de £ engendré par
e1,...,eg etle rang de u est 2k. Pour que u soit non dégénérée, il faut que F soit de
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dimension paire et 2k = n. Deux bivecteurs u; et uy sont équivalents sous 1’action du
groupe G L (E) si et seulement s’ils ont le méme rang.

Proposition 2.1. [6] Soit H un plan vectoriel dans A K> non contenu dans \*E,
pour tout hyperplan E de K. Alors il existe une base {e1, ..., e5} de K° telle que H
posséde une base de I’un des deux types suivants :

Uup = e1€2, ou up = e1e + esey,
Uy = ege3 + eqes, Uy = e1e3 + e4es.

Proposition 2.2. Sur un corps K de caractéristique différente de 2 et 3, N\2K®
admet sept types de sous-espaces vectoriels de dimension 2 et de rang maximal donnés

par une base {uy,us} (on désigne par {e1,...,eg} une base de K°) :
Hy : U] = e1e3 + eaey, Uy = €1€5 + €2€6; 0,
H : U]l = e1e4 + ege5 + e3€p, Uz = €1€3; 3,
Hs - Ul = e1e4 + ege5 + e3e6, Uz = €162 + €3€4; 3,
Hy: U] = €1e2 + e3eq, Uy = €e1e3 + €56€¢, x2y,
Hs : uyp = ejey, up = ezey + €5€6; z%y,
Hg : u] = e1es + esegq, Uy = e1e9 + ezey; zy(z +vy),
Hg (p,q) : u1 = ejez + eseq + eseq, uz = e1(eq + pes) 2? + pry® + qy.
L + e2e6 + geses;

La derniére colonne donne I’invariant y3(xu1 +yus) surla base ejeaezeqeseg de NS KO,
ol yz : Hy — NSK% ~ K est un polynéme homogéne du troisiéme degré.

Le résultat est connu sur un corps algébriquement clos [6] ; dans ce cas A2K % admet
six types H;, avec 1 < 7 < 6. Si K n’est pas algébriquement clos, en caractéristique
différente de 2 et 3, seul le cas de Hg fournit des K—formes non triviales Hg (p, ¢) en
bijection avec I’ensemble des K —formes binaires cubiques de discriminant non nul a
changement de variables et homothétie prés. En caractéristique 2 ou 3, si K n’est pas
parfait, il y a également des K—formes pour Hs, H3, Hy et Hs.

Le cas général, sur un corps algébriquement clos, se traite de la méme maniere et
on a le résultat suivant.

Théoréme 2.3. Soit H un plan de A2 K*" dont I’invariant +y,, est une forme binaire
a racines distinctes. Alors il existe une base {e1,ea,...,ea,} de K 2n et des scalaires
M, ..., A\ & {0, 1} tels que H a une base

Uy = ej1eg + egeq + - - + eap_3€2,-2,
ug = egeq + Aaes5€6 + -+ + Ap€an—3€2n—2 + €2n-1€2n.
Le résultat est connu [10]; voici une démonstration simple, par récurrence sur n.

Sin = 2 (ou n = 3), selon la proposition 2.2 il suffit de prendre la base Hg, de sorte
que le résultat est vrai.

Supposons n > 4 et y, (zu1 + yuz) = fn(z,y) invariant de H. Par une transfor-
mation linéaire sur u et v, on peut supposer que les racines de f,, sont 0, —1, co, — A4,
—As, - .., — Ay de sorte que

fo(z,y) = 2y(z+y)(x 4+ My) - (2 + A\py).
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Comme f,(x,0) = 0, uj est de rang inférieur a 2n. En effet, si son rang n’était pas
2n — 2, alors f,(z,y) serait divisible par y? car

n
Yo (Ut + yus) = pryn_p%(ul)'ynfp(uﬁ-
p=0

Il en résulte que u; est de rang 2n — 2. Soit P = vect { fon—1, fon } un supplémentaire
de S, dans K", On peut écrire

uz = afon_1fon — fonz — tfon—1 +v,

out,z € Sy, etou S, C Sy, . Le scalaire o n’est pas nul et on peut donc supposer que
a = 1. Alors ug = (fon—1 + 2)(fon + 1) + 0, 00 S,y C Sy, . De plus,

zuy + yus = (vug + yv') + yean—1€2n
et
’Yn(xul + yu2) = y’}/n—l(xul + yU/)BQn—1€2n’

de sorte qu’il suffit d’appliquer I’hypothese de récurrence a vect {uy,v'}, un plan de
AZK?""2 (on a posé eg,—1 = fon—1 + 2 etea, = fon +1).

Les cas non génériques sont plus compliqués a traiter et trop nombreux pour étre
tous considérés. Il faut distinguer les multiplicités des racines, le cas le plus simple étant
celui olt v, (zuy + yus) = 2™ 'y. On peut alors trouver une base {e1, ea, ..., e2,} de
K?" ot u; = > j<n €2j—1€2;, et il faut discuter suivant le rang de us qui peut varier
de2a2n—2.

Pour 2n = 8, cela nous donne trois possibilités pour uy qui sont eveg, ejes + eres
et ejes + eses + ereg. On a donc
U1 = e1e2 + eze4 + €566, U = €7€g;
up = e1ez + e3eq + €566, U2 = €1€3 + e7esg;
uyp = er1ez + eseq + eseg, Uz = eijesz + eges + eres.
Cela montre bien que le cas général est trop compliqué pour qu’il soit vraiment intéres-
sant de donner toutes les possibilités.

Remarque 2.4. (1) Nous avons vu dans le paragraphe suivant le théoréme 1.1
que la donnée d’un trivecteur scindable w revient a celle d’un sous-espace vectoriel d’un
espace A2E. Ainsi la proposition 2.1 donne deux classes de trivecteurs 2—scindables de
rang 7 et la proposition 2.2 donne six classes de trivecteurs 2—scindables de rang 8, sur
un corps algébriquement clos, qui ne sont pas isomorphes en tant que trivecteurs.

(2) Siw et v sont des bivecteurs tels que S, C Sy, 7g(u) = 4 etrg(v) = 2, alors
il existe une base {a, b, z,y} de S, telle que
siuv = 0, alors v = zy et u = ax + by,

siuv # 0, alors v = zy et u = Axy + ab.
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(3) Siwestun bivecteur de rang 6 et w est un trivecteur de rang 3 tels que S, C Sy,
alors il existe une base {a, b, ¢, z,y, z} de S, telle que

siuw = 0, alors w = zyz et u = ax + by + cz,
si uw # 0, alors w = zyz et u = ab+ cx + yz.

Proposition 2.5. A\2K " admet cinq types de sous-espaces vectoriels de dimension
2 et de rang maximal donnés par une base {u1,us} :

Vi: wui =ejeq + eseqy, Uy = eqes + eger ;

V2 LUl = e1eg, U = €9€3 + €465 + €ger ,
V3 up =ejes + egey, ug = ezes + ezeq + eqer ;
Vi up = ejes + egey, Uy = ege3 + eqes + eger ;

Vs : wp =ejeq+ egeq + eseg, Uy = ereq + eger + esen;

oit {e1,...,er} est une base convenable de K.

Démonstration. Soit V' = vect {uy, us} un plan vectoriel dans A2 K 7. Supposons
d’abord le cas ol V' possede une base {u1,us} de bivecteurs de rang 4. Dans ce cas,
Suy N Sy, est une droite. On peut donc trouver une base {ej, ez, ..., e7} de K7 telle
que u; = ejeg + ezeq €t ug = eqe5 + €gey.

Supposons maintenant que V' posséde une base {u, us} contenant un bivecteur de
rang 6, soit ug. Trois cas se présentent suivant que rg(u;) = 2,4, 6.

Si rg(ui) = 2, alors S, N Sy, est une droite et on peut écrire u; = ejes et
Uz = ege3 + eqes + eger.

Sirg(u1) = 4, alors dim (S, N Syu,) = 3. On pose Sy, NSy, = vect{z,y, 2}, et
on écrit u; = ax + yz. Soitw = xyz. C’est un trivecteur de rang 3. On a S, C S, et
il existe une base {z, vy, 2, b, ¢, d} de S,, comme suit :

e Siusw = 0, alors ug = xb+yc+ zd. En posant a = e1, b = e5, c = eg, T = €2,
Yy =-e3€tz=eq,0naU] = €163 + €364 €t Ug = €e9€5 + €364 + eq€e7.

e Si uow # 0, alors ue = xy + zb + cd, ce qui donne u; = ejes + egey et
Uz = ege3 + eqes + eger.

Dans le troisieme cas ou V' possede une base {u1, us} de bivecteurs de rang 6, on
est dans un cas particulier du résultat plus général en [9] suivant.

Lemme 2.6. Soit P = vect {uy,us} un plan vectoriel dans A2K?"*1, de rang
maximal, avec

rg(uy) = rg(ug) = 2n.
Alors il existe une base {hq, ..., hp,e1,...,e,} de K*" ! telle que

Uy =etht1 +---+eyh, et uy=ethyg+ -+ ephn_1.
Dans notre cas, a un changement de notation pres, on trouve
Ul = ezeq +e1ea +eseg et uo = ezer + ejeq + esen. O

Remarque 2.7. (1) Cette base s’appelle une paire de Kronecker.
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(2) La deuxieme base de la proposition 2.1 est aussi un cas particulier de ce résul-
tat.

3. Trivecteurs 3-scindables de rang 8 sur un corps
algébriquement clos

La description des 3—vecteurs de rang 8 qui sont 3—scindables revient a I’étude des
sous-espaces P de dimension 3 de A2K®. On se donne une base {u1,uz,u3} la plus
simple possible, les u; € A2 K étant exprimés dans une base {ej},1 <j <5.0npose
P = vect {uy,ug2,usz}. Il s’agit d’étudier les orbites de PG L5 (K) sur Grs (/\2K5),
une variété algébrique compacte de dimension 21 = 3(10— 3). Les cas les plus simples
sont ceux ou le support n de P n’est pas de dimension maximale 5. Si cette dimension
vaut 3, on prend une base {e1, e, e3,e4,e5} de KO telle que W = vect {e1, e2, e3}.
Alors P = A2 et on peut prendre une base u; = ejes, up = ejes et uz = eges.
Si cette dimension vaut 4, y5/P : P — A*W est une application quadratique dont
le rang r détermine la classe d’isomorphisme [7]. Les quatre cas possibles sont, avec
W = wvect{e1,es,e3,e4} :

sir =0, alors u; = ejeg, ug = ejez et us = ejeq;
sir =1, alors u; = ereg, ug = ejez et uz = ejeq + eze3;
sir =2,alors u; = ejes, up = ejez et uz = eazeq;
sir = 3, alors u; = ejeg, up = ezeq et uz = ejez + egeq.

Pour le cas du rang maximal, quatre cas se présentent selon que nous soyons en pré-
sence de (rg(u1),rg(ug),rg(us)) égal a (2,2,2),(2,2,4),(2,4,4) ou (4,4,4). On a
le résultat suivant.

Théoréme 3.1. L’espace vectoriel N> K° admet 12 types de sous-espaces vectoriels

de dimension 3 et de rang maximal donnés par une base {u1,uz,us}, ot {e1,...,e5}
est une base convenable de K° :

((Pi: up = erey, ug = ejes, ug = eqes;
Py:  up = ejes, Uy = e3€y4, us = (e1 +e3)es;
P3 : up = eyey, u2 = ejes, u3z = e1e4 + eses ;
P4 : uyp = ejey, U2 = ejes, u3z = egeq4 + eses ;
Ps:  up =ees, ug = eyes, uz = eze3 + €465 ;
P@ : uy = e1eg, Ug = eseéy, u3z = ejes + eses ;
Pr:  up = ejeq, Uy = esey, us = eres + (e2 +eq)es ;
Ps:  wup =ejeq, U9 = e1e3 + egeq4, U3 = e1e5 + ege3;
Py:  up =ee, up = e1€3 + €264, U3z = e1e5 + eszeq;
Pio: up =ee, U = e1€3 + €2€4, U3 = €465 + €2€3;
P11 LU = ejey, Ug = e1ex5 + e4€e3, U3 = €2e3 + e4€5 ;
Pio: up =ejeg 4+ ezeq, us = eges + eqe5, Uz = €1€e4 + €3es5.
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Démonstration. Soit P = vect {u1,uz,us} un sous-espace vectoriel de dimen-
sion 3 de A? K® et de rang maximal. Nous avons les cas suivants.

Cas (2,2,2). Supposons d’abord que P posseéde une base {uj,ug,us} de bivec-
teurs de rang 2. Deux cas se présentent suivant que les supports S, peuvent avoir deux
a deux une intersection non réduite a {0} ou non.

Dans le premier cas, on suppose que Sy, NSy, # {0}. Alors dim (Sy, + Su,) = 3,
donc (Sy, + Su,) N Sy = {0} car sinon P n’est pas de rang maximal . On peut donc
trouver une base {eq, e, ..., e5} de K° telle que u; = ejea, ug = e1e3 et uz = eyes.

Dans le second cas, Sy, N Sy, = {0}. Donc Sy, + Su, = Su, @ Su, est de
dimension 4. De plus S, N (Sy, + Su,) est une droite non contenue dans Sy, ni Sy, .
On peut donc écrire uz = (e1 + e3) e5, ou e € Sy, et eg € Sy,. Complétant e; en
une base de S, et ez en une base de S,, , on voit que P = wect {uy,ug,us}, avec
up = ejes, ug = ezeq etug = (e + e3) es.

Cas (2,2,4). Considérons maintenant le cas ou P posseéde au moins une base
{u1,ug,us}, ot rg(u;) = rg(uz) = 2 et rg(us) = 4. On suppose d’abord que
Sy, N Sy, # {0}, de sorte qu’on peut écrire u; = ejea, ug = ejes; nécessairement
Suz N (Su; + Su,) est de rang 2.

Si Kej C Sy, on peut supposer que Sy, C Sy, (o0t Sy, D vect {e1, aes + Ses},
et on peut remplacer u; ou ug par aug + Bug). Alors ujus = 0, car sinon le plan
vect {u1,us} contiendrait un bivecteur de rang 2 différent de u;. On peut donc écrire
usz = ejeq + eges, pour un choix convenable de eyq et es. Si Keyg g Sus» On peut
supposer que Sy, N (Sy, + Su,) = vect{es, es}. Deux cas se présentent suivant que
esesusg = 0, ou egezug # 0. Cela donne deux sous-espaces P de N2KP

up = e1e2, U2 = e1€3, U3z = ezeq + eses,

U] = ejez, U = €1€3, U3 = e2e3 + e4€s.

Supposons maintenant que S,,, NSy, = {0}. Si Sy, D Sy, alors Sy, NSy, est
une droite. On peut écrire u; = ejeg, u3 = e1x + ey (car ujug = 0) et ug = ezey,
ol e € Sy, €3 = ax + by + cey + deg et (a,b) # (0,0). Sib = 0, alors a # 0 et on
peut prendre a = 1 et x = ez — ce; — deg de sorte que ug = ejes + e2(y + deq), si
bien qu’on choisissant e5 = y + de1, on a u; = ejea, Uug = e€3€4 et uz = €1e3 + eses.
En faisant un changement de base dans le plan {e, e2}, on peut se ramener au cas ot
b=0.

Si Sy, NSy, et Sy, N Sy, sont des droites, on les note Ke; et Kes. Alors

Sus N (Sul EBS“?) = vect{e1,e3,ea + €4},

oll up = ejeg, ug = eseq et Sy, = vect{e1,es,ea + e4,e5} . Posons v = ejez. On a
Sy C Sus-

Sivus = 0, alors ug = eyx+ezy, oh x = aez+b (e2 + e4) + ces. Quitte a changer
y on peut supposer que a = 0. Si ¢ = 0, on peut prendre b = 1 et y = e5, de sorte
que uz = ey (€2 + eq) + ezes. En enlevant u; a ug, on trouve uy = ejeq + ezes et
Sug D Sy,, un cas déja étudié. Si ¢ # 0, on peut supposer que ces + b (e2 + e4) = es,
de sorte que uz = eje;+esy, oy = aey + [ (e2 + e4) +yes. D’une part, si v = 0, on
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aug = eres + eg (ae; + B (e + e4)). Quitte a modifier e5, on peut supposer o = 0.
Alors us = ejes + e3 (e2 + e4) en faisant une homothétie sur us et e; ou en enlevant
up = eszeq A uz, d’oll uy = ejes + ezeq, avec Sug D Su,, ce qui est un cas déja étudié.
D’autre part, si y # 0, on peut supposer que v = 1, de sorte que
uz = e1e5 + ez (aey + B (e2 +eq) + e5)
et
ufy = uz + auy + bug = ey (e5 + aea) + e (aer + B (e2 + e4) + bey + €5) .

Prenons @ = «, b = —[3 et posons ef = e5 + ae;. Alors uj' = ejef + eg (€5 + [ez)
et 8 # 0 car rg(uy) = 4, eton prend 5 = 1 en changeant ey et u;. On trouve alors
up = ejez, uy = eszeq et ug = egez + (e1 + e3) es. Mais Sy, DO Sy, de sorte que
uz — u est de rang 2.

Si vug # 0, alors us = ejes + zy, ol y = e5, x = aey + beg + ¢ (e2 + e4). Ainsi
u; = ejeg, ug = eseq et ug = eres + (ae; +beg 4+ c(ea +e4)) e5. Ona c # 0 car
sinon 72 (u3) = 0. On peut prendre ¢ = 1 et alors

usz = ejes + (aey + ex + beg + e4) es.

On pose €, = ez + ae; et ey = e4 + beg, de sorte que ug = eje3 + (€2 + €4) e5. Le
seul sous-espace obtenu est vect {ejea, eseq, e1e3 + (€2 + e4) e5}.

Cas (2,4,4). Etudions maintenant le cas ol P posséde un seul bivecteur non nul
de rang 2, soit u1. Un premier cas est celui ou u; annule P, ce qui revient a dire que
Su, C Sy pourtoutv € P — {0}, et

up = eje2, Uz =e1T+ ey et wuz=ez+ eat.

On peut supposer que {z, y, z} est un systeéme libre complétant {e;, e2} en une base de
K®. On pose T = e3,y = eq et z = e5. Alors ug = eje3 + eseq et ug = ejes + eat, ol
t = aej + bes + ceq + des. Quitte a rajouter a uz un multiple de u;, on peut supposer
que a = 0. On a alors

ur = (e1 + dea) ea,
ug = (e1 + deg) e3 + ea (eg — des) ,
usz = (e + deg) e5 + ez (beg + cey) .
Quitte a changer ez et e4, on peut supposer que d = 0 et on est ramené a
Uy = €1€2,
Uz = e1e3 + €264,
us = eres + es (beg + cey) .

Sic # 0, alors ug — cuz = €3 (e5 — ce3) + beges, ug = e1es + egeq et u; = ejez. On
peut alors prendre b = 1 et changer e5 de sorte que u; = ejez, ug = €1es + esey et
U3 = ejes + eses.

Comme deuxieéme cas, supposons que u; annule I’'un des u;, ¢ = 2, 3, par exemple
uo. Alors ug est déterminé a un multiple de u; pres, et u; = ejeo, ug = eje3 + egey et
pour u3, on a deux cas possibles.
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D’une part, si u3 = ey + xz, on peut supposer que z ¢ S,,, mais x,y & Sy,.
Comme le couple (ug, u3) constitue une paire de Kronecker, on peut prendre

xr=ae3+bey, y=ces+des et z=es.

Si b # 0, on peut supposer que b = 1. Dans ce cas, on peut écrire u;, uz et ug, sous la
forme
u; = (e1 — aez) ea,

ug = (e1 — aez) es + ez (e4 + aes)

us = (eq + ae3) e5 + eg (dey + ce3) .

On est ramené a
up = e1€z,

Uy = e1e3 + ezey4,
u3z = eges + eg (deyg + ces) ,

ol ¢ # 0, car rg(ug) = 4. On peut prendre ¢ = 1. En changeant e5, on obtient
up = ejeg, Uz = e1e3 + ezeq et uz = ege3 + eqes.

D’autre part, si ug = e1z + xy, alors comme précédemment, on obtient
Ul = €1€z,
Uz = e1e3 + €264,
U3 = ej1ex5 + €3e4.
Comme troisiéme cas, supposons maintenant que u; n’annule ni uo ni ug. Alors

dim (Sy, N'Sy,) = 3. Comme le couple (ug, uz) constitue une paire de Kronecker, il
existe une base {e1, s, ..., e5} de K° telle que

up = €1€2,
Uz = e1es + e4es,
U3 = eges3 + eyes.
Cas (4,4, 4). Supposons maintenant que P est de rang maximal. Alors P est 1’or-
bite ouverte dense de Zariski [3, théoréme 7.22, p. 326]. On remarque que chaque

couple (uj, u;), avec 1 <i < j < 3, constitue une paire de Kronecker, ce qui donne, a
un changement de notation pres,

up = e1ez + esey,
Uy = ege3 + e4é€s,
U3 = e1eq + ezes.

g

Théoreme 3.2. Sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque, il
existe treize classes d’équivalence de trivecteurs de rang 8.

Ce dernier résultat provient de [4]. La détermination des trivecteurs 3-scindables se
fait a I’aide du théoreme 3.1. On utilise la table donnée par le théoréme 3.2 (voir [4]),
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relativement a une base {ej,ea,...,eg} de E et un systeme de représentants des 13
classes, notés wsg ;, avec ¢ = 1,...,13, et on déduit la table ci-dessous.

Trivecteur wyg ; Sous-espace | Scindabilité
w1 = €1 (6263 + 6465) + egeres P 2 et 3 scindable
w2 = €1 (6263 + eqe5 + 6667) + es5epes Ps 2 et 3 scindable
w3 = €1 (6364 + 6566) + e9 (6365 + 6768) Py et Py 2 et 3 scindable
wg 4 = €1 (ez2e3 + eqe5) + eg (e2e7 + eseg) | Py 2, 3, 4 scindable
wg s = €1 (e2e3 + eqes5) + €6 (e2e3 + eves) | Po 2 et 3 scindable
wg e = €1 (e2e3 + ese5 + eger)

+es (eqe3 + e5€6) Py 2 et 3 scindable
wg,7 = €1 (6263 + eges + 6667)

+eg (ese6 + ereg) P 3 et 4 scindable
wg g = e1 (ezes + e3ep + eqer)

+egeres + eseqes Pig 3 scindable
wg9 = €1 [62 (63 + 64) + 6566] + eseser

+eqepe8 Py 3 scindable
wg.10 = €1 (6268 + 6667) + egeses + ezeqeq

“+egeser P 3 scindable
wg 11 = e1 (eser + eseq + egen)

+eg (e4e3 + eger) + ezeqes / /
ws,12 = €1 [(es — e7) (e3 — eg) + eser]

+ey (eseq + eseq) + egeres Py 3 scindable
wg713 = €1 [65 (63 + 67) + 6864]

+ey (eseq + eseq) + egeres / /

Remarque 3.3. On remarque que les deux sous-espaces Ps5 et P donnent le méme
trivecteur wg 3, ce qui prouve que la scindabilité est une notion faible.

Corollaire 3.4. Sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque, il
existe 11 classes d’équivalence de trivecteurs 3—scindables de rang 8.

4. Remarques sur la classification en dimension 6

Citons le résultat suivant de [6].

Lemme 4.1. Sur un corps quadratiquement clos, A> E a deux orbites de rang maxi-
mal. Si{ey,ea,...,eq} est une base de E, un représentant de chaque orbite est donné
parwg 1 = e1€ze3 + eqe5€6 €t we 2 = e1€2e4 + €e3es + e1€e3€6.

Un trivecteur w est dit de type we 1 sur un corps quelconque K si par extension
algébrique K " de K il est équivalent a we 1. On peut alors décrire les trivecteurs de
rang 6 de type we 1 qui ne sont pas équivalents a wg, 1. Citons un autre résultat de [6].

Lemme 4.2. Soient K un corps quelconque, w un trivecteur de rang maximal de
type we 1 et {e1, e, ..., es} une base quelconque de E.
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(1) Sicar(K) # 2, alors il existed € K — K? tel que

W =we1,d= e1(eseq + eseq) + ea(eseg — deges).

(2) Sicar(K) =2, alors il existea ¢ {a® + a | a € K} tel que

w=we 1,4 = e€1(eses + aeses) + ea(ezes + ese5 + es€6).

Dans [7], Revoy a défini des covariants algébriques des formes trilinéaires alternées
de rang 6 qui permettent de mieux comprendre la classification de ces formes. Soient
K un corps de caractéristique quelconque et £ un K—espace vectoriel de dimension 6.
On associe 2 un élément w € A3E une application v, de E ® E* dans ASE définie par
V(2 ® f) = zwdy(w). En fixant un générateur de A® £, on obtient un endomorphisme
uy, de E* (du fait de I’isomorphisme naturel EndE* — (E*)* @ E* etde E ~ E**). 1l
se trouve que 12, est une homothétie dont le rapport P(w), qui appartienta AS E@ A\CE,
est covariant de degré 4 de w, et un calcul simple montre que les trivecteurs de type we,1

sont caractérisés par la condition P(w) # 0. Soit B = {ej, ..., e} une base de E. On
aMatpg (’U,w) = (CU) et Cij = eiwde; (w) .

Lemme 4.3. Si )\ € K" et u € K, alors le trivecteur
w = e1eges + ejeqeg + e3eseg + Aegeseg + ueseseg

est de type we, 1.

Démonstration. Calculons C;; = eiwde; (w).On a
Cij=0sii#joui+j#7T,
Ciu=MXsii<3,
Ciyi=—Asii>3,
Ci6 = 2uN, Cog = —Cy3 = Cs51 = 2 et Cs = 2.

La matrice de u? est A%idgs, et donc P(w) = A2 Comme A\ € K*, w est de type
we,1- O

Lemme 4.4. Soit w = x (e1e4e5 + e2e4e6 + e3e5€6) + yeieses + zegeseq, ol

z,y,2 € K. Alors w n’est pas de type wg 1 siy = 0 ouyz? + 423 = 0.

Démonstration. Calculons C;; = eiwde; (w).Ona
Cij=0sii#joui+j#7,
Cy=yz sii <3,

Cy = —yz si 1> 3,

Cig = C3q = —Cas = —2a7,
Cy3 = Cp1 = —Csp = 2zy.

La matrice de u,, prend la forme

A 22°B
Matp(u) = ( 2zyB  —A >



588 QUELQUES REMARQUES SUR LES BIVECTEURS

0 0 —1
ol A=yzidygset B= 0 1 0 . On en déduit
-1 0 0

Matp(u?) = y(yz°> + 423)id e,
d’olt P(w) = y(yz? + 423). O

En particulier pour z = 1, on trouve le lemme 4.5 dans [1].

Lemme 4.5. Soit w = xejeqes + yeoeseq + zezeseq + tejeses, ol x,y, z,t € K.
Alors w n’est pas de type we 1 si vyzt = 0.

Démonstration. Calculons C;7_; = eiwde;ii(w). Ona
Cig = 2yz, Cos = 2x2, C34 = 2y, Cyz = 22t, Cs9 = 2yt et Cgp = 2xt.
Dans ce cas la matrice de u2 est
Matp(u?) = 4xyzt idgs,
d’out P(w) = 4xyzt. O

Soient D € A3K% un sous-espace de dimension 2 et {w;,ws} une base de D. On
peut associer a D une forme polynomiale homogene de degré 4 (biquadratique), notée
fp et définie a un multiple scalaire pres de la fagon suivante : pour w = awi+bws € D,
on pose P(w) = fp (a,b).

Le lemme 4.5 permet d’établir le résultat suivant, ol on suppose pour simplifier
que K est algébriquement clos. Rappelons que deux polyndémes homogenes de degré n
a deux variables (ou formes binaires de degré n) sont équivalents s’ils se correspondent
par changement linéaire de variables.

Proposition 4.6. Pour tout polynéme homogéne de degré 4 a deux variables o, il
existe un sous-espace D de dimension 2 de A3 K tel que o et fp sont équivalents.

Démonstration. Une forme binaire ¢ de degré 4 dans les variables X et Y, s’écrit

4
[T (X —A\Y), oules \; sont les quatre racines de 1’équation ¢ (X, 1) = 0. Posons
i=1

r=X-NMY,y=X - Y, z2=X - 3Yett =X — \,Y.
On prend alors
w1 = ejeqes + ezeq€p + €356 + €1€2€3,
et
wo = A1ereqes + Aaegeses + Azeseses + Ageqezes,
de méme que D = vect {w1,ws} . Le lemme 4.5 dit que

4
fo (X,Y) =P (Xw — Ywp) = [[ (X = \Y)
=1

est équivalent a . O
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