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ETUDE DES FAMILLES STANDARD
DE DEPLOIEMENTS DU COL NILPOTENT
DE CODIMENSIONS 2 ET 3 DONT LAXE

DES ABSCISSES EST INVARIANT

REMY MAGLOIRE ETOUA

RESUME. Dans cet article, nous étudions les familles standard géoiénents
des cols nilpotents de codimensions 2 et 3 dont I'axe desssescest invariant. Notre
étude porte principalement sur une analyse systématicubiflecations de ces mo-
deles (débouchant sur la détermination de leur diagramni@fdecations global) :
bifurcations de cols-nceuds, bifurcations de Hopf de codgioas 1 et 2, bifurcations
de boucles hétérocliniques de codimensions 1 et 2.

ABSTRACT. In this paper we study the standard families of unfoldinfshe
nilpotent saddles of codimensions 2 and 3 wh&seaxis is invariant. The goal of our
study is to make a systematic analysis of the bifurcatiorisege models (which leads
to the determination of their global bifurcation diagranspddle-node bifurcations,
Hopf bifurcations of codimension 1 or 2, heteroclinic bdfations of codimensions
1and?2.

1. Introduction

Un col nilpotent dont un déploiement a pour droite invagaldxe des abscisses

est présenté ala figure 1.1 [7].

\/

FIGURE 1.1. Col nilpotent avec axe des abscisses invariant

Recu le 6 mars 2011 et, sous forme définitive, le 18 décemtré. 20
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Dans cet article, nous faisons une étude approfondie deschifons des familles
standard de déploiements du col nilpotent de codimensiats3Zont I'axe des abs-
cisses est invariant, a savoir les familles respectivey €t.(1.2) suivantes :

X =Y +aw)X?+ p1,

(1.1) .
Y=Y (u2+ X +eX?)
et
X =Y +aw)X?+ u,
(1.2)

V=Y (o + X + psX? + asX® + eX?),

ole = F1, a3 < 0 et, pourv := (v, 1) suffisamment petitg(v) < 0 etpu; := p;(v).
Dans toute la suite, nous poseraris) = a pour simplifier cette notation.

Pour la famille (1.2), les outils dont nous disposons ne ranispas permis de
faire un changement de variables qui nous débarrasse de &nX 3 de la deuxiéme

éguation, tout en conservant la droite invariante. Cepandiss calculs montrent que
ce terme n’est pas pertinent.

Notons que si on enlevait la contrainte de la droite invaeiaalors les familles
standard de déploiements du col nilpotent s’écriraientroerauit :

X =Y +aw)X?+ u,

1.1y .
Y =po+Y (p2+ X +eX?)
et
X =Y +a(w) X%+ u1,
(1.2

V=po+Y (2 + X + psX?+ a3 X3 + eX?) ;
ainsi, ces systémes auraient respectivement une codionedsiu 4.

La motivation principale de notre travail est I'applicatide I'étude des familles
(1.1) et (1.2) dans une classe de modeéles biologiques dente fo

&= f(z) —yg(),
(1.3)

y = yh(z)
et ayant un point singulier du type col nilpotent. C’est peraple le cas dans [7] ou,
via (1.1) et (1.2), nous avons étudié le systéme

&= pr(l —x) —yp(z) — A,

¥ =y(—0+ p(z)),

2

ar? + fxr+1’

qui est une forme simplifiée dh modéle de Gause généralisé avec récolte de proies et
fonction de Holling de type Il généralisée

x>0,y >0,p(x)=
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Rappelons que Dumortier, Roussarie et Sotomayor ont daams[fl] le diagramme
de bifurcations de

=y,
¥=A+ Xz + 2% +y (Ag+ bz + ex? + 23h(z,\) + 4*Q(z,y, \)

(ou XA = (A1, A2, A3) sont les paramétres ék(z,y, \) estC> en (z,y, \) et d’ordre
suffisamment grand efx, y, \)), déploiement d’un col nilpotent de codimension 3.
Une petite partie concernant des intégrales abéliennesisicturée. Cependant, cette
forme normale ne respecte pas la contrainte de la droiteiamta. Par la suite, Zhu
et Rousseau ont développé dans [12] une nouvelle forme hoig@aérale déployant
un col nilpotent de codimension 3 et compatible avec la eamt d’avoir une droite
invariante : un des parameétres s’annule lorsque la drditevesiante.

La classe de familles (1.3) est suffisamment vaste pour que puissions espérer
d’autres applications de nos résultats.

Le présent article est organisé comme suit. La section 2mésws résultats. A la
section 3, on fait une étude commune des familles (1.1) 2} (fioints singuliers et leur
type, bifurcations de col-nceud, bifurcations de Hopf deéroedsions 1 et 2, positions
des séparatrices des points singuliers de I'axe des x).dt@se} porte sur une étude
de la bifurcation de boucle hétéroclinique du systeme (@i )par le théoreme 5.11,
nous obtenons le type et la cyclicité de la boucle ; c’estaaprgon obtient, via la
section 3, le diagramme de bifurcations de la famille (1Alla section 5, par I'étude
de la bifurcation de boucle hétéroclinique du systéme @u2)ous déterminons le type
et la cyclicité de la boucle par la méthode de dérivationstim généralisée doublée
des notions de dérivées d’une application de transitionalig€rg [1], on obtient (via la
section 3) le diagramme de bifurcations de la famille (1.2).

2. Résumeé des résultats

Laxe X des systemes (1.1) et (1.2) est invariant. Sur I'axeles systéemes ont
deux points singuliersP; et P, pour iy > 0 et aucun pouf; < 0, les deux points
se confondant en un col-nceud pqur = 0. Hors de I'axeX, on a un seul point
singulier Py qui est, soit de type selle hyperbolique, soit de type ailegc’est-a-dire,
nceud, foyer, foyer faible ou centre). Le point singuligrdisparait par une bifurcation
de col-nceud en se confondant, soit a¥&¢soit avecP;. Le point Py peut avoir une
bifurcation de Hopf d'ordre au plus deux pour le systéme)(&i2d’ordre un pour
le systeme (1.1). Lorsque l'ordre est deux, le deuxiemeficasit de Lyapunov est
positif (le point est répulsif). Ainsi, lorsque le systemeéeux cycles limites, le cycle
attractif est entouré d’'un cycle répulsif. Enfin, nous avane bifurcation de boucle
hétéroclinique.

Théoreme A Le diagramme de bifurcations avec portraits de phase deridida
(1.1) se trouve a la figure 2.1. La figure présente lecas +1 et le cass = —1 est
obtenu par la transformatidiX, Y, p1, po, t) — (=X, Y, p1, —pa, —t).

Comme le diagramme de bifurcations de la famille (1.2) a unetire conigue,
on peut visualiser toutes les surfaces de bifurcations tendle (1.2) en dessinant la
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Lo Cny,
\%4
Cn»re """ =
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VI H,
By o= -
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FIGURE 2.1. Diagramme de bifurcations et portraits de phase du sys-
teme (1.1) poue = +1.

trace de leur intersection avec la sphére

Sy = {(u1, 2, p3) € R® telque 7 + 3 + 3 =0’}
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FIGURE 2.2. Trace du diagramme de bifurcations Suet portraits

de phase du systeme (1.2) peut +1.
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oun > 0 est suffisamment petit. La représentation de la trace duatiage de bifur-
cations se fait en enlevant un point de la sphére dans larégip; < 0.

Théoreme B Le diagramme de bifurcations avec portraits de phase derldida
(1.2) apparait a la figure 2.2. La figure présente lecas +1 et le casc = —1 est
obtenu par la transformatidrX, Y, ju1, po, p3, t) — (=X, Y, g, —po, —us, —t).

H, . Bifurcation de Hopf attractive

H, : Bifurcation de Hopf répulsive

H, : Bifurcation de Hopf de codimension deux
BH, : Boucle hétéroclinique attractive
BH, : Boucle hétéroclinique répulsive
BH; : Boucle hétéroclinigue de codimension deux

DC : Double cycle
C : |Intersection entr¢H ) et (BH)

B, : Bifurcation de col nilpotent avec coefficient &2%Y positif
B_ : Bifurcation de col nilpotent avec coefficient 7Y négatif
Cnq, : Col-noceud attractif interne
Cn,, : Col-nceud répulsif interne
Cnq, : Col-nceud attractif externe
Cn,, : Col-nceud répulsif externe

TABLE 2.1. Description des courbes de bifurcation de la figure 2.2.

3. Etude commune des familles (1.1) et (1.2)

Pour les familles (1.1) et (1.2), il nous suffit de traiter @s oue = 1 qui, par les
transformations
(X> Ywulmu%t) — (_X> Ynuh —H2, _t)
et
(X, Y, 1, pas p3 t) — (=X, Y, pin, —p2, —ps, =),
nous permettra d’'obtenir les résultats de celut et —1.

3.1. Points singuliers et leur type
Dans un petit voisinage de l'origine, pour des petites valeles paramétres, les
points singuliers de (1.1) et (1.2) sont :

ou ;> 0 et(Xy, Yp) estunique tel que
ha(Xo, pi2) := p2 + Xo + O(X§) = 0,
Yo = —(m + aX3).

L'unicité de la « petite » solution d&y(X, u2) = 0 suit du théoréme des fonctions
implicites.

(3.2)
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Les matrices jacobiennes de (1.1) et (1.2)( —a 0) et (Xo, Yy) sont don-
nées respectivement par

K1
(3.3) Jac<q:,/—%,o>= T !

0 o F —% +0 (_%)
et
B 2a X 1
Jac(Xo,Yp) = <Y0(1 + O(|Xo|)) 0>
Posons

(3.4) Xy =y -E et xp = [-EL
a a

On a la proposition suivante (voir [7]).

Proposition 3.1. X, Yy, X1, Xy et Py, P;, P, étant définis plus haut (voir aussi la
figure 2.1), nous avons les propriétés suivantes :

(1) siXy € ]—o0, X1[ U] Xy, +o0], alorsP, est un point de selle hyperbolique ;

(2) siXy € ]Xy,Xs], alorsP, est un anti-selle (c’est-a-dire un point dont le déter-
minant du jacobien est positif) ;

(3) siXg= X, ouXy = Xo, alorsP, est un col-nceud ;

(4) sipy > /-4 +0 (—42) (resp.m <—/-E+0 (—%)) alorsP; (resp.
P,) est un nceud répulsif (resp. attractif) ;

(5) Sipy < /=4 +0 (—42) (resp.m >—\/-E 40 (—%)) alorsP; (resp.
P,) est un point de selle hyperbolique ;

(6) Sipy = /-2 +0 (—4) (resp.ug =—y/-2+0 (—%)) alorsP; (resp.
P,) est un col-nceud.

Comme
Trace(Jac(Xp, Yp)) = 2a Xy,
nous savons que celle-ci est nulle si, et seulemeniXgi,= 0; d'ou, par (3.2),
Yo = —p1, p2 = 0 et, ainsi,Det(Jac(Xo, Y0)) = p1.

Dans la suite, nous montrerons queusi > 0, alors, pour la famille (1.1) (resp.
(1.2)), nous aurons une bifurcation de Hopf d’ordre 1 (r&pu voisinage du point
singulier (0, — 1) sur la demi-droite d'équatiop, = 0.

3.2. Bifurcations de col-nceud

Proposition 3.2. Il y a trois bifurcations de cols-nceuds (voir la figure 2.1a: |
premiére a pour équation
(Cne) : p1 =0,
la deuxieme et la troisiéme sont des courbes de la forme
(Cna,) s 1 = —ap + o(ud)  avec py <0,

(Cny,) : py = —aps + o(u3) avec us > 0.
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La premiére se produit lorsqug := (—w [—EL, 0) se confond &; := (, [—EL, 0) :
ce col-nceud est attractif gb < 0 et répulsif siu, > 0. La deuxiéme se produit
lorsqueP, := (X, Yy) se confond & := (—, [—EL, 0) : ce col-nceud est attractif.
La troisieme se produit lorsqué, := (X, Yy) se confond &» := (w /—%,0) :ce
col-naeud est répulsif.

Démonstration. En effet, il y a trois cas.
(1) La premiére se produit lorsqug := (—w /—%,0) etP; = (, /—%,0) se
confondent : elle a donc pour équatipn = 0.

Comme la deuxiéme valeur propre est ce col-nceud est attractif g < 0 et
répulsif sipo > 0.

(2) La deuxiéme se produit lorsqu® := (X, Yp) se confond a

Pour ces deux derniers cas on a que :
F(Xo) := p2 + Xo + O(X7) =0,
G(Xo) == +aXZ =0.

Or, F(Xy) = 0 donneXy = —pus+ O(p3) ; en remplacant ce dernier dafi$X) = 0,
on obtientu; +au3+o(13) = 0. On voit bien queX, est négatif (resp. positif) gi; > 0
(resp.uo < 0), et doncP, se confond ave@; (resp.P).

Dans (3.3), on obtient une valeur propre nulle et une valeaprg non nulle

F2a4/—EL. Dong, le col-nceud syC'n,, ) est attractif alors que le col-nceud $Gtn,, )
est répulsif. O

3.3. Bifurcation de Hopf
Proposition 3.3. Supposong.; > 0.

(1) Pour le systemél.1), nous avons une bifurcation de Hopf d’ordre 1 au voi-
sinage du point singulief0, —p1) sur la demi-droite d’équatiofH,.) : uy, = 0, et
le coefficient de Lyapunov correspondaht,, est strictement positif (resp. négatif) si
e =+1 (resp.e = —1).

(2) Pour le systemé€l1.2), nous avons une bifurcation de Hopf d’ordre 2 au voisi-
nage du point singuliel0, —p1) sur la demi-droite d’équatiotfs) : s = pus = 0, et
le coefficient de Lyapunov correspondahs, est strictement positif (resp. négatif) si
e =+1 (resp.e = —1).
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Démonstration. En effet, comme il a été vu lors de I'analyse du type de chaque
point singulier, la bifurcation de Hopf se produit au voaie du point singulier de
coordonnéeg0, — 1) sur la demi-droiteus = 0 telle quep; > 0. On étudie le cas
e = +1. Alors, en utilisant successivement les trois transfolonatsuivantes :

(H1): Y1 =Y + p, X=X,
(HQ) Yo=Y+ (IX12, Xo=X; et
(H3) : Yy = wY, X =-X, olw?=u,

le systéme (1.2) devient, aprés avoir divisé le systemenalgarw > 0, le systeme de
Liénard suivant :

X =-Y,

o 2 a ~ 3 a 4 ad, 5 a v6
Vo= X =g X2 () X5 (14%2) X oy oy

Nz Ny VY Ny
dont les deux premiers coefficients de Lyapunov sont, paoua-section 6.1 de [7],
déterminés par :

_|_Y<_1+2a +%X2—&X3+LX4),

2
L= — CZ,U/3’
Vv H1
Ly = a(ps + 2aps + Sasp ps — 3#1)_
= 3
24pf

Le résultat de (1.1) suit en posanf = € : L1 ne s’annule pas et a le signe de

Pour (1.2),0n a
L1 =0<+= u3=0.

Donc, pourL; = 0, on a queLy = — O

ﬁ > 0.
3.4. Positions des séparatrices des points singuliers dexte desX pour
les systemes (1.1) et (1.2)

Théoreme 3.4.LorsqueP; ou P, est un point de selle, sa séparatrice a une position
comme sur la figure 3.1 : elle vient de la droite p@yret de la gauche pour,. En
particulier, lorsqueP; et P, sont des points de selle, les 3 positions possibles de leurs
Séparatrices sont présentées a la figure 3.3.

Démonstration. Rappelons qué’; et P sont donnés en (3.1). On a que :

(1) Les séparatrices dé” et P, ne peuvent pas aller a l'infini dans la bande
«X € [ X1, Xo]»

Pour cela, il suffit de montrer gu’entre les droites d'équatk’ = X; et X = X5,
la pente du champ de vecteu%, est bornée. En effet, les familles (1.1) et (1.2) étant
locales, celles-ci sont définies polt| < K, |Y| < K. Pour que les séparatrices
(initialement entre les deux précédentes droites) puissamir du voisinage, il faut
que, pouru; assez petit, la pente du champ de vecteurs dans la bakide X, X5] »
soit forte. SoitY tel que|Y'| = £. Pour que la trajectoire d’un poirftY,Y") avec
Y| = % et X € [X1, Xy] puisse sortir de la bande par le haut, il faut une pente
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moyenne strictement supérieure& dans la région & € [X1, X0, [Y] > & ».

Nous allons montrer que, powr assez petit, la valeur absolue de la pente du champ
de vecteurs est strictement inférieurglg dans cette région.

En effet, soitu; assez petit pour que nous ayons < [ X1, Xs|, |f(X)| < K (ou

Y := Y f(X)) et aussi
. K K
IX| =Y +aX?+ | > 50 pour o <Y <K
Ona

v | _ V] _3lYlIf(X)]
dX £ - K
Alors, \j—}ﬂ < & si i1 est assez petit, et les séparatrices des points singiiens?
ne sortent pas de la régiori| < K entre les droites d’équatioi = X; et X = Xj.

< 3K.

Iy adonc, lorsqué”™ < 0 ouY > 0, deux possibilités pour la demi-séparatrice de
gauche et deux possibilités pour la demi-séparatrice deedrmir la figure 3.1).

Xl X2

Xl X2 ﬁ\ ﬂ
@/ @ X1 X3 X1 Xy

(a) positions possibles (b) positions possibles (c) positions possibles (d) positions possibles
de la demi-séparatricede la demi-séparatricede la demi-séparatricede la demi-séparatrice
de P, lorsqueY < 0 de P, lorsqueY < 0 de P, lorsqueY > 0 de P, lorsqueY > 0

FIGURE 3.1. Positions possibles des demi-séparatrices des gaints
guliers de I'axe desX pour les systemes (1.1) et (1.2).

(2) Si P, et P, sont des points de sellalors les coordonnées du troisieme point
singulier Py := (X, Yy) vérifient

X1 < Xp < Xo,
Yo = —(aX§ + ),
pa + Xo + X2 =0.

Il vient queYy < 0 caraX? + pyp > 0 pour toutX € ]Xi, X[ : on s'intéresse donc,
dans ce cas, aux positions des sépatrices eet P, dans la demi-bande
«X € [X1,X5],Y < 0»:sur les droites d’équatioX = X; et X = Xs, on a,
par le systéme (1.1), quE = Y < 0. Alors, puisqueP; := (X1,0) et P, := (X3, 0)
sont des points de selle, on a nécessairement le compotteegetrajectoires aux voi-
sinages de”, et P, (voir la figure 3.2).

Or, par ce qui précede, les séparatrice®’det P, ne peuvent pas sortir de la bande
|Y| < K entre les droites d’équations = X; et X = X,. Par conséquent, lorsque
P, et P, sont des points de selle, les 3 positions possibles de |éparatrices sont
présentées a la figur@.3. O
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X1 X5
v

FIGURE 3.2. Comportement des trajectoires aux voisinageBdet
P; lorsque ceux-ci sont des points de selle

X, X XX \x %
~o) \_J &
(a) 2repossibilité (b) 2¢mepossibilité (c) 3mepossibilité

FIGURE 3.3. Positions possibles des séparatrice®det P, lorsque
ceux-ci sont des points de selle.

4. Bifurcation de boucle hétéroclinique du systéme (1.1)

Il nous suffit de présenter le cas efl= 1 qui, par la transformation
(X, Y, 1, p2,t) — (=X, Y, 1, —po, —t),

nous permettra d’'obtenir les résultats de celuipe: —1.

4.1. Existence

La seule maniére dont le cycle répulsif précédent peut cifpa avant le col-nceud
(Cnyg,) (voir la figure 2.1) est, par la théorie et la position des s#tpiaes des points
de selle (voir le théoréme 3.4), dans une boucle hétérgakniNous allons montrer
gu’elle est répulsive.

Puisque les points singuliefs(y, 0) et (X5, 0) doivent étre des points de selle et
que—2aX, > 0et2a Xy > 0, il faut que :

(4.1) p1 >0, po+Xo+X2>0 et — (up+ X1+ X)) > 0.

Aussi, en prenant; = 1 et pouru, fixé, le systéme est rotationnel @a. Ainsi, sur
chaque droitg;; = constante, il existe au plus un point de boucle hétéroclinique, car
les séparatrices varient de maniére monotone quaretoit. Or, par les positions de
(H,) et(Cn,,) sur lafigure 2.1, il faut une telle bifurcation pous < 0. Il existe donc
une boucle hétéroclinique dans la région de I'espace desgdres définie par (voir la

figure 2.1)
up >0 et ﬂ—,/—ﬂ<u2<0.
a a

La méthode de Melnikov (rappelée en annexe A) nous pernaittpgproximer le lieu
de cette boucle hétéroclinique.



392 DEPLOIEMENTS DU COL NILPOTENT D'AXE INVARIANT

4.2. Approximation de la surface de boucle hétéroclinique(BH ),
par la méthode de Melnikov
Cette méthode nous permet d’étre plus précis dans la déigion de la position
de la surface de boucle hétéroclinique. On ramene notréragsa un systéme proche
d’'un systéme intégrable par I'éclatement avec poids

(M): X =eX, Y=Y, m=en, p==cmh.
Aprés division pak, le systeme devient :
X =Y +aX° +7y,
(4.2 N I
Y =€ Y + XY +eXY.
Le systéme (4.2)—, est intégrable, d’'intégrale premiere
2¢ —1—2 2a—1_ >

X"+ iy

(4.3) H=(-Y) 2 (? + = 5

et de facteur intégrant
K = (2a —1)(=Y)~a+1),
D’ou, en multipliant le systéme (4.2) péf, on obtient :

~ _ OH

X = o1

— N —92

Y = 2 () (uz +X ) (2a — 1).

Le lieu des paramétres ol on a la boucle hétéroclinique psbemé par (méthode de
Melnikov donnée a I'annexe A) :

1) = [ = (fa+ X°) 20— )(-F) 24X =0,

ouT désigne la boucle non perturbée qui est situédkur 0. Cette courbe est I'union

deY = 0 etde la parabol® = —2¢-1(X)? — 22=17, . Posons
WP —2a
a —k (20— 1= 2a — 1 —
Ik:/ Xk<a PG ﬁ1> dX,
/B 2 2a

ou k € N. Un calcul rapide donne qué7:,, i) = 0 si, et seulement si,
(BHy) : iglo + Iz = 0.

(i) Calcul des Iy,
Proposition 4.1. Pour k pair, on a que

ou
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et

k+1 (&1 — 2a E-lpk=yp
B<%71_2a> ()1 ) (2)15

Démonstration. Le calcul se fait aisément en remarquant que la fonction inté

grante est paire dar{s—\/—%, \/—%] ,enposan = —2 X" et en utilisant le fait
M1
que

1
/ 2P 11— 2)""1dZ == B(p,q)
0

pour tousp, ¢ € R* , avec

I'(p)L'(q) N /OO -X yp-1
B(p,q) = =———= ou I'(p):= et XPTHdX
0= T45g) W=,
sur un ensemble contendRt . O

(i) Ecriture simplifiée de (BH_.)

Théoréme 4.2.La surface de bifurcation de boucle hétéroclinique du systé.1)
est, pour = +1, approximée par

(4.4) (BHy) :a(3 —4a)ps — 1 = 0.

Démonstration. En effet, on a que

E)é V(1 - 2a)

Tiolo + Io = fu(my) [ —
fialo + I f(m)( (¢ —2a)

_B
fis + 22— |

Etant donné que < 0 et quef,(,) > 0, alorsI(fi,,fi;) = 0 si, et seulement si,
a(3 — 4a)fiy — fi; = 0. Le résultat suit puisqueg, = 4 etfi, = 3. O

4.3. Type de la boucle
Commencons par rappeler la notion ci-apres.

Définition 4.3. Le rapport d’hyperbolicitéd’'un point de selle est le rappoﬁi—;,
ou\; < 0 < Ay sont les deux valeurs propres.

Nous avons le résultat suivant.

Théoreme 4.4. La boucle hétéroclinique du systénfé.1) est répulsive pour
e = +1 et attractive pour = —1.

Démonstration. Il suffit, bien s(r, d’étudier le cas= +1. Pour le faire, on utilise
le critére suivant (mais qui sera discuté en détails au &méer5.11) la boucle est
répulsive (resp. attractive) si le produit des rapportsygerbolicité des deux points de
selle est plus petit (resp. grand) que. irar (3.3) et (3.4), les rapports d’hyperbolicité
des points singuliergX,0) et (X5, 0) sont respectivement

_M2+X1+X12 2a.X>

o= , Tg=——————.
! 2a.X ? pa + Xo + X3



394 DEPLOIEMENTS DU COL NILPOTENT D'AXE INVARIANT

Alors

riro — 1=

(X1 - X)(XaXo —p2) (X5 —Xo) (m )
) \a '

Xi(po + Xo+ X2)  Xi(p2 + Xo + X2 o

Or, X1%2 > 0 et, par (4.1), on @y + X» + X3 > 0. Doncryry — 1 a le signe de
(&L — pi5). En particulierr;r, — 1 < 0 dans la régionu, < 0 ol la boucle hétérocli-
nique se produit. En effet, en évalugif: — 1i5) pour ;i = a(3 — 4a)us (obtenu au
(4.4)), on obtient que; > — 1 a le signe d€2 — 4a)uz < 0 (0U iz < 0 par (4.4) et du
fait quea < 0, 1 > 0). D’ou le résultat. O

Ceci nous donne les positions des courbes de bifurcatiomeosur la figure 2.1
ou (Cn.) sera noté pafCn,, ) lorsqueus < 0 (resp.(Cn,, ) lorsqueus > 0).

4.4. Diagramme de bifurcations de (1.1)
Comme on I'a dit au début de cette section, il suffit de pré&sesdlui ole = +1
car celui ote = —1 est obtenu par la transformation

(Xa YaNlaN?at) — (_X7Y7,u17 _,u27_t)'

Ainsi, par les propositions 3.1, 3.2 et 3.3, les théorem2<#4.4, nous avons montré
le théoreme A.

5. Bifurcation de boucle hétéroclinique du systéeme (1.2)

5.1. Existence et lieu de la bifurcation de boucle hétéroclique de co-
dimension supérieure ou égale a 2

Existence

La seule maniére dont les cycles précédents peuvent dispasaant les cols-
nceudgCn;) est dans une boucle hétéroclinique. Or, nous sommes dagida ou les
deux points singuliers sont des points de selle, alorsgpais2a Xy > 0 et2a.X; > 0,
il faut que

po + X1+ p3X? 4+ azXP+ X{ <0 et po+ Xo + u3X3 +azXs + X5 > 0.

Donc, la boucle existe dans la région définie (dans I'espasg@dramétres) par

3 2
(61 —/-P b (-2 - (1)
a a a a
3 2
< 2 < \/—ﬂ-i-,usﬂ*-ds (—ﬂ>2 - <ﬂ>
a a a a

qui est la région ou le poir(tXy, Y;) est de type anti-selle.

Proposition 5.1. La boucle est, sous les conditiofts.1), de codimension supé-
rieure ou égale a 2 c’est-a-dirgro — 1 = 0, lorsque

(5.2) (R) : a®pa — apaps + pi = 0.
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Démonstration. Par (3.3) et (3.4), les rapports d’hyperbolicité des pogitgu-
liers Py := (X1,0) et P, := (X3,0) (ou X; et X, sont définis au (3.4)) sont respecti-
vement

p2 + Xi + ps X7 + a3 X7 + X

L= 2aX1
et
2(ILX2
ro = — — .
2T e+ Xo o+ psX2 + 3 Xp + X2
Alors,

riry 1 = —2[XF (X5 + p3) + o] O
p2 + Xo 4 psX3 + X3
Remarque 5.2.Dans tous les calculs précédents, on voit yee joue aucun role
dans le type des bifurcations. Ainsi avons-nous la conjectuivante.

Conjecture 5.3. La topologie du diagramme de bifurcations(de2) sera la méme
que celle du diagramme de bifurcations d’un systeme de iagor

X =Y +a(w) X%+ u1,
(5.3) .
Y =Y [po+ X +pusX*+ X1, ota(v)<O0.

Nous n’avons pas exploré a fond cette conjecture qui demadesieutils plus so-
phistiqués que ceux dont nous disposons, mais nous noussomgp d’y revenir plus
tard.

Dans cet article, nous nous limiterons a étudier la codiimanst le type de la
boucle hétéroclinique du systéme (5.3). Ici encore, dour us) fixé, le systéme est
rotationnel enus. Il est aussi rotationnel ens pour (i1, u2) fixé. Donc sur chaque
ligne (i1, u3) = constante, on a au plus un point de boucle hétéroclinique et de méme
sur chaque lign€uy, ) = constante. Nous allons trouver ces lignes par la méthode
de Melnikov (voir I'annexe A). Nous savons que la méthode darikov ne nous
permet de couvrir qu’un céne dans I'espace des parametrais. ddmme les lignes
ci-dessus sont dans ce cbne, cela nous garantit qu’il n'ysadj@autre bifurcation de
(BH), al'extérieur de ce cone.

5.2. Approximation de la surface de boucle hétéroclinique(BH ), du
systeme (5.3)
Le résultat que nous obtenons est le théoreme suivant.

Théoréme 5.4.La surface de bifurcation de boucle hétéroclinique du sys(é.3)
est approximée pdBH) : a*(5 — 4a)(3 — 4a)us — a(5 — 4a)pyps + 3pu? = 0.

Démonstration. On ramene notre systéme a un systéme proche d'un systéme in-
tégrable par I'éclatement avec poids
(64) (I):X=eX, Y=Y, m=en, p=ch, ps=cl.
Aprés division pak, on obtient :
X =YV +dX +7,,
(5.5) L . P
Y=XY+Y (m+ﬁ4X +X )
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En procédant comme au (4.2),on a:

(1) poure = 0, le systeme (5.5) est intégrable d’intégrale premiére) (ét3le
méme facteur intégrart’;

(2) en multipliant le systéme (5.5) péf, on obtient, sans changer de notation,
__ __9H
X =%
Y =0 $(7) (ﬂz FEX 4 74) (2a — 1).

Le lieu des paramétres ol on a la boucle hétéroclinique psbemé par (méthode de
Melnikov donnée a I'annexe A)

_ _ _ 2 4 >\ — ~
iz i) = [ (o + B+ X') (20 = )(-F) X =0,
ouT désigne la boucle non perturbée, c’est-a-dire

(BH) : ylo + iglo + I, = 0,

ou I, est déterminé a la proposition 4.1. Un calcul donne

- 1
Rolo + oyl +1s =0 <= Ty + iy (‘%) E 2+

Donc la surface de bifurcation de boucle hétéroclinique ydeme (5.3) est ap-
proximée par
(BH) : a*(5 — 4a)(3 — 4a)puz — a(5 — 4a)py s + 3u3 = 0.

C’est un paraboloide hyperbolique dans I'espace 2, j13)- O

5.3. Determination des bifurcations de codimension 2 sutBH)
() C:=(H)N (BH)
Pour le systeme (5.3), est inclus dans I'ensemble des solutions du systéme sui-
vant :
p2 =0,
a®(5 — 4a)(3 — 4a)ps — a(5 — da)uips + 3u? = 0.

Or, I'ensemble des solutions de ce dernier est

(G2 = 0upr = 0} { (12 = 0. = 2L .

soit la réunion de deux droites passant par I'origine. Oh@dilurep; = pe = 0 qui
correspond a un point triple nilpotent. Doft:= (H) N (BH ) se produit sur la droite
approximée par

31

po =0, MSZ—m‘



R. M. Etoua 397

(i) BH, := (BH) N (R) ou (R) estdonné en (5.2)
Pour le systéeme (5.3 H> est approximé par la solution du systeme

(5.6) a?(5 — 4a)(3 — 4a)pz — a(5 — da)prpz + 3p? = 0,
a*pg — apaps + pi =0,

qui, résolu suivanfus, u3), donne queB Ho se produit sur le lieu approximé par

_ i _ 2 (2a—3)
M2 = —5 ) 3 = .
a?(—4a +5) a(4a —5)

5.4. Type et cyclicité de la boucle hétéroclinique

L'étude qui suit est relativement standard, alors nousnsehoefs sur les détails.
Dans cette sous-section on étudie le type de la boucle leéégoe, a savoir si elle est
attractive ou répulsive. On étudie aussi sa cyclicité tededire le nombre maximum de
sescycles limitegorbites périodiques isolées).

Avant d’énoncer des résultats précis, rappelons tout diatdes théoremes géné-
raux sur la cyclicité d’urgraphique hyperboliquégraphique contenant seulement des
points singuliers hyperboliques) avec une connexion fixaesdine familleC> de
champs de vecteurs sur le plan.

5.4.1. Théorémes généraux sur la cyclicité d’'un graphiqueyperbolique avec
une connexion fixée
Le premier théoreme est en [3, 5] et le second, en [9].

Théoréme 5.5. Dans une famill&®>° de champs de vecteurs sur le plan, un gra-
phique hyperbolique avec une connexion fixée entre deuxgo@selle dont le produit
des rapports d’hyperbolicité est différent de 1 est de citélau plus égale a 1.

Théoréme 5.6. Dans une famill&®>° de champs de vecteurs sur le plan, un gra-
phique hyperbolique avec une connexion fixée entre deuxgo@selle dont le produit
des rapports d’hyperbolicité est égal a 1 est de cycliciié.fin

5.4.2. Application de 5.4.1 au graphique de (5.5) et type da boucle

La stratégie est la suivante. Les cycles limites étant lagpbixes de I'application
de premier retour de Poincaré, on considére des sectiormsinage des points singu-
liers ; ce qui permet de décomposer I'application de prengiur de Poincaré comme
composition de quatre transitions (voir la figure 5.2) :

(1) deux transitions réguliéres le long des connexions lie;se

(2) deux applications de Dulac au voisinage des points die [4€]] (I'application
de Dulacrelative a un point de selle est I'application de passageodedune demi-
section positive transverse a la variété stable a une dectiba positive transverse a la
variété instable). Celles-ci se calculent mieux si on sedaas des coordonnées dans
lesquelles le systéme est sous forme normale.

En pratique les calculs seront plus simples si, au lieu gelieation de premier
retour de Poincaré, on regarde une application déplacefweinties formules (5.13),
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(5.12) et la figure 5.2). Pour simplifier, posons
v = (uz TP i iy — 22— 3) 3)>
(—4a +5) a(4a —5)
(voir (5.6)),X ==, Y := 7y et notons le systéme (5.5) pe. ) :
z= Y+ am? + T 1,
Y=Y+ €Y (m2 +mT> + 7).
Par la sous-section 5.25 ) est proche d’'un systeme mtegral()l% ) dont la droite

d’équationy = 0 et la parabole d’équatiop = (352%)(z* + &) sont invariantes.

lllustrons ce qui précéde par les figures suivantes (5.12¢0b.
(1) la connexionP; P, est fixée ;

7= (352)(@% + £1) poure = 0

FIGURE5.1. Boucle hétéroclinique dans le systefsg- ).

(2) pourk = 1,2, P, = (xx,0) est un point de selle hyperbolique de rapport

d’hyperbolicitéry(v) € R% olizy = —y/—LL etay = /L2,

SupposongsS, .,), défini au voisinage dé, localisé a l'origine. Alors, par la théorie
des formes normales et pol= 1, 3 (voir la figure 5.2).

FIGURE 5.2. Boucle hétéroclinique lors d@H, en coordonnées normalisantes.
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Vs € N, il existe un changement de coordonné&s, Y;) de classe”® sur un voi-
sinage de l'origine dépendant det un changement d'échelles sur le temps ramenant
le systeme a une forme dans laquelle on peut calculer ebgofient I'application de
Dulac. En pratique :

(1) sir(0) estirrationnel, alors

0 0
(5.7) (Seqy) ~ Xl(‘)—Xl — V“k(’Y)Yla—Yl ;

(2) sirk(0) == § est rationnel, alorSN(s) € N tel que
N(s)

(5.8)  (Ser) ~ Xiro + 1 | —re(0) + 3 s () (XY
=0

X, Y’

ou () = rx(0) — () et~ désigne I'équivalence en clas§# suivie d'un chan-
gement d’échelles sur le temps de claée pour~ appartenant & un voisinage de
dansW (s), 'espace des paramétres. (@, 7) et (X;,Y;) désigneront respectivement
des coordonnées ordinaires et des coordonnées normadisant

On verra ci-dessous pourquoi on utilise l'indice 3 au vag®e del,. Posons
v := (e,7). Soient
g1 = {Xl = X(]},
o9 = { X3 = Xo},
= {Y1 = Yo},
T2 = {Yé = %3}7
des sections transversales % ), paralléles aux axes de coordonnée§,Y;) ou
Xo > 0, Yy > 0 sont constants et petits tels que

(5.9) Yor X, W =1, Yex, W =1

(voir figure 5.2). L'orientation des axes de coordonnée€abisie pour que tous les
passages se produisent dans le premier quadrant. PFgs ldealisé a l'origine, le flot
de (S, ) induit (voir la figure 5.2) :

(1) une application de transitiof}, ,,, encore appeléapplication de Dulactelle
que

(5.10) Diy:mmi—01 et Dy, :090 — To;

(2) une application de transition regulief ,, un diffeomorphisme, telle que

(5.11) Rl,l/ 101 —> 09 €t Rg,y 1T —> Tq.
Posons
(5.12) Ag:=Dy,0Ry, et A;:=[Di,oRy,] "

Et I'application déplacement est
(513) A= Ag - Al.



400 DEPLOIEMENTS DU COL NILPOTENT D'AXE INVARIANT

Ses zéros correspondent aux cycles limites. Nous bornégansiombre a 'aide du
théoréme de Rolle et, plus généralement, d’'un algorithmaédeation-division. Pour
étudier la forme de\, il nous faut introduire quelques notions techniques ;r(jad)).

Définition 5.7. Soientv := (¢,7) ety(xz,v) € C*°. On dit quey est du typel)
Si

n

., 0™ B
ili)I?(l)fL’ %(ac,u)—O Vn €N,

uniformément pour tout dans un voisinage de I'origine.
Or, par [10], au voisinage d& = 0, on a
Dy (X) = X Oe(v) + ¢ (X, v)],
ou

(W) =YX, >0 si k=1,
(5.14)
c(v) =YX, " >0 si k=2,

(X, v) € O pour(X,v) € (0,Xp] x W, ouW est un voisinage de = 0, v, est
une fonction du typ€r) et

(5.15) =0 si r(0) e R\ Q.
Ici ¢(v) = 1 par (5.14) et (5.9). Voir [10] pour la proposition suivante.

Proposition 5.8. SoitZ ( resp.D) I'ensemble des fonctions du tyfgé) ( resp.
I'ensemble des applications de DulBg; , ). Alors nous avons :

(1) Z est une algébre ;
(2) sif eTetgeD,alorsfogel;
(3) DcCI.

(1) Par les conditions (5.14) et (5.9), et les formes normger) et (5.8), on a que
(5.16) D (X) = X" [1 4 (X, V)]

ouvy, € T et vérifie (5.15). Pouk = 1,2, Dy, ,, définie en (5.10), est de classe®
dans un voisinage de

(2) Ry, défini en (5.11), est un diffomorphisme de claS$edans un voisinage
de0 et est de la forme

Ry, 101 — 02
(5.17) Vi — Y3 = Ry, (Y1) = a1V1 + aoY? + O([Y1]%),

OU a; := a1(v) est une fonctiorC*° et le fait queR; ,(0) = 0 est di au fait que la
connexionP,; P, est fixée.

(3) Ry, defini en (5.11), est un difffomorphisme de claS$edans un voisinage
de0 et est de la forme

Rz_j T — T
(5.18) Xy — X3:= Ry, (X1) = b + b1 X1 + b X7 + O(1 X1 ),
oub; := by (r) > 0 est une fonctiorC">°.
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Pour alléger la notation dans la suite, hous poserons

(5.19) Yii=wz, r(v):=rg, Dyy:=Dy et Ry,:=Ry

On a, par (5.12), (5.17), (5.16) et (5.19), que
No(x) = (a1 + azz® + O(|z*))"™ (1 + 92 0 Ri(2)) = ap?a"™ (1 + ¢u(2)),
ouyy € Z.
De méme,
Ai(z) = Ry' o Dy (),
ou Dl‘1 est I'application de Dulac du champ(S. ) avec, par [10],
1 J—
Dit(w) = a7 (14 4y(x)),
poury; € T. Ainsi,
1 — 2 —
Al(fL') =bg+ b1z (1 + T/)l(l’)) + byt (1 + T/)l(ZL'))2 + ...
1
=bo + bz (14 ¢s(z)),
avecys € Z. Conséquemment, I'application déplacemana la forme
1
A(z) = a?z™ (1 + a(z)) — b — bz (14 ¢s(x)),

avecyy, 5 € Z. Or, on a la proposition suivante (voir [10]).

Proposition 5.9. Soit f(z) := 2°(1 + (x)), avecf € R* ety € Z. Alors
f(x) = BP~1(1 + ¢ (x)) avecy € T.

On utilisera le critére suivant.

Proposition 5.10. Soitd > 0. SiA'(z) < 0 sur]0, [ (resp.A’(x) > 0 sur]0,]),
alors la boucle hétéroclinique est attractive (resp. lakolétéroclinique est répulsive).

2

2
P \ P
P /
\ g1
(a) Boucle hétéroclinique attractive (b) Boucle hétéroclinique répulsive

FIGURE 5.3.

Démonstration. La boucle se produit lorsqu&(0) = 0. Par le théoréme des ac-
croissements finis, sh'(z) < 0 (resp.A'(z) > 0) sur]0,4[, alorsA(z) < 0 (resp.
A(x) > 0) sur]0,4[; d'ou le résultat. O
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Par la proposition 5.9, on a
/ o bl 1 - ro _ro—1 -
A (z) = _Ewrl [1 + 1/)5(:U)] + roay’x [1 + ¢4(x)] ,
avecyy, s € I.

Cette derniére expression nous permet de prouver I'énarnieéns (connu dans la
littérature quoique I'énoncé ne soit pas sous cette forme) g, := r () ol p estun
parameétre réel.

Théoréme 5.11.Soitr ro # 1.

(1) Alors la boucle hétéroclinique est répulsive-gi, < 1, attractive siiry > 1.

(2) De plus, la cyclicité du graphique précédent (avec une coondixée) est au
plus égale a 1.

Ce théoréme est connu depuis Cherkas [3]; voir aussi [5] eNfus rappelons sa
preuve car elle est courte et illustre bien la méthode.

Démonstration.
(1) Prenons le casro < 1. Pourriry < 1 (i.e., % —1r9 >0),0na
—T
!

_ b 2 1, _
A (@) = raafa ™ 14 Py(e) = ST (14 ()

= roat?x" 1 + (2],
oug € Z, dont le signe est, pour, 1) € (0,0] x W, celui de
(5.20) 212N (2) = ol [1 4 g (2)] ~ a2 > 0;
d’ou le résultat. Le cag;r; > 1 est similaire.

(2) Par (5.20)A" ne s’annule pas sur un intervalle, 6] si r17, # 1 pour toute
valeur des paramétres dans un voisinage de l'origine. Afansle théoreme de Rolle,
A a au plus un zéro sur cet intervallersiry, # 1. Donc la cyclicité du graphique
précédent est au plus égale a unsi # 1. O

Définition 5.12. [10] Le compensateur d’Ecalle-Roussade systeme S, ) est
défini par

% Si a # 0,
(5.21) w(z,a) =
Inz sia=0.
Alors,
(5.22) g—:(x,a) =271 2% =1+ aw(z, ).

La proposition suivante [10] est un argument pertinent ptraiter le cas
«Trirg = 1».
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Proposition 5.13. Soitw défini au(5.21). Sit € 7 est de la forme patrticuliere

N
Ya)= Y cpa’wh (@, a),

1<k<i
avecc;, € R etr un nombre réel strictement positif, alors
. _ /
lim z'~%w(z, )y () =0
z—0
uniformément poue: dans un voisinage de

Théoréme 5.14.Sir;r, = 1, alors nous avons :

(1) la boucle hétéroclinique est attractive pagt — by < 0 et répulsive pour
T2 .

(2) la cyclicité du graphique précédent est au plus égale a querg* — by # 0.

Démonstration. En effet, supposons quer, = 1. Pour tout parametrg, posons
1

- 7“1(7)'

Par souci d'alléger la notation, nous poseraits) := «. Remarquons alors que

a(y) = r2(y)

1 1
P

2 =gnz® =z (l+ aw(z,a)),

xT

par (5.22). Il vient que
A(x) = ala™ (1+aw(z,a)) (L+ () = [bo + bra’s (1+65(x)|
= — [bo+ bua™ (1 + 9s(2)] + s (1+ (@)
+aw(z, )2z (14 va(e))
= by + aw(e, a)al?e (1 + da(z))
[0l — by 4 aPa(z) — bis(z)].
Sia}* — by # 0, posons

— . a*Yu(x) —biys(a)
1/}6('%) T a?{z _ bl

Alors ¢ € Z. Ainsi, on a

N N —
A(x) = —bo + aw(z, a)aPa™ (1 +4(x)) + 271 [(a)? — br)(1 4 vg(2))] -
(1) La boucle hétéroclinique est attactive ou répulsive
Lorsque la boucle hétéroclinique se produit, dip & 0 ety = 0 (alorsa = 0) ; ainsi
1, —
Afz) =271 [(ag® = b1)(1 + ¥g(@))] ,

dont le signe est le méme que celui @@ — b;. Donc, la boucle hétéroclinique est
attractive siaj?> — b; < 0 (resp. répulsive siy? — by > 0).
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(2) Cyclicité
Posons )
Az) == w(x,a)x™ (14 Py(x))
et )
B(z) ==z (1 +¢g(x)) .
Ainsi, par la proposition 5.9, avons-nous

.
&
I

T (1 ) ) (1 ()

— gt [r12%(1 + ¢u(z)) + w(z, )(1 +E8(1‘))]

_1W($, @) [1 + s (@) + (1 + Ya(z)) <H°‘;Z+(j)’m>]

1
=——an lw(w, a) [1 + ra+g(z) + —Tl(w?;p;;:n))} ;
avecyyg, 19 € T. Et, aussi,

B(2) = a7 (14 s(a))
1

avecys € Z. Il vient donc que
/ 1 1
Al(w) = e = b)an T (14 s(a))

1 1 1
+ —aaj’zn lw(waa) 1+r1a+¢9(£)+M+—M
1 w(z, @)

1 1 1
= (@ —b)a™ T (14 (@) + a—ata T w(,a) [L4+ ()]
1
ouy € T. Les zéros de\' (z) sont, pour(z, y) € (0,0] x W, aussi ceux de

ra' T w(z,e)(1+9(@)] " A (2)
a’f — bl
1 +¢s() N aal®
Wz, )1 +y(x)) " ap b

Ag(l‘) =

[z, )Py (@)(1 + (@) — (1+ (@) [227 (1 + (@) + w(z, )¢ (@)
iz, a)(1+ (@) '
Le signe deA;(z) est, pour(z, \) € (0,0] x W, celui de
Ay(x) = o0 (e, )(1 + (@) Ay(x)
= o'z, 0)dg(@) (1 + () — (1+ gs(2)) (1 + ()
+ 2w (z, ) ().
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Or, par la proposition 5.13jm,_,o z' ~%w(z, a)@é(az) = 0 uniformément et, puisque

(1 (@)

w(z,a)

i

' w(z, @)y (z) = ' w(z, a)ig (@) + riz' ()

alorslim, o z'~“w(z, a)y’ (z) = 0 uniformément ; aussi, avons-nous quiér) et
g (x) sont petits uniformément sur un voisinage(dey) = (0,0) :

avecy(x) petit uniformément sur un voisinage @e v) = (0,0). Alors, A4 est négatif
pour (x,7) € (0,0] x W.

Donc, par le théoréme de Roll4, a au plus deux zéros &{* — b; # 0. Comme
les cycles limites correspondent aux zéros de I'applioatiéplacement ; conséquem-
ment, la cyclicité du graphique considéré est au plus égaleuX siriro = 1 et
ai> —by #0. O

Le probléme est d’étudier le signe dg — b; puisquea; etb; sont les dérivées des
fonctions en coordonnées normalisantes. Avant de le famelons brievement une
formule de dérivée d’'une application de transition régeli&/oir [1].

Théoréme 5.15.S0itX = P(z,y)2 + Q(z, y)a% un champ de vecteurs et

T ={(z,y) = (f1(s),91(5))}, B = {(z,9) = (f2(58), 92(5))}
deux arcs sans contact. S8its) I'application de transition allant d&, aX,. Alors
;o A(s) e
R (s) = mexp (/0 dle(y(t))dt> ,

ouT(s) estle temps d’aller def(s), g1(s)) a(f2(R(s)), g2(R(s))) le long de l'orbite
~(t) commencgant &f1(s), g1(s)) pourt = 0 et

e (PRS0 £
A) dt(@(fxs),gl(s)) gl<s>>’
3) = de P(f2(§)>g2(§)) f,(g)
A(8) = det <Q<f2<§>,gz<§>> g§<§>> '

La formule précédente est d’une grande utilité dans I'diiardu résultat suivant
(que nous donnons avec des idées de preuve).

Théoréme 5.16.Sous la condition (v)ra(v) = 1, odv = (e,7), pourXy, Yo,
Yps > 0 fixés tels que

Yo X "¢ =1, vosX, "V =1,
soient
o1 :={X1 =Xo}, o2 ={Xs=Xo}, m={Y1=Yn}, m:={Y¥s=Yp}

des sections transversale$% ), paralléles aux axes de coordonnées normalisantes.
De méme, pou proche dex, a gauchey := —5 > 0 ety > 0 petits, soient

g1 ={T=-0}, o:={T=0}, Ti:={y=uw}, T2:={y=uwo}
des sections transversale§sa ), paralleles aux axes de coordonnées ordinaires.
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SoientR, : 01 — o9 €t Ry : 71 — T des applications de transition régu-
liéres, en coordonnées normalisantes, définiepar) et (5.18) De méme, soient
Ry : 71 — 09 €t Ry : T9 —— 71 des applications de transition réguliéres en
coordonnées ordinaires. Posans := R;(0), by = (R;")(0), @ := E;(O) et
by = (R, ") (0). Alors, ay? — by etay? — by ont le méme signe.

Idées de la preuve
Soient

(1) o1 := «o; dans les coordonné€s, y) », c’est-a-dire paramétrée par la coor-
donnéey ;

(2) o2 := «73 dans les coordonnéés, y) », c’est-a-dire paramétrée par la coor-
donnéey ;

(3) 71 := « a1 dans les coordonnéds\y,Y;) », c'est-a-dire paramétrée par la
coordonnéd? ;

(4) T2 := « 07y dans les coordonnéds\s, Y3) », c'est-a-dire paramétrée par la
coordonnéds ;

(5) 71 := «7T; dans les coordonnéds{y,Y;) », c'est-a-dire paramétrée par la
coordonnéex; ;

(6) T2 := «T9 dans les coordonnéds(s, Y3) », c'est-a-dire paramétrée par la
coordonnéeXs.

Considérons :
(1) S, I'application deo; versa; dans les coordonnééx;,Y7);
(2) T, le changement de coordonnéeldeversy danss ;
(3) R, 'application de transition dé, versd, dans les coordonnéés, y) ;
(4) T3 le changement de coordonnéeydeersYs dansos ;
(5) S I'application dea, verscos dans les coordonnééXs, Y3) ;
(6) V4 l'application der; versT; dans les coordonnéé«(|, Y7);
(7) Uy le changement de coordonnéeXxieversz dans7y ;
(8) R, ' l'application de transition d&; vers7, dans les coordonnégs, y) ;
(9) Us le changement de coordonnéeadeers X3 dansts ;
(10) V4 l'application deTs verst; dans les coordonnééx(s, Y3).
Il est pertinent de noter que

€r = U1(X1) =cy+ Xy + O(|X1|2)
et
X3 = Ug(x) =do+dixz + O(]w\2),

oluc; > 0etd; > 0: en référence aux figures 5.2 et 5.1, les calculs montrent que
=1+ (1_5’% +O0(e?) eterdy = 14+ O(€).
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Puisquea; etb; dépendent continlment des parametres (voir (5.17) et){5d8
peut donc les calculer poyr= 0 de sorte que I'on ait; = % Sachant que

Ri=Sy0Th0R 0T10S; et R2_1 :V20U20R2_10U10‘/1,
alors
Ry(0) = S5(0)T5(0) B, (0)T1(0)51(0)
et
(Ry')'(0) = V3 (0)U3(0)(Ry ) (0)U1(0)V; (0),

/

ou, par ce qui précéde, orfa(0) = 1, 7,(0) = 1, U;(0) = ¢; > 0 etUy(0) = dy > 0,
et par [1], (5.7) et du fait que;r, = 1, on a que

et

En posanti; := R;(0) eth; := (R;"')'(0), alors, via le fait qué’; Yy;' = 1,0n a
a? — b = (a? = b1) (1+ O(e)). Donc

(5.23) at?> — by et a? —b

ont le méme signe. Pour revenir aux coordonn@eg), soient :7; le changement
de coordonnées de versT dans7; ; T le changement de coordonnéesadeersT
dans7, ; S; le changement de coordonnéesydeersy dansm Sy le changement de

coordonnées dg versy dansas. Or, Ry = Sy 0Ry 084, R2 =Tho R2 o Ty, ol

T,(0) = T,(0) = 1 etS,(0) = S;(0) = —1. Alors

(5.24) a1 =a; et by =b.

Conséquemment, par (5.23) et (5.24), on adfde- b, eta}> — b; ont le méme signe.
Le résultat précédent est un argument pertinent de la pwtteéoréme suivant.

Théoreme 5.17.Lors deB H», définie pour le system.3), la cyclicité du gra-
phique est au plus égale a deux et la boucle hétéroclinidadteactive.

Démonstration.

(1) Cyclicité -
En effet, par les théorémes 5.14 et 5.16, il suffit d’étuddesigne dez}? — b;. Il s’agit
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donc de faire les calculs dans le syste(se, ), globalement équivalent a (5.3) par
(5.4), sous les deux égalités suivantes caractérisantpprexamation deB H,

12
H2 = a?(— 4a+5 ’

_ 2m(2a=3) .
H3 = Zé4aa 5)

fla)pd
g( )#17

(5.25)

aveciu; > 0, a <0, f(a) == m > 0 etg(a) := EEZZ:Q < 0. Comme

a2 — by est continue, si nous montrons g — b; est non nulle d’un signe donné
sous la condition (5.25) qui implique en particulier que= 0 (ou b, est le terme
constant dd_%z_l(f)), il gardera le méme signe au voisinage de (5.25).

ora = Ry(7 =0) eth, = (R, ") (z = 0) ol

-1 o

Puisque le signe de}> — b, est indépendant dé et devyy, il suffit donc de calcu-

ler Ell(y = 0) lorsqued — (V-%) et de calculer(®, ') (z = 0) lorsque
yo — 07, de sorte que

€[0,7(0)] < = € [-0,0].

Sachant que
div((Sen)) = (2a + 1)T + e (fiy + 7> + T
et que les fonctions
’ € (fiy + 7147 +T)

T— ———— et T —>
az? + 1, b az? + Iy

sont respectivement impaire et paire d&n$, 6], alors, par la forme d&;, 7 et le
théoréme 5.15, le long de la parabdle: j = (1522) (2L +7%), on a

T(0)
by = exp (/0 div((SEﬁ))dt>

le(( div((Seq)) ,
=ex lim
Y €—>\/7 </ 52) )

0— . — =2, —4
(5.26) —exp | =4 lim ( / “2+_“4—$+$df>
o bz

G—M/—%
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De méme, par la forme de;, 7 et le théoreme 5.15, le long de la draite= 0, on a
que

0 = | 3(— L — =2 =4
a; = exp <hm/ TH e (Fy + 7T +w)df>
-6

—0 am? + iy
93 O LT 4T
(5.27) = exp lim ‘ / fio  aT” + T dzx ,
9—)1/—@ a 0 _ﬂ_fz
ou
90— | = =2 =4
/ oo+ AT
o -B_gz2

) \/7 2 2 \/7 ) Fa _§+ a
Mais, par(73) et (5.25), on a successivement :
Ry F
2\/7 2
—a B

— ——6_3 _ _ 2 _ _
) a 10 + 28a — 16a” + (—4a + 5)(—4a + 2) 0
2a? (—4a + 5)(—4a + 2) N

et

0 = 72 4 =74 63 m
lim / Po A g+ N (—m L ﬂ)
G—M/—ﬁ—l 0 _% _EZ G—M/—ﬂ 3 a

3
o M1 2—4&
(5:28) - (V) s

Ainsi, par (5.27), (5.26) et (5.28), avons-nous

e (2B [5))
-on (1) )
aol = _% (\/_7%>3 [%} ’

Posons
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Alors

—Tr9

> — by = (exp(ao1))™ — exp(bo1)
= exp(raao01) — exp(bo1)
= exp(bo1)[exp(r2a01 — bor) — 1].
Or, par ce qui précéde, on a que

raagr — by = 2(2 — ’;—2) <\/—7%>3 [%} <0.

Donc
exp(rgam — b()l) <1
et, alors
exp(bm)[exp(rgam — bOl) — 1] < 0.
Conséguemment

—1r9 7

a;” — by <0,
ce qui montre, par les théoremes 5.14 et 5.16, que, loB e défini pour le systéeme
(5.3), la cyclicité du graphique est au plus égale a deux.

(2) La boucle hétéroclinique est attractive
En effet, la boucle hétérocliniqgue du systeme (5.3) se prquawr la valeur0 du pa-
ramétrey (donc sous les égalités (5.25)) et poyr= 0. Ainsi, par la premiére partie
de la preuve de ce théoréme, avons-nousajtie- b < 0. Les théorémes 5.14 et 5.16
permettent de conclure. O

5.5. Diagramme de bifurcations de (1.2)

Les calculs ont mis en évidence que, s@uf,,,) et(Cn,,) (surfaces de bifurcation
de cols-nceuds internes), les surfaces de bifurcation @8gdbt une structure conique,
c’est-a-dire que, difi;, iy, f14) €St sur une surface de bifurcation, alors tous les points
(€211, €* Ty, €271,4) SONt sur la méme surface de bifurcation. Pour mieux viseraiites
les surfaces de bifurcation, on choisit de dessiner la tdackeur intersection avec la
sphere

Sy = {(11, p2, ps) € R® telque pf + p5 + 3 =1},

oun > 0 est suffisamment petit. La représentation de la trace duatiage de bifur-
cations se fait en enlevant un point de la sphére dans larégip; < 0.

Ainsi, par les résultats pertinents (des sections préd¢éslenelatifs a la famille
(1.2), on a le théoréme suivant.

Théoreme 5.18.Le diagramme de bifurcations {&.3) apparait a la figure 2.2.

On peut donc faire la conjecture générale suivante.

Conjecture 5.19. Le diagramme de bifurcations de la fami(le2) a une structure
de céne (sauf pour les surfaces de bifurcation de cols-naéatetses), si bien qu’'on
peut, comme celui du systén(®.3), se contenter de décrire son intersection avec une
sphere. Topologiquement, il a la méme structure que celiai 2enille (5.3) et est donc
décrit par la figure 2.2.

Le théoréme 5.18 et la conjecture 5.19 nous permettentatiotie théoréme B.
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Annexe A. Méthode de Melnikov

Cette méthode [8, 4] est utilisée pour approximer le lieumrameétres pour les-
quels une perturbation d’'un systéeme Hamiltonien a une kdugléroclinique (ou ho-
moclinique) : pour chaque boucle fermée du systeme Haneiota méthode donne
approximativement le lieu des parameétres pour lesquets loeticle fermée est préser-
vée dans le systéme perturbé.

Considérons un systéme de la forme :
&=+ ef(n,y),

g =% +eg(a,y),
et les orbites fermées du systéme Hamiltonien corresporitignes de niveaux fer-
mées defl), v, : H = h. Nous voulons savoir quelles orbites fermégsdu systéme
non perturbé se déforment dans des orbites fermfge&prés la perturbation. Poadr
petit, considérons I'application de premier retour de Paia P, sur une section, trans-
versale aux lignes de niveau ferméesHidincluant possiblement les boucles hétéro-
cliniques ou homocliniques), et paramétrée par la valede H. Les orbites fermées
étant les points fixes de I'application de premier retByron a

N =Py~ b= [ = [ frae= [ <6_H¢+8_H.>dt
T Y v, Ox oy

", ox oy

En utilisant la formule asymptotique

OH OH
€ - + 9 ) dt =e
L;L (f oz Y dy )

—€

OH OH
) (f% + ga—y> dt + 0(6)

(gdx — fdy) + o(e),

h

S— >

il vient que

=
—~
>
~
I

eM(h) 4 o(e),
avec

M(h) ::/ (gdz — fdy).
Yh

En général, les résultats sur les zéros\dg:) ne peuvent pas étre transférés aux

résultats sur les zéros dg}) dans le cas d’'une boucle hétéroclinique [4]. Cependant,
pour de petites codimensions, comme c’est le cas dans cesprédnae transfert de ré-
sultats fonctionne bien [4]. Donc, pour de petites codinmnss les zéros de la fonction

N (h) sont bien approximés par les zéros délaction de Melniko/ (k).
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