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APPROXIMATION DIOPHANTIENNE ET
APPROXIMANTS DE HERMITE-PADE DE TYPE I
DE FONCTIONS EXPONENTIELLES

SaMY KHEMIRA ET PAUL VOUTIER

Dédié a Paulo Ribenboim a l’occasion de son 80¢ anniversaire.

RESUME. En utilisant des approximants de Hermite-Padé de fonctions exponen-
tielles, ainsi que des déterminants d’interpolation de Laurent, nous minorons la dis-
tance entre un nombre algébrique et 1I’exponentielle d’un nombre algébrique non nul.

ABSTRACT. We use Hermite-Padé approximants of exponential functions along
with Laurent’s interpolation determinants to obtain lower bounds for the distance be-
tween an algebraic number and the exponential of another non-zero algebraic number.

1. Introduction

L’étude de la nature arithmétique de valeurs particulieres de la fonction expo-
nentielle a longtemps été I'un des themes principaux de la théorie des nombres. Par
exemple, en 1873, Hermite [7] a prouvé que e est transcendant. Peu apres, Lindemann
a démontré que e” est transcendant si /3 est un nombre algébrique différent de zéro. De
cette facon, il a été capable de montrer que 7 est transcendant, puisque '™ = —1, et
ainsi de résoudre I’ancien probléme grec de la quadrature du cercle.

Quand on sait qu’un nombre est transcendant, il est pertinent de se poser la ques-
tion de son approximation par des nombres algébriques. De tels énoncés quantitatifs
sont connus sous le nom de « mesures de transcendance ». Les plus anciens résultats
dans cette direction remontent a 1899 quand Borel [2] a obtenu la premi¢re mesure de
transcendance de e. Nous renvoyons le lecteur a [5, Chap. 2] pour plus d’informations
sur I’histoire de ce sujet, qui est le theme de cet article.

1.1. Enoncés
Soit e un nombre algébrique de degré d sur QQ, de sorte que le polyndme minimal
sur Z s’écrit aH?Zl(X — o), les racines o?) étant des nombres complexes. Nous

désignons par
d
1
h(a) = y (log la| + X;IOgmaX (1, ))

Recu le 1¢r novembre 2009 et, sous forme définitive, le 20 décembre 2009.

o
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la hauteur logarithmique absolue de Weil du nombre algébrique .

Pour m et n des entiers naturels, nous posons

m!
Dm,n =

11 évq<m!> ’

qsn
q premier

ol vg(m!) est ’exposant du premier ¢ qui apparait dans I’écriture de m! en produits
de premiers, et nous définissons d,, comme le plus petit commun multiple de 1,...,n
avec dg = 1.

Nous allons démontrer les résultats énoncés ci-dessous.
Théoreéme 1.1. Soient « et 5 deux nombres algébriques avec 3 # (0. Posons
D = [Q(e, ) : Q)/[R(a, B) : R].
Soient A > 1 et B > 1 deux nombres réels tels que
Dh(a) —log(max(1, |a])) <log A et Dh(B)—log(max(1,|5])) < loghB.
Soient K et L des entiers strictement positifs avec L > 2, et E > 1 un nombre réel tel
que I’inégalité suivante soit vérifiée :

KLlog E > DKLlog2+ D(K — 1) log (e\/sLdL,1> + Dlog (Dx—1.,-1)

M + Dlog ((4e)L—1 min (df:;, (L— 2)!)) +log((K — 1))
+ (K —1)log(B/2) + (L — 1)log(A/2) + LE|B| + Llog E.
Enfin, soit € = |exp(f3) — «|. Alors
€> EKL,

Remarque 1.2. L’inégalité L > 2 n’est pas une limitation, le cas L = 1 étant sans
intérét puisque les fonctions auxiliaires sont des polyndmes.

Remarque 1.3. Sous les hypothéses du théoréme 1.1, le théoréme de Hermite-
Lindemann [5, Theorem 2.2] et [18, Theorem 1.2] s’énonce ¢ > 0.

Remarque 1.4. De (1), nous déduisons que K Llog E > DK Llog2et E > 2P.
A partir de cette méme inégalité, nous obtenons également K Llog E > LE|j|;eten
combinant cela avec I’inégalité précédente pour F, nous avons alors
KLlog E > L2Pp].

Donc K L log E croit exponentiellement en D. Par la suite, le théoreme 1.1 est le mieux
adapté pour les petites valeurs de D.

Un cas particulier du théoréme 1.1 concerne I’approximation par des entiers al-
gébriques de I’exponentielle d’un entier algébrique. Quand on se restreint aux corps
imaginaires quadratiques, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 1.5. Quand « et 8 sont deux entiers algébriques d’un méme corps ima-
ginaire quadratique avec | 3| suffisamment grand, on a

‘65 _ a‘ > ‘/8|—276.55...|,8\.
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Historiquement, la premicre estimation en lien avec ce corollaire 1.5 est due a Mah-
ler (voir [12] et [5, page 105]) avec une constante égale a 33 pour «, 5 € Z. Elle fut
améliorée et la constante fut abaissée a 21 (par Mignotte [13]) et & 19.187 (meilleure
estimation connue a ce jour, par Wielonsky [19]), encore dans le cas ou «, 8 € Z.

De telles minorations ont des applications en informatique théorique : dans [14],
J.-M. Muller et A. Tisserand ont en effet utilisé les résultats de [15]. Nous projetons,
dans un futur article, de déduire du théoréeme 1.1 des améliorations des théorémes 1-5
de [15] pour D = 1.

1.2. Introduction d’un déterminant et plan de la démonstration du
théoreme 1.1
Voici le schéma de la démonstration du théoréeme 1.1. Pour k& et ¢ deux entiers
naturels, considérons les fonctions

Pr(z) = 2Rt

Pour K et L des entiers strictement positifs, posons S = KL et considérons la
matrice M(x,y) € Mg g(Q[z, y]) définie par

M(@,y) = < ﬁ?(x,y) >

Mo = ((;Z)S (Pre(2)) (0)> 0<s<5—2 ’

0<k<K—1, 0<¢<L—1

avece

ou s désigne I’indice de ligne et ot les couples (k, ¢) paramétrisent les colonnes, et

My (z,y) = (5“ (szye> (may))ogkgk—l

0<l<L—-1

min(p,k) " k!
=4 C pkdgn—i
X (et 7
j=0 j (k j) OSkSKfl
0</<L-1
oul ;1 désigne un entier naturel qui sera choisi plus tard, 0° = 1, et § est 1’opérateur de
dérivation défini par :
Remarque 1.6. On a

(ch“)s(@k’e(z))(o): ?Z)WS’“ :ni: S’

Définition 1.7. Nous posons tout d’abord F'(z,y) = dét M(z,y), et ensuite
D =F(f,a) = dét (M (3, a)).

La remarque 1.6 et la définition de M;(x,y) permettent de déduire que
F(z,y) € Zz,y).
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Définition 1.8. Pour 0 < £ < K — 1,0 < ¢ < L — 1, définissons les nombres
complexes wy, ¢ par

( .

Wke = T35 )
lef —a i) (k—j)!

j=0
Remarque 1.9. Notons que I’on a

o (XY (8,0) = D)(B) + ewy

y

et

Mo

D =dét ((I)l(glfé) (/8) + ewk’Z)OSkSK—l

0<(<L—1
Remarque 1.10. D’autres choix sont possibles pour M(z,y). Par exemple, on
pourrait utiliser une matrice M (z,y) comportant 7" lignes indexées par plusieurs dé-
rivations p1, . . ., i, ou méme considérer plusieurs points multiples entiers de 5. Mais
les travaux du premier auteur, dans la section 3.5 de sa these [9], ainsi que des travaux
informatiques effectués par le second auteur, suggerent (mais ne prouvent pas !) que le

choix T = 1 développé dans cet article pourrait étre le meilleur.

La méthode habituelle en théorie des nombres transcendants (quand on utilise les
déterminants d’interpolation de Laurent) consiste a montrer que D n’est pas nul (lemme
de z€ros), a le majorer par un argument analytique (lemme de Schwarz), a le minorer
par un argument arithmétique (inégalité de Liouville) et a comparer les deux estima-
tions pour obtenir la conclusion. Nous suivrons cette démarche, mais le nombre qui
interviendra n’est pas D lui-méme, c’est un nombre qui lui est étroitement lié (il s’ agit
de G o donné par la formule (17)). Le lemme de zéros est la proposition 2.1, la minora-
tion arithmétique est la proposition 3.5 et la majoration analytique est la proposition 3.7
ci-dessous.

Un point important de cette étude se trouve dans le lemme de zéros énoncé dans
cet article, qui est un raffinement de celui utilisé dans [15].

2. Lemmes auxiliaires

2.1. Un nouveau lemme de zéros

Nous allons énoncer et démontrer un lemme de zéros qui précise celui de Yu.V.
Nesterenko et M. Waldschmidt dans [15].

Soient K un corps de caractéristique nulle et § 1’opérateur défini en (2) sur ’espace
K[X, Y] des polyndmes en deux variables.

Proposition 2.1. Soient M un entier positif et Dy, D1, S1,...,Sy des entiers
naturels vérifiant
3) Si+--+Sy>(Do+ M)(Dy+1)— M.
Soient (¢1,m), - - -, (Car,mar) des couples de K x K* ot (3, ..., (pr sont deux a deux

distincts. Alors il n’existe pas de polynéme non nul P € K[X,Y], de degré inférieur
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&9

ou égal a Dy en X et de degré inférieur ou égal a D1 en Y, qui satisfasse

4) 87 P(Crsmi) =0
pour tout couple o, k Vérifiant )0 < o < Sy et1 < kK < M.

Démonstration. Supposons qu’il existe un polyndme non nul P de degré inférieur
ou égal a Dy en X et de degré inférieur ou égal a D; en Y, qui satisfasse les égalités

(4). Nous allons montrer que la condition (3) n’est pas satisfaite.

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que Y ne divise pas le polynome
P (puisque 7, # 0), et que P a un degré supérieur ou égal a 1 par rapport a la variable
Y (le cas ou P est de degré O en la variable Y est celui, trivial, d’un polyndme en une
variable). Définissons les entiers n, ko, . . ., kn, Mo, . . ., My, les polynémes Q; € K[X]

(0 <@ < n)etles éléments by, . . ., b, de K* par les conditions suivantes :
ko=0<ki <--- <k, <Dy,

P(X,Y) = YLy Qi(X)Y™,

Qi(X) = b;X™ + termes d’ordre inférieur € K[X], (i =0,...,n).

Pour 0 < o < n, nous définissons les polynémes Q),; € K[X] par
n
(5) FP(X,Y) =) Qu(X)Y",
i=0
de sorte que

)

Qsi(X) = <j> Q(o_j)(X)kg = b;k{ X 4 termes d’ordre inférieur.

j=0
On pose
A(X) = dét (QUi(X))Ogi,JSn
= dét (b;k{ X™ + termes d’ordre inférieur)ogwgn

= by by BX™0F M 4 termes d’ordre inférieur,

ou B est le déterminant de Vandermonde construit a partir des nombres ko, . . .

donc B # 0. De (5) nous déduisons, au moyen des formules de Cramer,

n
A(X) =) A(X,Y)§°P(X,Y) avec A (X,Y)eK[X,Y].
=0
Par conséquent, pour 1 < j < M et 0 < 7 < max {0, S; — n}, on peut écrire

n+rt
Al (CJ) = Z CT,jp(SUP(Cja 77j) =0

o=0

avec ¢ 0 € K Etant donné que les nombres réels ¢j sont deux a deux distincts
par hypothese, et puisque la somme des multiplicités des zéros d’un polynéme en une



90 APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

variable est égale au degré de ce polyndme, on obtient

M M
Z(Sj —n) < Zmax{O,Sj —n} < deg A(X).
j=1 j=1
Or,n < DjetdegA(X)=mo+...+mp < (n+1)Dy < (D1 + 1)Dg. Donc

M
ZSj < (D1 + 1)D0 +nM
j=1

< (D1 +1)Dg+ D1M

= (Do +M)(Dy +1) — M.
Ceci montre que la condition (3) n’est pas satisfaite. La proposition 2.1 en résulte. [J

Remarque 2.2. Le lemme 2 de [15] est le cas particulier de la proposition 2.1 dans
lequel S = ... = Su.

Remarque 2.3. Un exemple avec Dy = 0 ot le lemme de zéros précédent (propo-
sition 2.1) est optimal est donné par le polynome P(X,Y) = (Y — 1)1 qui vérifie (4)
avec

pour les points (¢, nu) = (p,1), 1 < p < M.

2.1.1. Une application
Considérons le polyndme H(X,Y") € Z[X, Y] défini par

M
(6) H(X,Y) = dét < (X*Y) g<r<r—1 ) .
0<(<L—1
Lemme 2.4. Soient « et 3 deux nombres algébriques avec cv, 5 # 0 et L > 2 un
entier. Alors il existe un entier naturel p < L — 2 tel que 6" H (5, «) # 0.

Démonstration. Le polyndme H(X,Y) est de degré au plus K — 1 en X et au
plus L — 1 en Y. De plus,

Mo
HH(z,€*) = dét ( (6" (X*Y") (2, €7)) o<k -1 )
0<¢<L—1
Mo
= dét (q)](glfe)(z))ogkgl(fl
0<(<L—1

d’apres la définition des @, ¢(z). Notons que S = KL > 2, car L > 2.

Dans le cas particulier ot z = 0, pour tout entier naturel y vérifiant y < S — 2, la
derniére ligne de la matrice est la méme que la ligne, dans M, indexée par s = p. Par
conséquent 6“H (0, 1) = 0 pour tout entier naturel p vérifiant u < S — 1.

On applique la proposition 2.1 avec Dy = K — 1, D; = L -1, M = 2,
S1=8-1=KL~-1,(C,m)=(0,1) et (2,m2) = (B, ).



S. Khémira et P. Voutier 91

Il est également nécessaire, pour utiliser la proposition 2.1, que H (X, Y') ne soit pas
le polyndme nul. Dans la preuve du lemme 2.22, nous allons montrer que la matrice M
est de rang S — 1. Nous allons en déduire qu’au moins une des sous-matrices obtenues
en supprimant une des colonnes est de déterminant non nul. Pour cela, supposons que
I'indice d’une telle sous-matrice est (ko, ). La derniere ligne de la matrice dont le
déterminant est (X, Y") contient des mondmes distincts de la forme X*Y*. Quand on
développe H (X, Y') comme un déterminant par rapport a la derniere ligne, le polyndme
que I’on obtient est ¢y, ¢, X koy o plus d’autres termes de degré strictement inférieur et
oll ¢y, ¢, 7 0, et donc H (X, Y') n’est pas le polynéme nul.

Ainsi, toutes les conditions sont réunies pour appliquer notre lemme de zéros (pro-
position 2.1) et on a

S1+S2=KL—-1+5<(Do+2)(D1+1)—-2=(K+1)L—-2,

ol So < L—1. Par conséquent il existe un entier 0 < p < L —2 tel que $*H (S, ) # 0
et le lemme 2.4 résulte de la définition 1.7 et de I’égalité (17). O

Définition 2.5. A partir de maintenant, ; désignera le plus petit entier satisfaisant
a la conclusion du lemme 2.4.

2.2. Polynomes de Fel’dman
Nous introduisons des polyndmes de Fel’dman afin d’ affiner de futures estimations.

Définition 2.6. Pour v entier naturel, on définit le polynéme de Fel’dman F,, d’in-
dice v (et ses coefficients \;, € Q, 7 = 0,...,v) par

R = o) gy
j=0

V!

Notons que \;, = s(v,j)/v!, ou s(v, j) est le (v, j)-ieme nombre de Stirling de
premiere espece, voir [1, Section 24.1.3, p. 824].

Lemme 2.7. Pour toutv > 0, 0n a
14
D it Al <2
j=0

Démonstration. Comme

0 1
D ithol=1=2" et > jlaul=1<2,
=0 =0

on peut supposer v > 2 et procéder par récurrence sur v. Etant donné que Ao,y = Oet
v\, = 1 pour v > 2, on peut écrire

v v—1
D il =14 Al
7=0 7j=1

D’apres [1, p. 824] (aussi de la relation F,(2) = ((z — v+ 1)/v) F,—1(2)),on a

. J .. 1 .
Il =56 = D |+ =it Al
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Par conséquent,

v v—1 ] v—1 v—1
Z(:)j!|>‘j7u| = 1+Z;V(j—1)!l>\j-1,y_1|+ > z;jll%‘,u—ll
J= J= J=

I
—

v

. —1

j+1. v—1 .

V JHAj -1l + ” > i A1
7j=1

<.
I
o

v

v—1
<2 Al
j=0

L’hypothese de récurrence permet de conclure. O

2w —1%2 .
< > M gl
j=0

Lemme 2.8. Soient k et v deux entiers naturels. Pour tout entier ¢ et tout entier u
dans I'intervalle 0 < u < k,on a

dEFW () e Z.

Démonstration. Nous renvoyons au lemme 4 (paragraphe 4) de [15] pour une dé-
monstration de ce lemme (en observant que le polyndéme F,, (z) est noté A(z, v, v) dans
[15]). 0

2.3. Approximants de Hermite-Padé de type I de fonctions exponen-
tielles
Nous allons d’abord définir la notion d’approximants de Hermite-Padé de fonc-
tions analytiques, puis donner quelques propriétés des approximants de Hermite-Padé
de fonctions exponentielles.

2.3.1. Définitions et propriétés

Définition 2.9. Soit m un entier naturel non nul. Soient ng, ..., n,, des entiers
positifs, fo, ..., fm des fonctions analytiques en 0. On appelle systéme d’approximants
de Padé (ou approximants de Hermite-Padé) de type I pour les fonctions fo, ..., fi, et
les parametres ng, . . ., 7y, tout (m + 1)-uplet (P, ..., P,;,) de polyndmes non tous
nuls tels que

deg Py(z) <mny—1 et ord,—o (i Pg(Z)fg(Z)) >0 —1,

/=0
avec o =y ;" ny.
Hermite (voir [7], [8] et [12]) a donné les formules suivantes pour les approxi-

mants de Hermite-Padé de type I pour les fonctions ™%, ... e*™* et les parametres
Ny - -+ s Ny

Lemme 2.10. Soient Cy et Co, deux cercles, le premier centré en 0 et de rayon
strictement inférieur a la plus petite distance séparant deux x;, et le second centré en 0
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contenant tous les points g, . . . , Tny,. Soient

z¢
Pi(z) = = ¢ A

2mi m ,
Co H (€ e — ;)™
J=0

et

R(z) = — e dc.

2mi mo
— nj
H z5)
Alors les propriétés suivantes sont Vér1ﬁees :

(a) Po,..., P, sontdes polynémes de degré ny — 1,

(b) R(z ZPZ

(c) ord,—o (R(z2)) >0 —1otio = an.

=0
De plus, les polynémes Py, . .., Py, sont des approximants de Hermite-Padé de type I
pour les fonctions €%, ... e*™* et les paramétres ng, . . . , N

Définition 2.11. Pour 0 </ < met0 < k < ny— 1, nous définissons A(¢, k) (qui
dépend de ny, . .., n,,) comme I’ensemble des multi-indices entiers

Y= (7p)0§p§m ez,
p#L

avec v, > 0 pour p compris entre 0 et m, p # /, tels que

m

Z Yp=mng—k—1.

p=0

p#L

Sous les hypothéses du lemme 2.10, comme chaque FPy(z) est un polyndme de
degré ny — 1, notons
k
Do = Pg( (0),

o0 <k <ny—1,0<?<m,lesdérivées a I’origine des polynomes P,. On a donc

le développement
ng—1

kak,'

Lemme 2.12. On a

p 7p+np_1>>

Dok = E || :
~EA(LK) p= o< ¢ = Tp) 7p+np< np—1

p#L
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En particulier, le coefficient dominant T Deg—1 du polynéme Py(z) est

_
(ne —1)

1 1’1‘[ 1
(ng —1)! s (zg — ap)"
p#L

Démonstration. Nous allons utiliser les formules intégrales du lemme 2.10. En
développant e*¢ en série entiere, on a

et cette série converge normalement pour ¢ décrivant Cy. Du lemme 2.10 on déduit

neg—1 k
Pi(z) =) <21m /CO fe,k(C)dC> %,

k=0
ol
k—nyp
Jer(©) = =t -
H (C+ap—xp)"™
p=0
p#L

En utilisant ’expression précédente des Py(z), on obtient

1
(7) Pek = i fz,k(C)dC'
e Co
Les poles éventuels de la fonction fy ) sonten Oetenx, —xz, (p = 0,...,m

et p # £); seul le point 0 se trouve a I’intérieur du cercle Cy. Nous allons étudier le
développement de cette fonction fy ;. au voisinage de 0, afin d’en déterminer le résidu.

En dérivant j fois la série géométrique, on obtient la formule
| A
J :Zn(n—l)---(n—j+1)(—x)"_7

(14 x)itt =

qui fournit I’égalité

1 _ 1 Z (_l)n*np+1 n' Cn_"P'H_
((+mp — xp)np (np - 1! n>np—1 (g — xp>n+1 (n — np + 1)!

Par un simple changement d’indices, on trouve

1 (n+np, —1)!

_ 1 (="
(+ag—ap)™  (np—1)! n%:o (zg — p) e n!

¢
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Le produit de telles expressions donne

1 - 1 ¥ (=1)" (n+np—1)!gn
ﬁ (C+ap—ap) P30 (np = 1t 755 (e = mp)™ n
£ <p p#i -
p=0
p#L
sy (np —1)! il s n! (xp— xp) e
p#L p#L

Le coefficient du mondme ("™ ~*~1 dans le développement de

m

H (C+xp— xp)_np )
p=0
p#AL

qui permettra d’obtenir le résidu cherché, vaut

m

AL f
= S (G S (0
Ty — xp) TP np, —1 '

A(£,k) p=0
p£L

D’apres le théoreme des résidus, on en déduit

i Tt np—1
Pek—ZH(m_:,; %np( w1 )
A(L,k) p=0
p#L

ce qui termine la démonstration. (|

2.3.2. Déterminant de Vandermonde généralisé

Définition 2.13. Soit K un corps de caractéristique nulle. Quand m est un entier
naturel, ng, ..., n,, des entiers strictement positifs et xg, ..., x,, des éléments de K,
on appelle déterminant de Vandermonde généralisé le déterminant

A= |By...Byl,
m
ou, pour 0 < ¢ < m, By désigne la matrice a 0 = Z n; lignes et ny colonnes définie
i=0

By = (bus) 1(d)k<xs><>
= \Ulk,s) 0<s<o—1 = | 75 | 3+ Ty .
0<k<ng—1 k! \ dX OssSo-1
SRSy —

par



96 APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

On remarque que

WERL 0 sik > s,
o) (X)) () =
k! (dX> <Z> a;z_k sinon.

Les déterminants de Vandermonde généralisés vont jouer un rdle important par la suite.
Le lemme suivant permettra de montrer que le rang de la matrice M est égal a .S — 1.

Lemme 2.14. Soit A un déterminant de Vandermonde généralisé. On a

A= I (we— ).

0<k<l<m
Démonstration. Voir [4]. O

2.4. Hauteurs de matrices

Nous suivons ici le texte de F. Gramain [6]. On y trouve plusieurs identités concer-
nant certains déterminants, utiles en théorie des nombres transcendants, ainsi que la
notion de « hauteur de matrice » dont nous rappelons la définition.

Définition 2.15. Soient m, n, d trois entiers strictement positifs. Soit M/ une ma-
trice a m lignes et n colonnes, a coefficients dans le corps de nombres K de degré d sur
Q, de rang m < n. On définit ses valeurs absolues locales de 1a fagon suivante :

(a) siwv estune place ultramétrique,
[M], = max| A,
ol le maximum porte sur toutes les parties I a m éléments de {1,...,n}, et ou Ay est
le déterminant m x m extrait de M dont les colonnes sont les éléments de I ;
(b) si v est une place archimédienne réelle,
) t 1/2
|M|, = |dét (M M) |12,
ott ’M est la matrice transposée de la matrice M ;
(c) siw estune place archimédienne complexe,
. 1/2
M|, = [ dét (MM*) [,/?,
ol M* est la matrice adjointe de la matrice M.

La hauteur de la matrice M est définie par

() = T v,
ve Mg

Pour une matrice carrée réguliere, on a H (‘M) = H(M) = 1, d’apres la for-
mule du produit. Cela permet, pour une matrice M dont le rang est égal au nombre de
colonnes, de définir

H(M) = H('M).
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Lemme 2.16. Pour toute place archimédienne, on a

1/2
M|, = (Z |A113> :
I

Démonstration. Ceci provient essentiellement de la formule de Cauchy-Binet
(voir [6] ou [16] par exemple). O

On désignera par M~ toute matrice orthogonale & M, c’est-a-dire toute matrice
a n — m lignes et n colonnes dont les lignes forment une K-base de 1’orthogonal du
sous-espace de K™ engendré par les lignes de M.

Lemme 2.17. Pour toute matrice M+ orthogonale a M, on a

H (Mi) — H(M).
Démonstration. Voir [17]. O

Le lien entre la hauteur de la matrice M et celle de son orthogonal sera utile.
Les composantes de cette matrice M& sont les coefficients des polynémes de Hermite-
Padé. Cela permettra de ramener la majoration de hauteurs de matrices a celle de hau-
teurs de polynomes.

2.4.1. Estimations préliminaires de H (M)
Lemme 2.18. (a) Pour tout nombre réel x > 1, on a

2w(x — 1) < > <TI'(z) < \27m(x—1) < > el/(12(z—1))

e €

(b) Pour tout entier naturel n, et tout entier k dans I’intervalle 0 < k < n, on a

n n 2 n n L
v ()< = ()=

Pourn > 1, et tout entier k dans 'intervalle 0 < k <n, on a

n n 3
©) (k> =2 An+1)

Démonstration. L’encadrement de I'(x) a ’énoncé (a) résulte de la formule de
Stirling ; voir [1, equation 6.1.38].

Pour ce qui est de (b), afin de démontrer la premiere inégalité, on utilise la majora-
tion du théoreme 1.1 de [10] appliquée avec o« = 1/2 : pour tout entier n strictement
positif, on a

I'(n+1/2) < 1
D(1/2nl = 0(1/2)y/n + 1/4

Pour n pair, on a

(1) = (oja) =2 T



98 APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

L’inégalité annoncée résulte de la relation I'(1/2) = /m. Pour n impair, la valeur
maximale de (}) est atteinte pour k = (n + 1)/2, eton a

(0 n2) = (1) < 2”“\/ T

Par conséquent 1’inégalité annoncée est encore vraie pour n impair. La seconde inéga-
lité résulte de la premicre pour n > 1, et un rapide calcul montre que cette estimation
reste valable pour n = 0.

Finalement, pour n > (16 — 37) /(67 — 16) = 2.307...,0na

2 < 3 ‘
m(n+1/2) = | 4(n+1)

Donc la derniere inégalité résulte de la premiere pour n > 3, et un calcul montre que
cette derniere estimation reste valable pour n = 1, 2. 0

Lemme 2.19. (a) Supposonsquem =L —1letqueng=...=n;_1 =K,
ou K et L désignent des entiers avec K > 1 et L > 2. Pour toutentier 0 < k < K —1
et0 < ¢ <L —1,lecardinal de A(¢, k) est

K—-k—14+L-2
L—-2 '
(b) Pour K > 1etL >2,0na

A By < 242, 2.

Démonstration. L’ énoncé (a) coincide avec le lemme 3.7.3 de [3].
Pour ce qui est de (b), pour L = 2, on a |A(k,£)| = 1, alors que
2K+2—3\/272 —oK-151
pour K > 1. Ainsi, pour terminer cette démonstration, on peut supposer L > 3.
Comme, pour y fixé positif, <§> est croissant en x > 0, et comme
0<K-k—-1+L-2<K+L-3,

en appliquant la premiere inégalité du lemme 2.18b, on obtient

K—k—14+L-2) _(K+L=3\ _,ucir 2 .
L-2 L-2 (K +L—-3+1/2)

Pour K > letL > 2, onan(K+ L —5/2) > n(L—3/2) > L. Cela complete la
démonstration du lemme 2.19. O

Lemme 2.20. Fixons deux entiers strictement positifs b et n. Quand aq, . . ., a, et
A sont des nombres réels positifs, on pose

1
(hHr -

(2

F(ay,...,an) = (a; +7)

1

n

b

1j
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et
g(alv'”van):a1+"‘+an—A.

Alors, pour A > 0, la valeur maximale de F' sur le domaine défini par 1’égalité
g(ai,...,ay) = 0 est atteinte pour a; = ... = a, = A/n. De plus, ce maximum
est une fonction croissante de A.

Démonstration. Posons

fla,...,a,) =log(a; +1)+...+log(a; +b)
+...+log(an+1)+...+1og(a, +0),

de sorte que
flar,...,an) =log (Y F (ai,...,ay)).

Comme b est fixé, il suffit de considérer f. On applique la méthode des multiplicateurs
de Lagrange pour trouver les valeurs extrémales de f. On a

1 1 1 1
v ay) = e
flay,... an) <a1+1+ Tty a1t +an+b>

et
Vg(al,...,an) = (1,...,1).
La méthode des multiplicateurs de Lagrange nous conduit a résoudre le systeme
d’équations
Vf(a,...,an) =AVg(al,...,a,)

avec la condition g (aq, . .., ay) = 0. Ceci nous conduit au systeéme d’équations
( 1 1
. =\
a1 +1 + + a1 +b
1 1
e = A
ay, + 1 Tt an+0b ’
ar+---+a,— A = 0,
en les inconnues aq, ..., a,, \.

La fonction x — Zi’:l (x + i)~ ! est strictement décroissante pour z > 0. Donc
les n premieres équations sont satisfaites si et seulement si a; = ... = a,. Si a est
cette valeur commune, la derniére équation donne na = A, c¢’est-a-dire a = A/n. Le
maximum

: A
fla,...,a) = nZlog (n +j>
j=1

est clairement une fonction croissante de A. D’ou le lemme 2.20. O

Lemme 2.21. Soient K et L deux entiers strictement positifs. Pour tous
0<k<K-1let0<{¢<L—1,so0ity = (Vp)o<p<r—1 un élément de 7L-1
p#L
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satisfaisant

L—-1
Y wp=K-k-1
p=0
p#L

avecy, > 0 pourtout0 <p < L —1,p # {. Alors

L—1
11 (71”;;[_{1_ 1) < (emin(K, L)

p=0
p#L

Démonstration. Si K = 1, alors

L-1 L-1

Y+ K =T\ _ T\ _ 4 _ ; K-1
H( Ko _H 0 =1=(emin(K, L))",
p=0 p=0
p#L p#L

comme annoncé€. Si L = 1,ona
L-1
K—-1
11 <7";+( 1 ) =1 < (emin(k, L))¥,
p=0
p#L
pour tout entier strictement positif K, comme voulu.

Pour la suite de cette démonstration, on peut donc supposer que K et L sont supé-
rieurs ou égaux a 2. On applique le lemme 220 avec A = K —k—1,b= K — l et
n = L — 1. Comme le maximum est une fonction croissante en A, et comme k > 0, on
remplace A par K — 1 et on obtient

() (e (520

p=0
p#L
K_1 L—1
rf——+K
o K-—1
DK —— +1
(K) (L_1+)

On suppose dans un premier temps L < K. Les inégalités 2 < L < K permettent
d’appliquer le lemme 2.18a pour obtenir les inégalités suivantes :

— am(K—1)L ( (K—1)L\E-DL/(L=1)
r <% + K) < (K-1) ((e(Lii) > el/12,

or(K — 1) (=15 < k),

e

2m(K—1) ( K:11

(K-1)/(L-1)
L-1 e(L )

)
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Par conséquent,

K-1
r (L— 1 +K> 3 I 61/12LL(K—1)/(L—1)
_ — (\K-1
(KD <€§__1 +_1> 2r(K — 1) (L-1)

En utilisant I’'inégalité

ol/12 ol/12
—1 —1

et 'inégalité (1 4+ 1/2)" < e pour tout nombre réel x > 0, on obtient

K-1 L=l
T K K1

T(K)T (ch_—11 n 1) (1 t1 . 1>L1] < (eL)E-1.

Ceci démontre le lemme 2.21 dans le cas L < K.

Supposons maintenant L > K. Dans ce cas, au moins L — K nombres réels parmi
les v, doivent étre nuls. Ceux-ci peuvent étre ignorés et on peut supposer L = K, cas
pour lequel on vient de montrer que I’inégalité du lemme 2.21 est valable. g

2.4.2. Une majoration pour H (M,)

On reprend les notations de la premiere section et on utilise la matrice introduite a
cette occasion. Nous allons établir une majoration pour la hauteur de la matrice My,
dont la précision provient du lemme de dualité 2.17. Cette estimation jouera un role
important dans la démonstration du théoréme principal.

Lemme 2.22. Soient K et L des entiers strictement positifs avec L > 2. On peut
choisir pour matrice orthogonale a M la matrice uniligne

My = (pl?!k>(k,z) ’

ou (k,¢) décritlecarré 0 <k < K —1,0<(< L —1.

Démonstration. La matrice M est de taille (S —1) x S, ou S = K L. La matrice
obtenue en divisant par k! chaque colonne de M indexée en (k, ), coincide avec la
matrice obtenue en remplacant la derniere ligne de la matrice de Vandermonde géné-
ralisée avecm = L — 1, ny = Ketaxy = L pour £ = 0,...,L — 1. Cette matrice a
pour rang .S — 1; en effet, la matrice de Vandermonde généralisée a un déterminant non
nul, elle est donc de rang S. Par conséquent ./\/l& est un vecteur. Les composantes de
ce vecteur ./\/lol sont les nombres xy . tels que, pour s =0,...,5 — 2,

L-1K-1 L—1 min(s,K—1)

el = sl T e =0.
(10) ZZ Kk( )( ) '% z_: Py 0

(=0 k=0
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Nous utiliserons les approximants de Hermite-Padé pour de grandes valeurs de L
avecm =L — 1. Pour 0 < ¢ < L — 1, considérons le polynome

min(s,K—1)
Py(z) = Z To 2"
k=0
Ona
= deg(Py(z)) + 1 = min(s + 1, K).
La somme
min(s,K—1)
S\ ps—k
> rafy)e
k=0

0z

est égale a s! fois le coefficient de z*° dans le développement de P(z) - €** en z = 0.

D’apres (10), ce coefficient est nul pour s = 0,...,.5 — 2 et ainsi,
OI‘dZ:() (Pg(z) . €£Z> > S —1.
Notons que

m
a:anSKL:S,
£=0
douS—-1>0—1.

Par conséquent les xy ;, sont précisément les coefficients py , /k! des approximants

de Hermite-Padé, pour les fonctions 1,e*,...,e(L"1% et pour les paramétres
ng = ... = nrp—1 = K, déterminés lors de la section précédente. On utilise le
lemme 2.12avecm =L —1,ng=...=np1=Ketzy=¢(0<{¢{<L-1).0n
trouve
’Yp K -1
Yp +
S (= )]
A(¢,k) p=0
p#L
ol A(4, k) a été défini dans la deuxieéme section. O

Proposition 2.23. Pour K > 1letL > 2,0na

V3ed;,_1 min(K, L) e
2L ‘

Démonstration. Pour L > 2, en vertu des lemmes 2.17 et 2.22, nous avons

sy =it (sad) = (), )

La hauteur d’une matrice ne change pas si on multiplie tous ses coefficients par un
méme nombre non nul. On choisit le multiplicateur

=d5 N L - 1) D114
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et,pourtous 0 < k < K —1let0 < /¢ < L — 1, on considere les nombres

pek Drx-110-1 51 nw (y+K-1
ot s () S (0 (7))

kao

On observe que pour tout nombre premier ¢ < L — 1, on a ¢~ | dk _ et
vg(k!) < k. On en déduit DK,LL,ld’Z_l/k:! € Z. On utilise le fait que (7P+K 1) € 7.
La condition ), v, = K — k — 1 implique

P =
i S (C=p)w <%
p#L

d’ou y, 1, € Z. On obtient

H (<;p£’k>u> = H( (Ye,r) H) H maX|yek|

vEMg

ZmaX|yM!HmaX|yek| <maX|ym\
pEP k.t

Dy 1,L—1 Kl L—1 ’YP ’yp—i-K—l
< _ .
smax) Ay ZH z pw K-1

A(£,k) p=0
( )P#

Des lemmes 2.21, 2.19b et de la derniere inégalité du lemme 2.18b, on déduit

DKlLlKlL]- ’Yp 7p+K_].
R ¢ ZH e p'VP K-1

A(2,k) p=0
7&
L-1\*
< Do (1) I Rl emingic, £

K-1
S DK—l,L—l (6 min(K, L)dL_l (L i 1>> <L ; 1) \/EQK'i‘L_?’

@ oK+L-3
2L

3 K-1
emin(K, L)dL_1> 9K (L-1)

\f
< Dg_11—
Kl,L1<2\/Z

KL—i-L@
16L°

K-1
V3
emin(K, L)dy— 2
oz ¢ i L)

ce qui complete la démonstration de la proposition 2.23. g

< Dg_1,1-1 (
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Remarque 2.24. Pour K > let L = 1,ona Mg = (0,...,0,1) et H(Mp) = 1.
2.5. Lemme de Schwarz
Le lemme ci-dessous fournit une majoration analytique du déterminant étudié.

Lemme 2.25 (Lemme de Schwarz). Soient T un entier positif, r et R deux
nombres réels vérifiant 0 < r < R et v une fonction d’une variable complexe ana-
Iytique dans le disque |z| < R. Supposons que 1 a un zéro de multiplicité au moins T

en 0. Alors .
R\ -
wh< () ol

ou [1h|p = max,—p | (2)].
Démonstration. Voir [18, lemme 2.4]. O

Voici une majoration du déterminant D (voir la définition 1.7) qui utilise les
nombres wy, ¢ de la définition 1.8.

Lemme 2.26. Soient K et L deux entiers strictement positifs avec L. > 2, y un
entier supérieur ou égal a 0 et E' un nombre réel supérieur ou égal a 1. Soit N un
nombre réel strictement positif tel que

K-1L-1 K-1L-1
(11) max{z S, YoM ’@,ﬁf‘g(zm‘E} <V

k=0 (=0 k=0 (=0
Supposons que le nombre € = |exp(f) — «| vérifie
(12) e< E~KL,
Alors
log|D| < —(KL—p—1)log E + N + log | Mg| + log(2).

Démonstration. Considérons la fonction

My
D(=) = dét | () (62) + eww)ogzng_l :
0<(<L—1
de sorte que D = D(1). Alors
(13) D(z) = Dy(2) + €D (2),
ol
Mo
Do(z) = dét ((I)l(c/jf) (ﬁz)>0§kz§l{—1
0<(<L—1
et
/7 MO
Di(z) = dét (wWeo<kh<i-1 |-
0<¢<L—1
Ona

o\ .
(57) o) = | (st0r062)) 0y

0<4<L—1
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Supposons que t + ¢ < .S —2 = KL — 2. Alors la ligne

+t
(5@1&75 )(0 ’ m)ogkgf{q
0<(<L—1

est égale a 3¢ fois la ligne dans M indexée par ¢ + p. Donc, pour 0 < t < KL —1— p,

(5 )tp(](()) —o.

0z
Par conséquent, le déterminant Dy(z) a un zéro a ’origine d’ordre supérieur ou égal a
KL—-p—1.
Du lemme de Schwarz (lemme 2.25), on déduit, pour tout &/ > 1,
(14) log [Do(1)| < —(KL — 1 — 1) log E + log [Do(2)] .
Comme D (z) ne dépend pas de z, on peut écrire

log |D1(1)] = log [D1(2) | -

Etudions maintenant, pour I = 0 et I = 1, le terme log |D;(z)| . En développant
D;(z) suivant la derniére ligne, on obtient

S el lawd sir=o
0<k<K-1
0<(<L-1
Di(2)] <
> lwkel Akl sil =1,
0<k<K-1
0<¢<L—1

ot |Ay ¢| est le mineur de la matrice M dont la colonne d’indice (k, £) a été dtée. De
I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit

2
2 2 2
Di@fp <max | Y fwed® Y || || X 1Ak
0<k<K-1 0<k<K-1 0<k<K-1
0<(<L—1 0<¢<L—1 0<¢(<L-1
2
< o\ Al
= max | weel ke (B2) . | Al
0<k<K-1 0<k<K-1 0<k<K-1
0<¢<L—1 0<¢<L—1 0<¢<L-1
De plus, le lemme 2.16 donne
2 2
Mol = D7 Ak
0<k<K-1
0<¢<L—1

On en déduit, en utilisant I’hypothese (11),
log |D1(2)| 5 < log|Mo| + N.
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En utilisant I’'inégalité (14), on obtient
—(KL—p—1)log E4+ N +1log| M| siI=0,
log |Dr(1)] <
N + log | My sil=1.
De I’égalité (13), on déduit
D] = [D()] < 2max {[Do(1)], €[Pr(1)[}-
Comme E > 1, en utilisant ’inégalité (12) on trouve
loge < —KLlogE < —(KL—p—1)logE.
Par conséquent,
log|D| < —(KL—p—1)log E + N + log | Mg| + log(2).

Ceci démontre le lemme 2.26. O

3. Démonstration du théoreme 1.1

Nous devons traiter le cas @ = 0 séparément : dans ce cas, nous ne pouvons pas
utiliser notre lemme de zéros (proposition 2.1). Nous voulons minorer |e®|. Notons
que |ef| = |eRB)] > I8l De (1), on en déduit que K Llog(E) > |3|, donc que
le#| > E~KL., Ainsi le théoréme 1.1 est vrai pour a = 0.

Nous supposerons dans la suite & # 0. Commengons par définir une nouvelle
quantité, Gg ,, liée a D.

3.1. Définition de G ,
Avec p tel que défini dans la définition 2.5, on introduit I’ opérateur de dérivation
00—1)---(0—p+1)

Fu(d) = 11!

Y

avec Fp(0) = 1.

Considérons le polyndme en deux variables Gy (X, Y') défini par

(15) Gi(X,Y) =di =" | ][] IMol, | Fu(®) (H(X,Y)),
peEP
ot H(X,Y') est donné par (6) et ol on a posé par convention d,, = 1 quand p = 0.
Lemme 3.1. Le polynéme G1(X,Y) est a coefficients dans Z. Alors

K—-1
— _M

d
Gi(B,) = =3 I Mo, | F(8,0),

pEP

ou F'(X,Y) est tel que décrit dans la définition 1.7, et nous avons G (3, «) # 0.
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Démonstration. Avec 0° = 1, pour tout couple d’indices (k, £), on a

min(s,k)
S(XFY) = Z ( )

J=

e@ ixk-iyt

! )
: k..|Xk_l sii <k,
si(xky = (k=)
0 sinon,
et
) 3 i N -
F,LLJ (E):ZZJ:)\ZM(’L—j)E J:;)\i,u(l_]+l)"'w .7'

Alors

!

“ = i) (k=)
m min(z,k) i
_ Z N - 1! '>‘ (k> i3 xk=iyt
i=0 §=0 —J)Nd
I min(4,k) k
=> Ain (i—j+1)- ( )ﬁ Ixkiyt
1=0 7=0 ‘7
I k
=D Aipd (i—j+1)- ( )zl IxtIyt
=0 7=0
k k o
= <>Z>\ (i—j+1)--- il IxFIy*
7=0 J =0
Y‘i(’j Nip(i— G4 1)l | Xk
. '] < 2y j

Grace au lemme 2.8, on en déduit que dff “LF,(8)(X*Y*) est un polyndme a co-
efficients dans Z. Comme

Mo
Fu(0) (H(X,Y)) = dét ( (Fu(8) (X*Y*))o<h<r—1 > ’
0<

il résulte de la définition de |Mo|, que les coefficients du polyndme G(X,Y’) sont
dans Z.
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En utilisant d’une part la définition de H et d’autre part le fait que le polyndome en
deux variables

. Mo
det | (67 (X*Y*)) o<k

0<¢<L—1
s’annule au point (3, o) pour 0 < j < pu, on déduit

Mo
Fu(0) (H) (B,a) = dét( (Fu(®) (X*Y?))o<k<r—1 > (8,q)

0<(<L-1
Mo
= dét (15u (Xkyf>> (B, )
! 0<k<K-—1
0<¢<L—1
p—1 M,
+ Z)\jyﬂ dét ( ((W (Xkye))ogkgf(fl ) (57 Oé)
§=0 0<¢<L—1
Mo
= dét <1'5u (Xky4)> (B, )
w! 0<k<K—1
0<¢<L—1
S
= EH(Ba Oé)
1

1
Ainsi, les deux polyndmes —F'(X,Y') et 7,(6) (H(X,Y)) prennent la méme va-
i

leur au point (3, «). En vertu de la définition 2.5, nous avons J*H(B, ) # 0, et la

preuve du lemme 3.1 est ainsi complete. g
On définit
(16) Go(X,Y) = | [] Mol, | " (H(X,Y)).
pEP

Puisque F/(X,Y) = o0* (H(X,Y)),onaGa(X,Y) € Z[X,Y] et
QQ(B)Q) - H ’Mo‘p F(ﬁ,Oé)
peEP

Finalement, on définit

G0 = min (|G1(8, )], [G2(8, a)|)

17 dK—l
(17) :min<1, ‘L! ) 11 Mol, | IF(8, )]

peP
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3.2. Minoration de G ,
Définition 3.2. Soit f(X1,...,Xn) = > a3, X; -+ Xjm un polynome &

7:11"'7in
coefficients complexes. On définit la longueur L(f) de f comme la somme des valeurs
absolues de ses coefficients, a savoir
Z |a‘il 7~~~:in |

(51 a'~~:in
Pour minorer Gg ,, on utilisera I’estimation suivante de la longueur de Giet Go.
Lemme 3.3. (a) Lalongueur du polynéme G; est majorée comme suit :
L(G1) < df ' H (Mg)2# K1l =1V
(b) La longueur du polynéme G- est majorée comme suit :
L (Go) < ulH (Mg) 20 K1l =1/,
Démonstration. Pour (a), on commence en majorant L (F,(6)(H(X,Y))). Soit

M, la matrice obtenue a partir de M en supprimant la colonne d’indice (k,?).

En utilisant la majoration L(f + g) < L(f) + L(g) et en développant le déterminant
Fu(6)(H(X,Y)) suivant la derniére ligne, on obtient

K-1L-1
L (Fu(@)(H(X, V) < L (F(6) (X*Y*) dét (Mo,r.0))
k=0 £=0
K—-1L-1 I ]
_ L ((Z A (XkYZ>> dét (Mo,k,[)>
k=0 ¢=0 j=0
K—-1L-1 m in(g,
= L{ (> Aw Z ( ) E] "XPThYT | dét (Moyk.e)
k=0 £=0 =0 h=0
K-1L-1 p min(g, . Kl
! i—h
= |dét (Mo g.e)| Z 1Nl ( >(k_h)!g3 .
k=0 £=0 j=0 h=0

En utilisant, de plus, I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

K—11IL—-1 1/2
LUM@GKXJW)S<§:§:MﬁOMMﬁF>

k=0 ¢=0

K—1L— o min(j,k) 2\ /2
x zz > (3 gt

k=0 ¢=0 \j=0 h=0

K — 2K71
On majore ar ——, grace a la seconde inégalité du lemme 2.18b, et
1] ( h > p VE g g
min(j,k)

L—1)—h
Z ((2)' par el=1, puis on utilise le lemme 2.7 et le lemme 2.16 afin de
7 —h)!
h=0
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conclure de la facon suivante :

p min(j,k) _ _1)i-h
LEGOHE ) < MIVELY. S () S
j=0 h=0 '

I
< Mo VLY [Ajulji2f et
j=0

< |Mo| PRl L=1\/T,
La définition (15) de G1(X,Y) termine la démonstration de (a).

Dans le cas de I’énoncé (b), on procéde de facon similaire : on développe tout
d’abord le déterminant 0#(H(X,Y’)) suivant la derniere ligne, puis on développe
o (X kYg) et enfin on applique I’inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir

K-1L-1 1/2
L (0" (H(X,Y))) < (Z > |dét (Mo,k,e)|2)

k=0 ¢=0
K—1L—1 [min(u,k) u k! 2 1/2
. ,U'_h
AXE (X ()t
k=0 £=0 h=0
En utilisant les majorations
B K1 min(p,k) _ \u—h
()2t o T
h VK = (u—h)
et le lemme 2.16, on obtient
. 2\ 1/2
min(p,k) —h
K—-1\(L-1)"
L(*(H(X,Y))) < KL ! —_
(PR Y) < My > (S

< |Mo| VIp2K-1elL,

On multiplie également le membre de droite de cette expression par 2. La défini-
tion (16) de G2( X, Y') permet de compléter cette démonstration du lemme 3.3. g

Lemme 3.4 (Liouville). Soient «y,...,«, des nombres algébriques. On pose
D =[Q(a1,...,an) : Q)/[R(aq,...,an) : R]. Soit f un polynéme de Z[ X1, . . ., X,],
de degré au plus N; par rapport a la variable X;, et qui ne s’annule pas au point
(a1, ..., an). Alors

log|f(a1,...,an)| > —(D —1)logL(f)

+ZN10g max(1, |a;])) DZNh ().
i=1

Démonstration. Ceci est la généralisation de la version de I’inégalité de Liouville
utilisée en [11, p. 298] appliquée avec I'inégalité | f| < L(f). Voir aussi [5, § 1.7] et
[18, prop. 3.14]. (]
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Gréce a la proposition 2.23, on en déduit la minoration suivante de Gg .

Proposition 3.5. Si« # 0,0na

logGgq > —(D —1)log <Inin (dff_l, M!) H (M) 2M+K—1€L—1\/E)
— (K —1)log(B) — (L — 1) log(A).

Démonstration. Grice aux lemmes 3.3 et 3.4, en utilisant les définitions de A et
de B, on trouve

log Gg,0 > —(D — 1) min (log (L(G1)) , log (L(G2)))

+ (K — 1) log(max(L,|3))) + (L — 1) log(max(1, a])
D(K —1)h(B) = D(L )h(Oé)
> —(D —1)log <m1n dK L) H (M) 2“+K-16L_1\E>
- ( — 1) log(B) — (L — 1) IOg(A)- m

3.3. Majoration de G ,
Pour vérifier les hypotheses du lemme 2.26, il faut connaitre une valeur admissible
du parametre V. Dans ce but, nous allons établir la majoration analytique que voici.

Lemme 3.6. Soit £ un nombre réel supérieur a 1. Soient K et L des nombres
entiers strictement positifs avec L > 2. On pose

N = max {E|B|L,log(L 1)+ (L—1)log (eW' + e)}
+ log((K — 1)!) 4+ (u+ 1) log(L + 1) + log(2).

Alors

K—-1L-1 K—-1L-1
max { PILIVIELIES S rwk,e\} <V

k=0 ¢=0 k=0 (=0

Démonstration. On estime |<I>,(€“ e) (28)|g- On a

min(p,k)

e
Z k!'z .J' S k|e|2‘
= k=9
Ainsi,
min(p,k) k—j 1(p,k min(p,k) ki
I i 2 klzF—J
V=i =] < ()zw. .
]Z:; (]) (k=) Z; jz::() (k=)
< (0 +1)"klel
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et, d’apres la définition de <I>,(€“ e) (z) ala section 1.2, nous avons

‘@56“2(2)’ = ‘5“ (XkY€> (z,€%)

min(p,k) " !
_ | ez : k—j pu—3
= le ) — "I
2 (J)(k—J)!

§=0
< el (0 4 1) Elel.
Par conséquent,

|‘I>;(fg(zﬁ)|}3 < 182l (g 4 1)1klelf?l < G DIl (g 4 1)p,

et on en déduit

K-1L-1
1B (28)|p < HPF] Zk'Zﬁ“
k=0 ¢=0 k=0 (=1
+1 K1
L\ﬂE\ (L+ 1" Zkl
pw+1 Pt

L 1u+1
<€L\BE\( +1)

2(K —1)L.
A+ 1

Pour ¢ > 0,0n a

of — Bt MIRULE) w\ k=i
— —j
= foma & O =

O/—

< PR 4+ 1)m

65 —
< fmax(av, elP)telBlE1 (0 4+ 1)H

< (e 4 )R+ 1)

Ainsi, comme ci-dessus,

K-1L-1
33 ol < (- 040 D
k=0 ¢=0 k=0 /=1
(L+1)p+t S
< (L—1)(eP 4+ e)F 1L+ DK
M+ k=0
(L1t
< (L —1)(Pl + ek 1(72K—1!,
(L= 1)l 4 = (K 1)
d’ou le lemme 3.6. Il

Ainsi, sous les hypotheses du lemme 2.26, on obtient la proposition suivante.
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Proposition 3.7. Soient £ > 1 un nombre réel, K et L deux entiers strictement
positifs avec L > 2. On suppose ¢ < E~5_ Ona

logGga < —(KL — p—1)log(E) + log(4) + log((K — 1)!)
+ max {E\B|L, log(L) + Llog <e|’3‘ + e) } + (n+1)log(L+1)
+ log (min (dj ", u!)) + log (H(Mo)) — log(u)).

Démonstration. La proposition 3.7 est une conséquence des lemmes 2.26 et 3.6 et
de la relation entre D et Gg , donnée par (17). Il

3.4. Fin de la démonstration du théoréme 1.1
On raisonne par 1’absurde en supposant ¢ < E~%%. On va utiliser la minoration de
G, fournie par la proposition 3.5 et la majoration donnée par la proposition 3.7.

Comme L > 2, on majore y par L — 2 et plog(L) —log(u!) par L —0.5log(27L),
en utilisant le lemme 2.18a et en faisant quelques calculs pour de petites valeurs de L.
Donc, on obtient

~Dlog (H (Mo) min (df =}, (L~ 2)!) ) = (D —1)log (25453 VL)
— (K —1)log(B) — (L — 1) log(A)
log(2L)
2

+ max {E\B[L, log(L — 1) + (L — 1) log (e‘ﬁ| + E—KL)} .

< —(KL—-L+1)log(F)+log(4) +log((K —1)!)+ L —

Par ailleurs, on peut supposer K Llog(E) > DLKlog(2) + Llog(FE), soit
(K —1)Llog(E) > DLK log(2). Puisque K et L sont des entiers strictement po-
sitifs, le membre de droite est positif et donc K > 2. On a alors

(L —1)log (elﬁ‘ + E—KL> <IBI(L—1) + (L —1)log (1 +272)
< |BIL + L27L < |B|L + 0.061.
Donc
max {E!ﬂ\L,log(L — 1)+ (L—-1)log (elm + E*KL>}
< E|B|L + log(L — 1) + 0.061.

En appliquant ceci avec la proposition 2.23 et log(4) — log(27)/2 + 0.061 < 0.53, on
trouve

V3 min(K, L) o V6
min , . —
—D log (DK_l,L_l <2€\/ZdL_1> 2KL+Lﬁ min (df_;, (L — 2)'))

—(D—1)log <2L+K’3eL’1\fL> — (K —1)log(B) — (L — 1) log(A)
< (KL —L+1)log(E) +log((K — 1)!) + L + E|8|L + 0.5log(L) + 0.53.
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En regroupant et en réarrangeant les différents termes, on obtient

KLlog(E) < DK Llog(2) + D(K — 1) log <\/§emin\(;Z’L)dL_1>
(18) + Dlog { (4¢)"~* min (df_—g, (L - 2)!) } + Dlog (DK\‘}LH>
+log((K — 1)) + (K —1)log(B/2) + (L — 1) log(A/2)
+ E|B|L + (L — 1) log(FE) + log (2¢) + Dlog <\1/66> + 0.53.

La majoration D log <\/§/(16\/f)> + log(2e) + 0.53 < 0 permet de conclure cette
démonstration du théoréme 1.1. g

4. Démonstration du corollaire 1.5

On choisit K = [c1|8|] et L = |c2log(|B])] avec des constantes réelles stricte-
ment positives ¢ et co. Nous déterminerons les valeurs optimales de ¢y, c2 et E. Cela
nous permettra de démontrer le corollaire 1.5.

On peut écrire le membre de gauche de I’inégalité (1) de la facon suivante
cica|B]log(|B]) log(E) + o(| B[ log(|A]))-

Puisque les nombres « et 5 sont des entiers algébriques dans un corps imaginaire
quadratique, on a D = 1 et on peut prendre A = B = 1. On majore D _1 11 par
(K —1)!, comme le logarithme du dénominateur de Dg_1,1,—1 est en o(|3|log(|f])).
Aussi on €crit d;; sous la forme exp (¢()), od ¢(x) = >_ r <, log p et on remplace z!

par I'(z + 1). Etant donné que ev/3L et (4e)“~! sont tous deux en o(|3]log(|3])), on
peut écrire le membre de droite de 1’inégalité (1) sous la forme

cicz|B]1og(|B]) log 2 + 1| B[y (c2 log(|B])) 4 2log(I'(e1|B]))
-+ min (¢1|8]¢ (e2 log(|A])) ; log (I'(c2 log(|5]))))
+ E[f] (c2log(|B])) + c2log(|]) log E + o(| 5] log(|A]))-

Des développements asymptotiques logI'(x) = =zlog(z) + o(xlogz) et
Y(x) = x + o(x), on déduit que le membre de droite de I’inégalité (1) est

cie2(1 +1og(2))|8]log(|8]) + 2¢1|B|1og(|5]) + Eca|B|1og(|5]) + o(| 5] log(|A])-

En combinant ces expressions des membres de gauche et de droite de I’inégalité
(1) et en divisant ces deux mémes membres par |3|log(|53]), la condition a satisfaire
devient

(19) cieplog E > cica (14 10g(2)) + 2¢1 + Eeg + o(1).
En ignorant le terme o(1), pour le moment, et en résolvant I’équation

crealog E = cieo (1 +10g(2)) + 2¢1 + Eco
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pour c1, on obtient

CQE
C pry
P ea(log(E) — 1 - log(2)) — 27
qui s’écrit
2E log(E
(20) creslog E = 3B log(E)

¢s(log(E) — 1 —log(2) =2

En dérivant cette fonction de co dans le membre de droite et en résolvant I’équation
permettant de trouver les points annulant cette dérivée, on trouve la valeur

4
" log(E) — 1 —log(2)
Pour cette valeur de co, le membre de droite de I’égalité (20) vaut
8E log(E)
(log(E) — 1 — log(2))?

En dérivant cette expression par rapport a E et en résolvant a nouveau 1’équation
permettant de trouver les points annulant cette nouvelle dérivée, on trouve la valeur

log(2)
2

En posant v = log?(2) + 8log(2) + 8, on obtient
_ 16v2exp (1+(1/2)/7) (2 +10g(2) +1/7)
(v7 —log(2)”

11 résulte de cette étude que pour tout € > 0, il existe By tel que pour || > By,
I’inégalité (19) soit vérifiée avec cico log(F) = 276.55. .. + €. D’ou le résultat. O

C2

1
E = exp <1 + + 5\/log2(2) + 8log(2) + 8) = 25.0059. ..

ciczlog(E) = 276.55. ..
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