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CALCULS EXACTS ET ASYMPTOTIQUES DE
POTENTIELS DE MARCHES ALEATOIRES
DANS 7%, ET APPLICATION AU
NOMBRE DE COLLISIONS

PHILIPPE RAMBOUR ET JEAN-MARC RINKEL

RESUME. Ce travail concerne des marches aléatoires d’une ou plusieurs parti-
cules dans le plan et donne un outil pour traiter les marches aléatoires en n’importe
quelle dimension. L’ objectif est de calculer des potentiels lorsque les transitions sont
bornées. Nous développons deux méthodes, suivant la structure des matrices de transi-
tion. L'une d’elle est algébrique. L’autre est de nature géométrique par I’interprétation
des matrices de transition comme des projections qui sont des matrices de Toeplitz
agissant sur les polyndmes trigonométriques a coefficients matriciels. On obtient un
calcul exact et un calcul asymptotique des potentiels. Une application est donnée au
calcul de I’espérance de collisions.

ABSTRACT. This paper is devoted to the study of a family of random walks of
one or several particles in the plane, and we give a tool to treat these random walks
in any dimension. Our aim is to obtain the potentials for bounded transitions. We use
successively two different methods. The first one is essentially algebraic, while the
second is based on a geometric point of view, where transition matrices are interpreted
as projections, and finally as Toeplitz matrices on trigonometrical polynomials with
matrix coefficients. We have to remark that the two methods allow us to obtain an
exact and an asymptotic expansion of the potentials. As an application, we compute
the expectation of collisions for a family of random walks.

1. Introduction

1.1. Le contexte

Un résultat qui a historiquement contribué au développement de I’étude des mar-
ches aléatoires est le théoreme de Pdlya en 1921 (voir [11]). Le théoreme de Pdlya
affirme (entre autres) que toute marche aléatoire est récurrente sur Z2. Une marche
aléatoire est dite récurrente si, partant d’un point, ’espérance d’un retour en ce point
est infinie. Les concepts associés aux marches aléatoires tels que I’espérance du nom-
bre de visites, du nombre de retours (consécutivement la récurrence et la transience), la
probabilité de premiere sortie d’un domaine du réseau sont évaluables a partir des po-
tentiels associés a ces marches aléatoires. Deux catégories de travaux se distinguent sur
les marches aléatoires discrétes. Dans la premiere, classons les approches qualitatives
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en dimension quelconque consistant a donner des criteres de récurrence, de transience.
C’est dans cette ligne que se situent des auteurs tels que G. Fayolle et Malyshev ([6] et

[7D.

Dans la seconde catégorie, I’effort se concentre sur le calcul des potentiels. La
taille du domaine est paramétrée et donne lieu a des estimations asymptotiques ou
exactes des potentiels. Ces travaux concernent, essentiellement, la dimension 1. C’est
dans cette ligne que I’on doit citer les travaux de F.L. Spitzer et C.J. Stone [17], ou
I’asymptotique des potentiels met en évidence un noyau de Green. Il faut signaler
aussi I’article de Kesten [9] dans le cas ou les fonctions caractéristiques des marches
aléatoires ont un zéro d’ordre réel « tel que 0 < o < 2. Ces travaux sont liés a
I’analyse des fonctions caractéristiques associées a la variable aléatoire qui engendre
la marche; celles-ci permettent les manipulations adéquates des matrices de transition
pour I’obtention des potentiels. Les outils d’investigation concernent I’analyse har-
monique (et plus précisément les opérateurs de Toeplitz), I’analyse complexe et dans
certains cas 1’algebre linéaire. Les auteurs de ce travail ont également contribué a
ce type de résultat en dimension 1 pour des marches de type symétrique (a fonction
caractéristique réelle), voir [12] et des marches asymétriques (fonctions génératrices
méromorphes), voir [5]. L’article de A. Seghier [16] est une ouverture pour I’étude
des marches aléatoires en dimension quelconque. Par la suite, J. Chanzy a donné une
structure géométrique d’inversion d’un opérateur de Toeplitz tronqué opérant sur des
polyndmes trigonométriques a deux indéterminées en se ramenant a une théorie des
matrices de Toeplitz unidimensionnelle, quitte a utiliser des coefficients de Fourier ma-
triciels ([3] et [4]). 1l a pu ainsi obtenir une expression particulierement compacte du
noyau de Green du laplacien discret en dimension 2.

Le travail présenté ici se situe dans la seconde catégorie et utilise deux points de
vue différents.

Le premier point de vue développe une géométrie de I’inversion des opérateurs de
Toeplitz tronqués a symbole matriciel. Il est présenté dans la section 3. L’idée, qui
est de se ramener a la dimension 1, a une portée universelle et laisse espérer le calcul
des potentiels ou de leur estimation asymptotique en dimension supérieure a 2. De
plus, nous pouvons espérer par cette méthode le calcul de potentiels pour des marches
aléatoires a transitions non bornées. Une marche aléatoire est a transitions bornées
s’il existe un réel positif M tel que la probabilité de passer en un coup d’un point A
a un point B est nulle si leur distance est supérieure a M. Cependant, dans ce travail,
nous nous limiterons a des transitions bornées. Plus précisément, si X est la variable
aléatoire qui gouverne la marche aléatoire dans le plan, nous illustrons la méthode en
choisissant une structure de transitions définie par P(X = (a,b)) = 0si|a|] > 1
ou |b| > 1 (voir figure 1); le théoréme 2.1.3 ainsi que le corollaire 2.1.5 donnent les
potentiels et leurs asymptotiques pour ces transitions.

Le deuxieme point de vue concerne les marches aléatoires dont les matrices de
transition sont des produits tensoriels de matrices particulieres. Cela concerne, par
exemple, les particules aléatoires dont les coordonnées sont des variables aléatoires
mutuellement indépendantes.

Cette propriété a été mise en oeuvre dans un autre cadre pour des calculs de durée
d’un jeu (probleme de la ruine du joueur), voir [10]. Dans cet article, on développe
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une méthode algébrique qui permet de calculer en toute dimension, c’est-a-dire dans
n’importe quel hypercube de dimension n, les potentiels de marches aléatoire de p
particules. Le théoreme 2.3.1 traite le cas de p particules sur un intervalle, les théorémes
2.4.2 et 2.4.4 traitent le cas de p particules dans un carré.

1.2. Notations
Dans cet article, on étudie une famille de marches aléatoires discretes dans le plan.
De facon plus précise, une telle marche est définie par la donnée d’une suite

Sn:SO+X1++Xn

ou les variables X; sont des copies indépendantes et également distribuées, a valeurs
dans Z2, d’une variable aléatoire X et ol Sy est une variable aléatoire a valeur dans
N2 N [0, N]. Dans cet article, on suppose que S suit une loi uniforme sur R. La loi
de X est donnée par la famille de réels

{Ckl = P(X = (k,l))} .
Si I’on exige que cette marche reste confinée 4 un domaine R de Z?, on associera a
cette marche les fonctions de transition {Q); };en définies de la fagon suivante:

_ Jisie=g,
Vé,CER, QO(&:C) - {OSI€#C,
Q&0 = P(X=¢-9¢), Qn(&0) =) Qua(& Q1L Q).
teER

Les potentiels associés a cette marche dans le domaine R sont définis par
@) VE,CER, gu(6,¢) = Zanq

Le nombre g,, (£, () est I’espérance du nombre de visites en ¢ partant de & sans quitter
le domaine R. L’importance de ces nombres est largement décrite dans [18]. Dans cet
article, le domaine plan considéré est le carré Ry = [0, N2 N N2 pour lequel N est un
parametre susceptible de tendre vers I’infini. Sa notation sera toujours . On montre
alors (voir [18]) la relation

) VECER, g,(6,0) =Y ga(60)Q1(t ) =7(£,¢)

teR
ou 7 est le symbole de Kronecker. La traduction matricielle de la relation (2) nécessite
d’ordonner les points du domaine Ry . Nous conviendrons de I’ordre suivant sur Ry,

noté < :
b<b' ou

/! !/ .

(a,0) < (a’,b7) s { b=b'eta<d.

On peut définir ainsi la matrice carrée Q de terme général Q1(&;,&;) ot &; et &; sont
respectivement les i-ieéme et j-ieme points de Ry (dans cette notation, on distingue
I’objet Q1, qui est une probabilité, de 1’objet O, qui est une matrice). Notons que Q est
de taille (N + 1)% x (N + 1)2. Remarquons alors qu’avec cette convention, la matrice
peut se lire comme une matrice par blocs de taille (N 4 1) x (N +1) et de terme général
la matrice Q); j qui est de taille (N 4 1) x (/N + 1) telle que

3) Qij(k, 1) = Q((k,4), (1, 5)) = Qu((k,4), (1. 5)).
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Ainsi, dans I’équation (3), ¢ est le numéro de ligne des blocs, j est le numéro de colonne
des blocs, k est le numéro de ligne dans le bloc et [ est le numéro de colonne dans le
bloc. Notons de fagon analogue la matrice des potentiels G de terme général g, (&;,&;)
ou §; et {; sont respectivement les i-icme et j-ieéme points de R . La relation (2) prend
la forme

“4) (I-Qg=1,

ot I désigne la matrice identité d’ordre (N + 1)2. En lisant la matrice G comme une
matrice par blocs de terme général G; ;, on aura de fagon analogue a 1’égalité (3) :

&) Gid(kvl) = g((k‘,l),(l,]))

Lorsque R = Ry et que I’ordre choisi est <, on notera

g((kai)7 (laj) = gN((k7i)’ (l7])

Le calcul des potentiels se ramene, grice a I’équation (4), a I’inversion de la matrice
I — Q. Cette inversion dépend alors de la structure de la matrice de transition. Nous
allons considérer dans ce travail deux structures décrites dans les deux sous-sections
suivantes.

1.3. Potentiels d’une marche aléatoire d’une particule dans Ry
Pour tout 7, j dans {0, ..., N}, Q; j ne dépend que de j — i. Comme nous avons

Q((k,4), (1,5)) =P(X = (I - k,j —1)),

les matrices Q apparaissent comme des « matrices de Toeplitz a blocs ». En effet, avec
les notations de I’équation (3), Q; j = Qi j si j — i = j' — 4. Et on peut remarquer, a
titre de curiosité, que chacun des blocs est lui-méme une matrice de Toeplitz.

Pour donner une idée de notre méthode d’obtention des potentiels, nous devons
commencer par faire quelques rappels. On note T le tore de dimension 1 et x = €,
§ € R. Une base hilbertienne de I’espace des fonctions de carré intégrable L?(T)
est {x"}nez. Soit f € L2(T) dont on note f(k) le k-itme coefficient de Fourier.
La matrice de Toeplitz associée au « symbole » f est la matrice dont le terme général
est ( f (I — k:))o k<N Dans le cadre des marches aléatoires sur une droite, la ma-

trice de transition est une matrice de Toeplitz associée au symbole f(f) = 1 — ®(e'?)
ol z — P(z) est la fonction génératrice associée a la marche aléatoire. L’inversion
de cette matrice dépend de la régularité du symbole. La question de la régularité et
de I'inversibilité des opérateurs de Toeplitz tronqués concernent de nombreux travaux
(Iiés ou non aux probabilités), citons notamment [2], [13], [12] et [15]. L’idée ici est
d’introduire naturellement un « symbole a coefficients matriciels » ) _,, Q07k><"’. On a
ainsi un développement de Fourier en dimension 1 mais avec des coefficients de Fourier
matriciels. Cette généralisation des structures d’inversion développées dans [15], [14]
(en dimension 1) et [3] (en dimension 2 avec symbole réel), en une version adaptée a
I’étude des marches aléatoires dans le plan, est exposée dans la section 3. Le résultat
nouveau du théoréme 3.1.5 sur I’inversion des matrices de Toeplitz & symbole matriciel
est la clef du calcul des potentiels présenté dans ce travail lorsque 1’on se libere du cadre
plus contraignant du point de vue de la section 1.4.
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1.4. Marche aléatoire de p particules sur une demi-droite

Il est possible de définir la marche aléatoire dans Ry par une variable aléatoire
de la forme X = (X7, X2) ot X; et X5 sont des variables aléatoires indépendantes a
valeurs dans Z, mais pas nécessairement de méme loi. Nous noterons respectivement
Qx, et Qx, les matrices de transition de X et X5 sur [0, N| (avec I’ordre naturel des
points sur une droite). On a alors, avec les notations de 1’équation (3) et en notant Qo
la matrice de transition,

Qij(k,) = Q((k,i),(,5))
P(X=(1-kj—1)
= P(Xi=(01-k)P(X2=(j—1)),
d’ou
Qij =P(Xa=(j —1))Qx,.
Par conséquent, Q5 est le produit tensoriel des matrices de transition associées a X et
Xo, c’est-a-dire

(6) Qo = Qx, ® x,.

La marche aléatoire dans le plan dont la matrice de transition est donnée par 1’égalité
(6) traduit en fait la marche aléatoire de deux particules indépendantes sur [0, N] N Z.
Appelons particule 1 et particule 2 les particules respectivement associées aux marches
aléatoires engendrées par X1 et Xo. Dans ce cas, le nombre G((k, ), (l,)) défini
dans I’équation (5) représente 1’espérance du nombre de visites simultanées en [ pour
la particule 1, en j pour la particule 2, sachant qu’elles partent en méme temps respec-
tivement de k et de 7. Ainsi, I’espérance Co du nombre de collisions sur le sous-réseau
Ry = [0, N] N Z avant d’en sortir (avec une distribution initale uniforme) est donnée
par I’égalité suivante:

N
2 .o
(i.)€ERY, =0
La structure se généralise pour décrire le mouvement aléatoire de p particules sur R .
Dans ce cas, la matrice de transition, notée Q,,, est donnée par

p
®) 9, =(X) Ox,.

Cette structure permet, avec des hypotheses raisonnables sur la loi des variables X;,
d’obtenir avec une grande précision les potentiels et les espérances de collisions d’ordre
p (qu’on notera Cp,). Les résultats sont exposés dans la section suivante. On distinguera
les résultats probabilistes (section 2) des résultats d’analyse (section 3).

2. Les résultats probabilistes

2.1. Marche aléatoire dans le plan a transition bornée

Nous exploitons ici un théoreme d’inversion d’une matrice de Toeplitz par blocs.
Ce probleéme est résolu pour la dimension 2 par le théoréme 3.1.5 dont I’énoncé se
trouve a la section 3. Remarquons que ce méme théoréme permet de traiter le cas des
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transitions non bornées comme cela est exposé en 3.2. Partant d’une structure de tran-
sition générale donnée par la figure 1, il faut signaler dés maintenant trois phénomenes
liés au calcul matriciel.

(a) L’opérateur de transition dépend des probabilités de transition, mais son ex-
pression matricielle dépend d’un ordre (non naturel dans le plan) pour les points du
carré [0, N|? x Z2.

(b) Un choix étant fait (par exemple <), on dispose, grace au théoréeme 3.1.5,
d’une matrice de potentiels de terme général g, ((i,j), (k,1)) décrivant le nombre de
visites espérées en (k, ) partant de (i, 7).

(c) Le choix de I’ordre qui induit la forme de la matrice de transition fait que,
pour certaines marches aléatoires, le théoreme 2.1.3 ne permet pas d’obtenir les po-
tentiels (la matrice de transition ne vérifiant plus les hypotheses du théoreme 2.1.3).
Par exemple, alors que la configuration de la figure 1 avec les probabilités ¢; = 0
pour ¢ = 1,2,4,5,6,8 entre dans les hypotheses du théoreme 2.1.3, la configuration
symétrique ¢; = 0 pour ¢ = 2, 3,4, 6,7, 8 n’entre pas dans les hypotheses de ce méme
théoréme car ces hypotheses sont liées a un ordre des points, arbitraire, dans le carré
[0, N]? x Z2. Ceci d’ailleurs n’a rien d’étonnant lorsque 1’on fait du calcul matriciel.
Pour traiter le cas d’une configuration rétive aux hypotheses, il peut suffire de faire un
autre choix pour I’ordre des points; c’est le cas dans I’exemple évoqué. Pour terminer,
les symétries qui apparaissent dans les formules des potentiels sont liés a I’ordre des
points.

Nous voulons illustrer I’efficacité de la méthode fondée sur le théoreme 3.1.5 par
I’exemple le plus général d’une marche aléatoire dont la loi du générateur X vérifie
P(X = (a,b)) = 0sia| > 1 ou|b| > 1. La figure 1 indique les transitions dont la
probabilité est susceptible de ne pas étre nulle. Par exemple, cette figure nous indique
que P(X = (1,1)) = cz et P(X = (0,2)) = 0.

A
Cq4 C3 Cc2
s 9 1
Ce C7 (€]

FIGURE 1. Transitions
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Nous supposons, bien siir, que dans la figure 1 on a
8

(9) ZCi:l et Co;fél.
i=0
Le lemme suivant introduit 1’énoncé du théoreme 2.1.3.

Lemme 2.1.1. Sous les hypothéses données par I’équation (9), les polynémes

1 1
e (Y) = <C7+2\/C668COS <N—:—2 >> (1—60—2\/6105COS<N—:_2 )>Y
+ | 3 + 24/cacq cOS Llw y?
3+ 2y/cacy N2

o s € {0,..., N} admettent deux racines réelles positives. Elles sont séparées par 1
et distinctes de 1 si
(10) cr > 24/cgeg et c3 > 24/cocy.

On notera ces racines 3; < 1 et a% > 1 sous les hypotheses (10). En posant

s+1 2 s+1
A, = 1—cy—2¢ —4 2,/
s ( co C1C5 COS <N+2 >> <C7+ CgC8 COS <N+27T>>
s+1
. ) 2=
<03 + 24/c2c4 COS <N+ 27r>> ,

ona

1—co— QMCOS( S‘H ) VA

Bs = (C3+2mcos( 57)
m))

B (63+2\/6265 cos( N+2
T 1—co— 2\/@003(;112 ) \/7

Remarque 2.1.2. Si, pour tout N € Nettouts € {0,..., N}, 1 sépare les racines,
alors c3 > \/cocy.

Théoreme 2.1.3. On reprend les notations du lemme 2.1.1. Nous supposons véri-
fiées les relations (9) et (10). Soit V = {(c2,c4), (c1,¢5), (cs,c6)}. On suppose qu’il
existe y # 0 tel que, pour tout couple (a,b) € V, ou bien 2 = v ou bien (a,b) = (0,0).

(@) SiV #{(0,0)}, posons, pour s € {0,..., N},

. (073
AN) = e (LA

Qs

_ PRl (e
Os(k,1) = AS(N)(17%35)(1*(%&)“2)

. ((1 _ (asﬂs)l—i-min(k,l)) (1 _ (asﬂs)(N+1)_maX(k’l))) ,

alors,
an gy ((,k),(G,0) = <N+2> ”20 (k,1) sm< 2( +1)7r>

s+1
csin | ——(j+1 .
sin <N+2(j+ )7r>
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(b) SiV ={(0,0)} etcs # cz, alors
(12) gy (i k), (5, 1)) = 0(k, )7i

ou 7; j est le symbole de Kronecker et, en posant ;n = min(k, ) et v = max(k, ),

T4 1+u) ( N+1—v N+17V>
c —c c —c
( 7 3 7 3 Cmax((),l—k)cmax((),k—l)

(13)  O(k,1) 3 7
(c7 = c3) <C§V+2 - Cév+2>
(c) SiV =1{(0,0)} etz = cy, alors
dn ((Za k)a (]7 l)) = e(ka Z)T’i,j
ou 7; ; est le symbole de Kronecker et
(14) Ok, 1) = 613 <N1+2> (1 + min(k, 1)) (V + 1 — max(k,1)).
Remarque 2.1.4. Dans le cas ¢) = 0,c3 = ¢7 = 1/2, le théoréme 2.1.3 donne
(k+1)(1+1)
Ok, )=2(k+1— ———
(k1) ( + N2

pour k£ < [. On retrouve le résultat classique du probléme de la marche aléatoire simple
sur une droite, tel que décrit précisément dans [18, p. 242].
On en déduit une expression asymptotique des potentiels.

Corollaire 2.1.5 (Asymptotique des potentiels). Posons, pourt réel, les fonctions
suivantes:

(A(t) = (1 — cg — 2./c1¢5 cos(mt))?
—4(1 — ¢7 — 2y /cgeg cos(mt)) (1 — 3 — 2, /cacq cos(mt)),
_ (I—co—2y/c1c5 cos(mt))—/ A(t)
Oé(t) - 2(c3+24/cacq cos(mt)) ’

5@) _ 2(c3+24/cacq cos(mt))
(1—co—2+/c1cs cos(mt))++/A(t)

a(t
A(t) = c3+2c41\%)cos(7rt)'

On pose alors

. a(t)*B(t) ! (a(t) B(t)) D
Ok, [)(t) = A(t) (1—a®)B)(1 - (a(t)8(t)N+2)

(1= (@(®)BE) D) (1 = (a()(e) N D mED) )

Alors,

1
gy (i k), (4, 1)) = 272‘—1/0 0(k,1)(t)sin ((i + 1)7t) - sin ((j + 1)7t) dt + o(1).
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2.2. Cas de deux particules indépendantes sur une demi-droite

Théoréme 2.2.1. On suppose que les marches aléatoires sur [0, N| des deux parti-
cules indépendantes sont respectivement gouvernées par les variables aléatoires X et
Y dont Ies lois sont définies par:

P(X=i)=c¢, i=-1,01 et P(Y=i)=d; i=-1,0,1
avec, bien entendu, c_1 + co + ¢y = 1 etd_y +do + dy = 1. On note g (4, §), (k, 1))

I’espérance du nombre de visites en k pour la premieére particule issue de 1, et en [ pour
la deuxieéme particule issue de j, avant toute sortie de [0, N].

En posant

Cy=[0,7)%, v=+/c_1/c1, §=+/d_1/d1, 7= /c_1c1 et 6 =/d_1di,
ona
(15) an ((6,9), (k, 1)) = 22707 D60RAG, j, &, 1)
ol

AG, k) / sin(z + 1)ssin(j + 1)t
)R, 0) = =
J ¢y 1—(co+ 27 cost)(do+ 29 coss)

sin(k + 1)ssin(l + 1)t dtds + o(1).

Remarquons que |A(i, 7, k,1)| < 1. Dans le prochain corollaire, on note Ca(NV)
I’espérance du nombre de collisions des deux particules avant sortie du domaine [0, V]
qui est donnée dans 1’égalité (7).

Corollaire 2.2.2. Sous les mémes notations et hypotheses que celles du théoréeme
2.2.1, il existe p1, p2, p3, p4, des fonctions des probabilités de transition, bornées par
rapport a N, et une fonction ps des probabilités de transition a croissance polynomiale
par rapport a N, d’ordre O(N?), telles que
((p1 (v6)™N siy<letd <1,

p2 (76N siy>letd > 1,
N4Cy(N) =< p3 6N siy<1,0>1etdy>1,
pay N siy<1l,6>1letdy<1,

P5 Si’y:1,5:16t60:d0:0.

Ces fonctions sont calculables avec la méme précision que la fonction A du théoréeme
2.2.1 et leur expression est donnée dans la section 4 a la fin de la démonstration du
corollaire.

Remarque 2.2.3. Dans le cas ou v = 6 = 1, mais dg # 1 ou ¢y # 1, la somme
définie par 1I’équation (31), paragraphe 4.6.2, montre que F est donné par une somme
de N termes qui n’est plus nécessairement d’ordre O(N?): il est facile de voir que E
est toujours d’ordre O(N®). 1l est cependant difficile d’étre plus précis.
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2.3. Cas de p particules indépendantes sur la demi-droite
On a I’analogue du théoréme 2.2.1 sous la forme suivante.

Théoreme 2.3.1. On pose, pour la i-iéme particule,
P(X = j) =¢j,] = 1,0,—1 avec Ci—1+Cio+Ci1= 1.

Conformément au théoréme 2.2.1, on note gy ((ip,ip—1,---,%1), (Jps Jp—1,---571))
I’espérance du nombre de visites des particules 1,2, . .., p, respectivement issues de iy,
ip—1,...,11 en les points jy, jp—1,. .., j1, respectivement, avant toute sortie de [0, N].
Alors,

p
gN ((ipa ip—la e 71.1)7 (jp7jp—17 cee ajl)) =2P H VI(CZk_]k)Ap

k=1
Y = \/Ck—1/ck1 et

A szl Sin(l + Zk):Bk Sin(l + ]k)xk
P LT : o
Cp Hk:l (Czk,O + 27, cos :Uk)

avec Cp, = [0, 7]P et Y, = /Ch,—1Cp 1-

Ce théoreme permet un calcul de C, (V) (I’espérance du nombres de collisions)
analogue a celui du corollaire 2.2.2.

dxy---dxy + o(1)

2.4. Famille de marches aléatoires dans le plan.

Il est facile d’extrapoler cette méthode pour traiter le cas de deux ou de plusieurs
particules dans le plan de m&€me que d particules dans R™. En effet, pour rester dans le
cas de deux particules dans le plan, il est aisé de comprendre que la matrice de transition
sera le produit tensoriel de deux matrices de transition. Si ces matrices sont de la forme
de Q> (voir I’équation (6)), alors nous aurons un produit tensoriel de quatre matrices
que nous saurons inverser.

Définition 2.4.1. Dans la suite, nous noterons .J(a, b) les matrices N x N vérifiant
J@b)iy; =0 sili—jl#1,
J(a,b)it1, =0,
J(a,b)iit1 = a.

Théoréme 2.4.2. Soient deux particules dans le carré [0, N]
aléatoires dont les matrices de transitions Q7 et Qy vérifient

Q1 = (diIn + J(a1,b1)) ® (01N + J(a1, £1))

2 suivant des marches

et
Q2 = (d2In + J(az,b2)) @ (621N + J (a2, B2)),
avecay; > 0,61 > 0,a1 > 0,61 > 0,a9 > 0,by > 0, ap > 0 et B3 > 0. Notons

gn (((i1,92), (i3,14)) , (41, 72), (43, 74))) I'espérance du nombre de visites en (ji, j2)
pour la premiére particule issue de (i1,1i2), et en (j3,j4) pour la deuxiéme particule

issue de (i3,14). Alors

an (((i1,12), (13, 14))  ((J1, J2)s (J3,Ja))) = 24’Yil_j1’733_j3C?_j2€§4_j4/\4
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avec
7 = Va1/bi, 2 = Vaz/ba, (1 = a1/Br1, o =V az/Ba,
Ay = Hi:l sin(1 + ix )2y sin(L + Ji) 2 dxydxadrsdry + o(1)
[0,7]4 1 — A(w1, w2, 73, 74)
et

A(l’l, 9,3, 1/‘4) = (dl + 2\/ a1b1 COS xl)(dg + 24/ a2b2 COS 1‘3)
(61 + 2/ a1 81 cosx2) (02 + 24/ By cos xy).

Remarque 2.4.3. Supposons qu’une particule dans [O, N]? a pour coordonnées
(S1,n,S2,,) alinstant n ot

(@ Sip=3510+ 211 Xi, Son =520+ 1 ,Y,

(b) les X; et Y; sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, copies
respectives des variables indépendantes X et Y,

(c) les lois de X et Y sont données par P(X = i) = ¢;,i = —1,0,1 et aussi
P(Y =) =d;,i = —1,0,1 avec, bien entendu, c_1+co+c; = letd_;+dp+d; = 1.
Alors, la structure de transition de la particule dans le plan est donnée nécessairement

par la figure 2. On n’a pas toujours une telle configuration. Au moins deux cas illustrant
ceci peuvent se présenter.

C1 d_ 1 C1 do C1 d1
Cod_1 Cod() Cod1
C_1d_1 C_1d0 C_1d1

FIGURE 2. Produit de deux marches aléatoires

(a) La marche aléatoire de probabilités de transition
P(X,)Y)=(xe,£(1—¢)) =1/4, e € {0,1},
n’est pas le produit de deux marches aléatoires sur la droite.

(b) Si une des deux marches aléatoires considérées dans le théoréme 2.4.2 est en
fait le produit de deux marches aléatoires sur [0, V], alors les coefficients de la matrice

Q = (dIx + J(a,b)) ® (0Iy + J(a, B))
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sont bien entendu des probabilités, comme dans la partie 2.2. Par contre, les coefficients
intervenant dans la formule ci-dessus ne correspondent pas, a priori, aux probabilités
de passer d’un point de la droite a un autre. Ainsi, si I’on reprend la configuration de la
figure 1 de la section 2.1, en supposant

€3 = AiCo, €4 = AiCs, C2 = Aicy,
€7 = Aa2Co, C6 = AaC5, €3 = AacCi,
avec A1 # 0 et Ay # 0, on obtient une matrice de transition de la forme

(14 J(A2, A1) ® (coln + J(es,c¢1)) -

Théoréme 2.4.4. Soient p particules dans le carré [0, N|? suivant des marches aléa-
toires dont les matrices de transitions Qy, vérifient

Ok = (diIn + J(ak, br)) ® (SkIn + J (o, Br)) ,
avecay > 0, by > 0, g, > 0 et B, > 0. Notons

I = 9y ((<i177;2)7 (i37i4)7 s (i2p—17 i2p)) ) ((jl,j2), (j37.j4)a s (jQP—laj2p)>)

I’espérance du nombre de visites en (jos—1,j2s) pour la s-iéme particule issue de
(i2s—1,12s), pour s = 1,2, ... p. On obtient

p
_ 92 lok—1—J2k—1 ~i2k—Jj2k
gy =27 H Tk Gk Agp

k=1
avec
Vi = vV ak/bk, G = v/ ax/Br,
2% . ) . )
L —
et
P P
A(z129, ..., 24) = H (di + 2\/@005(55%_10 H <5¢ + 2v/ o, 5; cos(xgi)) .
i=1 =1

Démonstration des théorémes 2.4.4 et 2.4.2. La démonstration de ces deux der-
niers théorémes est en fait totalement identique a celles des théorémes 2.2.1 et 2.3.1.
Le point de vue est différent mais le cadre mathématique est le méme. O

3. Un théoreme d’inversion des opérateurs de Toeplitz
tronqués a symbole matriciel

Nous allons présenter maintenant I’outil fondamental qui permet 1’obtention des
énoncés de la section 2.1: le théoreme d’inversion (théoréme 3.1.5). L’énoncé de ce
théoreme nécessite I’introduction de quelques notations et concepts.
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3.1. Une structure d’inversion
On notera, pour tout n € N, M,,(C) I’espace vectoriel des matrices complexes de
taille (n + 1) x (n+ 1) et T le tore de dimension 1.

Les trois espaces fondamentaux sont L}y (T), Lgvtn (T) et LS, (T) avec

1

Lh (T) = {M:T—mn(@ /||M||1do<+oo}, 1M =3 g,
nJr id

13, (T) = {M:T—mn(@ / ||M||%do—<+oo}, 1Mz = [tr(MM*) Y2,
T

13,(T) = {M:THMn(C) sup||M||oo<+oo}, 1Moo = max s,
z€T 2,]

o M = (m;;) désigne génériquement une matrice carrée de M,,(C). Les deux normes
I 1] 13, (1) et Il L, (T) Sont respectivement associées aux espaces de fonction

Lf\/tn (T) et LS, (T). Elle définissent précisément ces espaces, a savoir

1/2
1Ml @ = (3 felIMI3do) ",
Mz, 1) = supser [|M]|oo,
Ml 2y =5 o IMIdo.

La norme ||. || 12, () est définie par le produit scalaire

1 *

On notera dy la distance définie par la norme |||z (1) et [|.[|2 1a norme des opéra-

teurs de I'espace vectoriel L3, (T). Le symbole abrégé ( ) désignera par la suite le
produit scalaire ( ) 2, (T)-

Soit M une fonction matricielle de L3, (T). Posons

~

NI(k) = /T M () do,

le k-ieéme coefficient de Fourier matriciel de M. De I’espace L?\An (T), nous sommes
amenés a considérer les sous-espaces suivants, dits espaces de Hardy.

H* = {M € L3, (T) | M(k) =0si k < 0},

H—:{MeLﬁAn(T)|M(k):0sikzo},
ainsi que Py, le module sur I’anneau des matrices carrées complexes d’ordre N + 1
engendré par {x* 1 Yo<k<n (appelé ’espace des polyndmes matriciels de degré au plus
N) et P|_n,n), le module sur I’anneau des matrices carrées complexes d’ordre N + 1
engendré par {X*I} _n<r<n. Les opérateurs 7, 7_ et 7 désigneront respectivement
les projections orthogonales de L?\AN (T)sur H*, H™ et Py.

Définition 3.1.1. Soit F' € L?\AN (T). On dit que F vérifie I’hypothése de décom-

position s’il existe deux fonctions matricielles G et G'a de L%\/IN (T) vérifiant les trois
conditions suivantes:
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(@) F'=G1Go,

(b) G et G5 sont inversibles et commutent,
—1 —1 +

(© G1,Gy,G5,G5 " € H ﬂL?\‘le(’]I‘).

Supposons donnée une hypothese de décomposition, avec les notations de la défini-
tion 3.1.1. Deux opérateurs associés a cette hypothese, appelés opérateurs de Hankel,
jouent un rdle clef dans I’inversion des matrices de Toeplitz. Ce sont les opérateurs
suivants:

HT — H™
1/1 — 7T,(’¢ <I>N) ou (I)N:XN-HGlG;l

Hg

N ¢

et
H@N : H- — H +~ )
o = Ti(p®y) on Oy =xVNTIGLGT
Définition 3.1.2. L’ opérateur de Toeplitz tronqué T (F') associé au symbole (ma-
triciel) F' est défini par la composée suivante:

Tn(F): Py — PN
Q — N (QF).

Remarque 3.1.3. La matrice des potentiels qui est définie par 1I’égalité (1) est la
matrice associée a I’inverse de 1’opérateur de Toeplitz tronqué Ty (F') avec F' donné par
F =3 c7 FpXP, Fp étant n’importe quel bloc (I — Q);; de taille (N + 1) x (N +1)
tel que j — i = p. En effet, dans la base naturelle {x*I}o<r<n de Py, la matrice
représentant T (F') est [ — Q. On généralisera naturellement, dans ce cadre, la notion

de fonction génératrice classiquement associée a une marche aléatoire sur la droite, en
posant

O(z) =Y Q"
Z

oll Q) est n’importe quelle matrice Q; ; (voir I’équation (3)) telle que j — ¢ = k. Dans
ce cas, le symbole s’écrit encore F'(0) = I — ®(e?).

Définition 3.1.4. On suppose que F' = GG vérifie I’hypothese de la définition
3.1.1. On dit que F' vérifie I’hypothese D, sil’une des conditions suivantes est vérifiée:

(a) imy_ oo doo(GE_lG;l,P[_MN]) =0 et NQdOO(G’{_lGl_l,P[_N,N]) est bornée,
(b) Hmy o doo (G 'GT, Pion,ny) =0 et N2doo (G 'G5, Pl_n,n]) est bornée.

Théoreme 3.1.5. On suppose que F' vérifie I’hypothése de décomposition et 1’hy-
pothése D, (voir définitions 3.1.1 et 3.1.4).

(a) Pour N assez grand, on a || H, by Hoy ll2 < 1, ce qui assure I’inversibilité de
Iopérateur I — Hg Hg,.

(b) Pour tout polynéme @) de Py,
Tn(F) " HQ) = 74 (QG3 G — st {((1 — Hg, Hey) 'my [M(chl)éND <1>N} Gl

Ce théoreme est démontré dans la section 7.1.
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3.2. Vers une extension aux marches aléatoires a transitions non bor-
nées dans le plan

Il s’agit ici d’illustrer le fait que la structure précédente permet de traiter des mar-
ches a transitions non bornées dans la mesure ol le symbole associé a la marche aléa-
toire (voir définition 3.1.2 et remarque 3.1.3) vérifie les hypotheses du théoreme 3.1.4.
Des catégories intéressantes de marches aléatoires en dimension 1 et a transitions non
bornées ont été étudiées dans les travaux cités. Nous allons aussi considérer 1I’exemple
suivant obtenu par perturbation d’une marche aléatoire en dimension 1. Soit X la vari-
able aléatoire génératrice. Sa loi est donnée par

B ~Jdi si(a,b) =(0,1),i > —p,
(10 P(X =@ b)> B {cj si (a,b) = (5,0),5 € {—1,1}.

avec

o0
Z di+c14+c=1
i=—p
etpourtouts, 0 < d; <letO0<c_j,cq0 <1.
Proposition 3.2.1. Soit z — ®(z) la fonction génératrice associée a la marche

aléatoire définie par les équations (16) (voir la remarque 3.1.3). Alors le symbole
F(0) = I — ®(e") vérifie ’hypothése de décomposition D, (voir définition 3.1.4).

Exemple 3.2.2. Soient ¢,p,q € ]0, 1] tels que p + ¢ < 1. Les probabilités sont
définies par

1—(p+aq)

d i1 1—(p+q)
1 l—p

i, —qp, C1 =& etclz(l—g)
p

Cette marche vérifie (selon la proposition 3.2.1) I’hypotheése de décomposition ainsi
que I’hypothese D,

Toutes les justifications des résultats de cette sous-section se trouvent dans la sec-
tion 8.

4. Démonstration des résultats de la section 2.2

4.1. Calcul de la matrice de transition
On adopte les notations de I’introduction. On doit étudier Q = Ty ® T'x avec

Tx(k, k) = ke[,
Tx (k, k:—i—l)—cl, kell,N—1],
Tx(k+1, k;)—c 1,

Tx(u,v) = silu—uv|>1.
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De méme,
Ty (k, k) = do, k€ [1,N],
Ty (k,k+1)=d;, ke[l,N—-1],
Ty (k+1,k) =d_q,
Ty (u,v) =0 si|u—v| > 1.

On commence par diagonaliser les matrices T'x et Ty. Les valeurs propres et les
vecteurs propres du laplacien discret (sur [0, N]) vont jouer un role central dans cette
diagonalisation. La k-ieéme valeur propre est cos((k + 1/N + 2)7) et apparait dans
les matrices ci-dessous notées Ax et Ay. Rappelons que le vecteur propre associé a
la valeur propre cos((k 4+ 1/N 4 2)m) est vy = (vg(0),...,vx(N)), voir I'équation
(18).

Posons A x et Ay les matrices diagonales telles que
(Ax)pr = Ax(k) et (Ay)y, = Av(k),

avec

k+1 k+1
(17) Ax(k)——2wﬁnc—1608<fv%_2ﬂ> et Ay (k) =2 dld—lcos(]¢+_2”>‘

On définit de méme Px = AX,N+1Q et Py = Fy,NHQ avec

~ 2 E+1)(i+1
(18) Qix = vi(i) = N+2$n<(+£$; M),izo,”Nwzo,nN,

ol Ax n+1 et I'y,y41 sont les matrices diagonales de termes diagonaux 7”1 et o°+1
aveci € {0,1,..., N} et, rappelons-le,

d_
5— \/T /
Nous pouvons alors définir les matrices J(c_1, ;) et J (d_l, dy) par

J(c—1,c1) = PxAx Py,

et
J(d-1,d1) = Py AxPy".
On a alors
(19) Tx = col + J(c_1,¢1) = Px(coln + Ax)Px*
de méme que
(20) Ty = doI + J(d_1,d1) = Py (doIn + Ay)Py .

La démonstration des égalités (19) et (20) est donnée par le lemme 6.1.1. Si I’on pose
maintenant T% = coln + Ax et Ty, = coIn + Ay, on peut écrire

Ty @ Tx = (Py @ Px) (Iy © Tx) (Py' @ Px').
Il est clair que I’on a

(Py ® Px) (Py' @ Px') = I(ni1y2,
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de sorte que
(Tvan = Q) = (Py @ Px) Iy — Ty ©T%) (Py! @ Py').
Examinons /()2 — Ty ® Ty = 75.Ona
TN = Iingaye — (doIn + Ay) @ (coly + Ax).

En développant, nous trouvons que 73 est la différence entre la matrice I (N+1)2 etla
matrice diagonale par blocs dont la diagonale est constituée des N + 1 blocs (dp +
Ay )T%. Autrement dit, 75, est une matrice diagonale (N + 1)? x (N + 1)? dont le
coefficient (T )p,p vaut

1 — (do + Ay (k)) (co+ Ax(1))
avecp = (N + 1)k + 1.
4.2. Calcul des coefficients de Py ® Py

Nous allons d’abord rappeler le lemme d’algebre linéaire suivant.

Lemme 4.2.1. Soient A et B deux matrices (N + 1) x (N + 1) a coefficients
dans R ou C avec A = (aij)o<;<no<jcn B = (bij)ocicnocy<n- Alors ona
(A® B),, = ajbyy avecu = j(N + 1) +ietv=1(N+1) +k.

La preuve de ce lemme est tout a fait classique, elle sera donc laissée au lecteur.

Remarque 4.2.2. En reprenant les notations du lemme 4.2.1, le couple (7, 1) repré-
sente les coordonnées du bloc dans A ® B alors que le couple (7, k) représente les
coordonnées dans le bloc (j,1). Ainsi, si A ® B représente une matrice de transition on
a, avec les conventions de 1’équation (3),

(A® B)uw = Qu((i.), (k,]))
qui est la probabilité de transition du point (¢, j) au point (k,[).
Par définition nous avons aussi
Py )y, = § (D) et (Px )i = Yo ().
Le lemme 4.2.1 nous permet alors d’obtenir les coefficients de Py ® Px. On a
(Py @ Px)uw = (Py )i, (Px) 1
avecu = (N 4+ 1)i + jetv = (N + 1)k + [. Ceci permet finalement d’écrire
(Py @ Px)yp = 8197 or (i) ui ().
4.3. Calcul des coefficients de (Py @ Py) ™"
Puisque I’on a
(Py ® pX)(—l) — (py)(—l) ® (pX)(—l) ’

le lemme 4.2.1 nous permet de calculer les coefficients de ce produit tensoriel. Par
définition, on a

(PY)(_l) = Q_lA)_c,lNﬂ



80 CALCULS EXACTS ET ASYMPTOTIQUES DE POTENTIELS

et donc,

puisque Q est une matrice orthogonale. De méme,

-1 _1_
() = w70,
Par conséquent, si u et v sont des entiers tels que 0 < u < (N+1)%?et0 < v < (N+1)2
avecu =i(N+1)+j,v=k(N+1)+1let0<k,lij < N,nous pouvons écrire
(Py @ Px)i ) = (Py)i ¥ (Px)fg = 6700 Ok (1),

4.4. Calcul des coefficients de (112 — Ty ® Tx) !

Comme plus haut, posons u = i(N + 1) + jetv = k(NN + 1) + [ et calculons
(I (N2 — Ty ® TX);Ul. Pour ce faire, remarquons tout d’abord que si a désigne un
entier telque 0 < a < (N +1)%, ona

3 1
I Ty Ty) | =
( (N+1)2 Y X)aa 1 — (do+ Ay (2)) (co + Ax(v))

aveca =x(N +1)+yet0<z,y <N.D’ol, en posant
(T —TeTh) 0 (Prepa)™) =1,

pour v = k(N + 1) + 1, il vient

-1

(N+1)2-1

T, = Z (Ingry2 — Ty © TX) (Py ® Px)s,
s=0

= (Inpr2 —Ty ® TX) (Py ® Px)ny

1 —(1+k) A~ (D ()
(1—0%+Aymnam+xan>5 =Dy, (ko (D).

Ceci donne finalement, pour u = ¢(N + 1) + j,

(N+1)2—1
Iz —Ty @Tx),0 = > (Pr®Px),, Tw
5=0
N —
_ Z 5Ty (3 oy (5 )< 5= (R =Dy (K)o, (1) )
9=0 PN = (do + Ay (2)) (co + Ax (1)

en n’oubliant pas que s = (N + 1) + y. Ceci peut s’écrire

Iy = Ty @ Tx).,

4 T 8 Fyi=ts(z, N,4)s(y, N, §)s(z, N, k)s(y, N, 1)
(N +2)? _ x4 v+l
o<zy<n |1 do + 2/d_1d1 COS(N+2 7)) (co+ 2\/c=1c1 cos(L5 YT )

ol, pourt =i, j,k,l et z = x,y, on a posé s(z, N,t) = sin (ﬁfg (t+ 1)71).
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4.5. Asymptotique des potentiels

Un couple de particules sur la droite peut étre représenté par un point (a, b) du plan
réel, a et b représentant les abscisses des deux particules. D’apres la remarque 4.2.2,
dans I’expression

(I(NH)2 —Ty @ TX)j(N+1)+i,l(N+1)+k ’

le couple (i, k) correspond a une transition de la particule numéro un de 1’état ¢ a I’ état
k, et le couple (j,1) correspond a une transition de la particule numéro deux de 1’état j
a I’état [; c’est-a-dire que le point du plan passe de 1’état (7, j) a 1’état (k, ). On peut
donc légitimement écrire

. -1
gnN ((Z’])? (k? l)) = (I(N+1)2 - TY & TX)](N+1)+’L,l(N+1)+k: .

En faisant apparaitre une intégrale de Riemann, on obtient I’asymptotique
gN ((%])) (ka l))

_ ick_j—1 [T [T sin((+ 1)t)sin ((k+ 1)) sin ((j + 1)¢') sin (I + 1)t") /
S /D /O 1—(do+ Ay () (co+ Ax(t)) didt” + o(1)

ol Ax(t) = 2y cost et Ay (') = 26 cost/, par analogie avec la notation de I’équation
(17).

4.6. Espérance du nombre de collisions
Il nous faut d’abord établir le résultat suivant.

Proposition 4.6.1. L’espérance du nombre de collisions dans le réseau R = [O, N|
avant sortie de I’'une des deux particules, si chaque point de départ est équiprobable, est
égale a

N
CQ(N):M S 366, D).

(4,7)€[O,N]2 1=0

Démonstration. On voit la marche aléatoire des deux particules dans R comme la
marche aléatoire d’une particule dans R?. On note A le point générique de R?, A sa
diagonale et (I,1) un point de A. Si T est le temps d’arrét associé a la marche aléatoire
dans R?2, alors le nombre de collisions en (i, 1), avant sortie de R, est

Ny = Z Z I{{A}x{(l,l)}x]n,Jroo[} (S0, Sn, T).
AeR2n20
L’espérance de la variable aléatoire N () est alors

E(N) = Y > P((Sa=@L1))N(T>n)N(S = A4))

AeR2n>0

= > D P(Su=010)N(T>n)[S=A)P(S = 4)

AeR2n>0
1
= WO X 2 @A),
AeR2n2>0

a cause de la loi uniforme de la condition initiale. En faisant la somme sur [/, on obtient
I’égalité annoncée. [
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Si maintenant F (i, j) désigne 1’espérance du nombre de collisions en partant d’un
état (i, 7), ona E(i,7) = S o gn((i,5), (1,1)). Posons

Tz +1 , y+1

t: —
NN L2 'INT N T

et
sin (i + D) sin ((j + Dthy)
1— (do + Ay (ty)) (co + Ax (tn))

Les résultats précédents nous permettent d’écrire

Aij(tn,ty) =

§ingd
B9 = 4y 1oy 7 5 Y Ayltn.ty) (57)—1 sin (tx (1 + 1)) sin (ty (1 + 1)) .
0<;U YN =

Ceci s’écrit aussi comme

Bl 7 — §iny 4 ,
(.3) = 27 3 > Ayt th) (Sun(tn, ) = Sev(tw, ty),
0<z,y<N
en posant
N
Sin = Z(é’y)*l cos ((ty — tn) (1 +1))
=0
et
N
Son(tn,tiy) =D (67) " eos ((ty +ta)(1 +1)).
=0

On évalue 57 y et S n en distinguant deux cas.

(a) Premier cas: ty # t'y, c’est-d-dire x # .

Dans ce cas,
N .

(21) Sl,N(tN7t/]\[) =% (Z((Sfy)lel(t&tN)(lJrl))
=0

— |-t [ 1 _ e (VD 1
(57)N+1 1- <6i(t§\,—tN)/(6,y)>

_ ﬁ% <ei(t§V7tN) ((M)N“ _ ei<t§V7tN)<N+1)) (M _ (;z‘(twtm))
v

=~ + (18)* cos(ty — tw) — (1) (=) ¥ + (~1) 7 cos(tly — L))

'<1+(57) —(257005 thy —tN)
)

’<1+(5y) —26~ycos (thy —tN)
)

- ((ya)%os(tgv—tN)—(ms)—(75)*<N*1>(—1)<y 4 (48) N (1) cos(ty — tw

.(1+(57) 72§'ycos (ty —tn)



P. Rambour et J.-M. Rinkel 83

On a de méme

— 1 2 /
22) Sen = (1 T (0v)7 = 267 cos(tly + tN)) ((76) cos(ty +tn) — (70)

—(78)” D14 (78) N (1) cos(ty + £l)).

(b) Deuxieme cas: ty = t/y.
L’expression de Sy y reste inchangée: on remplace dans 1’équation (22) t/y par ¢ . Par
contre, on ne peut utiliser le calcul précédent pour Si: on repart de 1’équation (21).
Lorsque 6y = 1,0n a

(23) Sin=N+1.

Et lorsque 47 # 1, on obtient

1— (57)7(N+1)
L= (09"

4.6.1. Calcul de Sl’N(tN, t/N) - SQ’N(IJ;N, th)

Posons ®(tn,thy) = Sin(tn,thy) — So.n(tn, tly). On est amené a vérifier trois
cas séparément. Chacun de ces trois cas est séparé en certains sous-cas.

(24) Si,n =

(a) Casou dy > 1, c’est-a-dire d_jc_; > dycy. Sity # ty, on obtient
(79)? cos(tly — tx) =70
1+ (76)% — 2yd cos(thy —tn)

B (v8)% cos(thy +tn) — 0
1+ (76)% — 270 cos(tly +tn)

(25) D(tn, thy)

+0((67)™).

Sity =ty,ona

1 B (67)? cos 2t — 5y
1—(67)"t 14 (6v)? —25ycos2ty

(26) P(tn,tn) = +0((67)™™).

(b) Casou dvy < 1, c’est-a-dire d_1c_1 < dic1. Sity # t?v, on obtient
(27) O(ty, th) = (09) "V Wi(tn, ty) + O(1)
avec
—d7y + cos(ty — tn)
(07)% — 257y cos(tly —tw)

B —67 + cos(ty + tn)
1+ (67)2 — 20y cos(ty +tn) )

Uy (ty,ty) = (—1)y_r<1+

Sity = t’N, alors on note de méme

(28) ®(tn,tn) = (67) N a(tn, ty) + O(1)

avec

ez —07y + cos(2ty)
1—6y (=1) <1 + (6v)% — 267 cos(2tN)> ’
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(¢c) Casoudy=1,c’est-a-dire d_1c_1 = dicy.

Sity # ty, on aimmédiatement ®(tx, thy) = 0. Sity = t'y, alors
(29) P(tn,ty) =N +2.
On est ramené a calculer, avec la notation du corollaire 2.2.2,

E=(N+2?2) Eij=(N+2>*N +1)°Ca(N).

%,J
4.6.2. Calcul de F
Ona
sin(i + 1)ty sin(j + 1)ty , ,
E=2 §ind Si NN, ty) = St th)) .
0<wa:<szj: 1= (do + Ay (ty)) (CO"')\X(fN))( Lyt t) 2(tw )

Nous avons donc a calculer la quantité

N N
Altn,ty) = D d'sin((i+ Dtn) > 47 sin ((G + Dty)
i=0 =0
N N
= < N) Y (Ox(tn)) )o Xt Y (rx(t)’
=0 7=0
1 — gN+1 (N+1) 1 — AN+L 1 \(N+1)
1 —dox(tn) L —x(ty)
Posons )
V(tht/N) =

(1402 —25costy)(1+~2—2ycostly)
et écrivons
Altn, ty) = v(tn, ty) Ar(tn) Aa(tly)
avec
Ay (tn) =S (x(tn) (1 = ox(tn)) (1 = NI (1))
et
As(ty) = S (x(th) (1 = yx(EN)) (1 = AN (Ey)) -
On obtient immédiatement
Ay (ty) = 6N (=1)%sinty + sin(ty)
et
As(thy) = AyNT2(=1)Y sintly + sin(ty).
Et finalement,
Altn,ty) = vitn,ty) (0N T3(—1)"sinty + sin(ty))
. (7N+2(—1)y sintly + sin(ty)) .

On a donc obtenu la quantité E sous la forme

t t/ t t, — t t/
(30) ) Z (tn, thy) (S1n(En, thy) — So N ( fV’ V)
0<z,y<N 1- do + )\Y(tN)) (CO + AX(t]\/'))

Différents cas sont maintenant a envisager pour le calcul de F.
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(a) Casou0<d<letO<~y<1 Onaalorsdy < 1eton obtient
Alty,thy) = v(tn, ty) (sinty sintly + O (max(é,v)NH)) .

On obtient alors

v(tn,ty)sinty sintly

E = 20y)7" K - Uy (t,n th)
OggéNl—(do—i—(ScostQ\,)(co—i—’ycostN) N
Ty
ol v(tn,tn)sin®t
+ sy) N AN N Uy (t,n tn) + N20O (min(s,7) N
;( 7 1—(do+ dcostn)(co+ Fcostn) 1t i) ( 6.7) )

ou les différentes expressions de Wy (t¢y,t,) sont données par les équations (27) et
(28).

(b) Casoud > lety > 1. On est alors dans le cas v > 1 et on obtient
Altn,ty) = vty thy) (07N 2 (=1) W sinty sintly + O (max(d, )V +2).

On obtient alors par le méme calcul que le précédent

—1)*T¥u(tn, tly)sinty sint
E = 2(67)N+2 Z ( ) li( N:,N)Sln ]\ismN q)(t,Nt?v)
Ogm,ySNl—(do—l—écostl\,)(co—l—fycostN)
T#yY

N
—1)" y(tn, ty)sin’ ty ) N
+ SN2 ( _ ) Bt tn) + N20 (max(s,

;)( ) 1—(do+ dcostn)(co+ Fcostn) (t~v,tn) ( x(6,7) >

ou les différentes expressions de P (v, t’N) sont données par les équations (25) et (26).

(c) Casoud =y = letcy = dyp = 1. On a déja vu que pour ty # t, on a
Si1,N — S2,ny = 0. II suffit donc de calculer A(ty,tn). Par un calcul immédiat, on
obtient

Al i) = g B (P,
dob
N sinty 2 1
(31) E=2(N +2) Z <1 _ costN> 1 — (do + 2d; costn)(co + 2¢1 COStN)'

Tr=
T pair

sinz
l—cosz

Remarquons que la fonction z +— est décroissante sur (0, 7). Ceci donne une

majoration de E de la forme

. 2 N
AN +2) [ N2 Lz > S
1 —cos g5 7=0 sin® <]’f,1127r>
T pair

E

IN

N 1
= O(N*) >

2 [ x+1
z=0 Sin (N+27T)
T pair
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Par ailleurs,

N [N/2]

1 1
. 2 1 o . 2 (2pt1

=0 sin (]”\”,i27r> p=0 Sin (AZ;H 7T)
T pair

N/4

2[ /4] 1
a sin? (22tln
p=0 N+2

[N/4] 1

2 ( 2p+1
p=1 Sin (N+27r)

9 [N/4] 2p+1
Y ) Z / dt
2 1 2p-1  gin? t
Sin <N+27T) p=1 N+2
[N/2]+1
2 LRI |
= —F—* (N+ 2)/ jdt
sin? (NL-&QW) e sin® t
2 N/2 1
_ 2 (V42 (cot (”) _ oot (”“Q)
sin? (—Ni_zw) N +2 N +2
= O(N?).

On en déduit que £ = O(N?).
(d) Casoud > let0 <y < 1. Deux sous-cas sont a envisager.

(i) Premier sous-cas: § > 1,y < letdv > 1. On a alors
Alty, thy) = v(tn, ) (=16 2sinty sin(thy) + O((07)N).

Nous pouvons donc écrire

E =

3 vl DT st ) ) o (v

0<z.y<N 1—(do+ Scostg,)(co + A costy)
T#y

3 (el g )

1 —(do+dcostn)(co+ Fcosty)

1
N\ = — Sa(tn,t O ((67)™M) ).
(=g~ Stowm -0 (60 ™)
Pour résumer, la quantité E est de la forme
E= (5N217N + V7N227N.

Ceci permet de conclure puisque § > v~ et £ = O(5V).

(i) Deuxiéme sous-cas: § > 1,0 < v < let dy < 1. Ce cas est le dual du
précédent. Il se traite de la méme maniere.
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5. Démonstration du théoréme 2.3.1

La démonstration est une simple généralisation du cas précédent. La matrice de
transition est, cette fois, de la forme

Q:TX1®TX2®..'®TXP

avec, pour tout entier ¢ entre 1 et p et pour tout k entre 1 et N — 1,

Tx,(k, k) = cio,
Tx,(k,k+1)=c1,
T, (k+1,k) = ci_1,
Tx,(u,v) =0 si|lu—v| > 1.

Nous définissons toujours par A, les matrices diagonales telles que (Ax;,),,. = Ax; (k)
avec

k+1
Ax, (k) = 2,/¢; 1¢i 1 cos <N+2 )
On définit ensuite Px, = I'x; n4+1 QZ avec

5 () = 2 SR+ D) _
(Qz)jk—vk(])— N2 N2 , i=0,...N,k=0,...N

et ol les matrices I'x; n1 sont les matrices diagonales de termes diagonaux +; avec

Cj —
Y = o L. Pour tout entier 7 compris entre 0 et p, nous pouvons alors définir les
7‘7

matrices J;(c;,—1, ¢;,1) par
Ji(ci—1,¢i1) = PXZ.AXZ.P)_S.

On a alors, pour tout entier ¢ entre O et p,

Tx, = ciol + J(ci—1,¢i1) = Px,(coiln + Axi)P)_(j.
En posant, comme précédemment, T}Q =cioly+Ax,ona

Tx,® - @Tx, = (Px,® - ®Px,) ® (T&1 ®-~-®T)’(p) ® (P)}}@m@??;(;).

Puisque I’on a toujours

(Px, @+ @Px,) @ (Pxl @@ Px!) = Iiviap,
on peut écrire

B -1
(Ivsy — Q) = (Px, ®- - @ Py,) (](N+1)z — T, ®T§(p) (P;(} ® ---®7>;(1) .

Finalement, si
Inrye = Tx, @ @ Ty, =Ty,

on obtient

TN = Iivs1ye — (Cr0lnvg1 +Ax,) @ -+ @ (epoln + Ax,).
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En développant, nous obtenons vient que 7, est la différence de la matrice I, (N4+1)» €t
de la matrice diagonale par blocs dont la diagonale est constituée des N + 1 blocs

(coq + /\Xl)(TEQ @ @Tx).

Ceci revient a dire que 7, est une matrice diagonale (N + 1) x (N + 1) telle que

P
(Ta)nn = 1= [ ] (cio + Ax, (k)
i=1
avec
h=(N+1)P "k +(N+1)P 2k + -+ (N +Dkp_1 + kp.
Les mémes calculs que dans le cas de deux particules donnent alors le résultat analogue
énoncé.

6. Démonstration des résultats de la section 2.1

Exposons brievement le plan de la démonstration.

6.1. Plan de la démonstration
Les notations sont celles du théoréme 2.1.3. La démonstration se fait en cinq points.

(i) On utilise les deux lemmes techniques suivants: le lemme 2.1.1 et le lemme
6.1.1, énoncé ci-apres. Nous introduisons maintenant une notation. Si {ay, } ke{l,...,N+1}
est une suite de N + 1 nombres réels, on note diag(ax) la matrice diagonale dans
laquelle ay est le terme situé sur la ligne £ et la colonne k, pour 1 < k < N + 1.

Lemme 6.1.1. Soient a, b deux réels tels que ab > 0. On pose ¢ = signe(a + b).
On considere la matrice réelle J(a,b) d’ordre (N + 1) x (N + 1) introduite dans Ia
définition 2.4.1. Alors J(a,b) est semblable 4 J(ca,ea) ot & = \/ab. La matrice
J(a, b) est donc diagonalisable sur R et on a

, k41 B
(32) J(a,b) = P, pdiag <2€a cos <M7T>> Py ke{0,....N},
ouPyp = Dy QT avec

Dap = diag((M)k+l), kel{0,...,N}

Qij = \/NTHsin <W> , (i,5) € [0, N]?.

La matrice Q est orthogonale, de sorte que 73;; = QD(;;.

et

Les points (ii), (iii) et (iv) ne concernent que le cas V # {(0,0)}.

(i) On détermine le symbole de la matrice de Toeplitz I — Q (Voir I’équation (4))
associée a la marche aléatoire déterminée par la figure 1 et les hypotheéses du théoréme
2.1.3 et on le décompose conformément a la définition 3.1.1.

(iii) On montre comment le théoreme 3.1.5 permet le calcul des potentiels.
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(iv) On calcule effectivement les potentiels.

(v) On traite les deux cas du point V = {(0,0)} du théoréme 2.1.3.

6.2. Premier point

Démonstration du lemme 6.1.1. Notons {eg, ..., ey} labase canonique de RV +1
dans laquelle J(a, b) représente f, un endomorphisme. Alors f est représenté par la

matrice J(ea, a) dans la base {\eg, A2eq, ..., AN Flen} ot A = \/b/a. On en déduit
que J(a,b) est diagonalisable et que I’on a

J(ea,ea) = P71J(a,b)P.

Diagonalisons J(a,b). On peut écrire J(sov,ea) = 2eaJ(1/2,1/2), ce qui permet
d’écrire (voir [18], p. 239):

J(ea,ea) = QTdiag(\*)Q, ke {0,...,N}

ou

~ 2 . J+1 .
Qij = N+251n<N+27T(z+1)>.
On doit remarquer, en effet, que les vecteurs colonnes v; de Q forment une base or-

thonormée de RV*! avec la métrique standard, de sorte que la matrice Q est orthogo-
nale. On en déduit I’équation (32). O

Démonstration du lemme 2.1.1. Supposons 1’hypothése (9) vérifiée et notons z1
et x9 les deux racines de g (X): elles sont nécessairement réelles. En effet, posons z
la quantité

E+1 \? k+1
1—co—2y —4 2/
( Co C1C5 COS N T 27‘(’) (03 + C2C4 COS N B

k+1
24/ .
71') (07 + CgCg COS N 277)

Alors on a
z > (1—co—2y/cies)? — 4(cs + 24/cacq) (7 + 24/CoCs)
> (1—60—61—65) —4(CQ+03+C4)(C7+06+08)
2
= (62 +c3+ 64) — (C7 + cg + Cg))
> 0,

I’avant-derniere inégalité provenant de 1’inégalité arithmético-géométrique. Supposons
maintenant que I’hypothese (10) est vérifiée. Un calcul direct montre que si I’on pose

k+1
= c3 + 2y/cocy COS <N+ 5 >

alors
1

(1—a)(l—as) = D((cs-l-Q@cos(N—i_lQ ))-l—(w-l—?@cos(%ﬂ))

)

k+1
<(co +c3+cr — 1) +2(y/caca + /escs + y/c1cs) cos (NL—FQW> )

STERSS
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Compte tenu de (10) et de (9),ona D > O et
N < = ((Vez + Ve + (vVer + Vas) + (Ve + Ve)?) < 0.

Inversement, si pour tout N € Nettout k € {0,..., N}, 1 sépare les racines, alors en
utilisant les notations précédentes, N et D sont de signes opposés, suivant la remarque
2.1.2. Comme N < 0, alors D > O etona c3 + 2,/cacqx > 0 pour tout x € (—1,1).
On en déduit que c3 > 2,/cacy. O

6.3. Deuxieme point
Avec I’ordre défini sur Ry et les notations de I’équation (3), la matrice de transition
qui correspond aux probabilités explicitées dans la figure 1 est définie par

Qii = Qoo =col +J(c1,¢5), i=0,...,N,
Q’Lﬂ'-i-l :Qo,l :CSI+J(02aC4), i:O)"'aN_]-a
Qii—1= Q1o =crl+ J(cs,c6), i=1,...,N.
Le symbole associé a la matrice de Toeplitz [ — O (Voir I’équation (4)) est donné par
(33) F= _QLO)_( + (I - Qo,o) - QO,IX'
Notons I 41 la matrice identité d’ordre /N + 1. On pose
diag(v*t1)Q s’il existe (o, B) # (0,0) € V,
IN-‘rl siV = {(07 0)}a

ol Q est la matrice donnée dans le lemme 6.1.1 et y est défini par la condition (2) des
hypotheses du théoréme 2.1.3. Le lemme 6.1.1 permet d’écrire directement la factori-
sation

F = Pdiag (pi(x. X)) P~

ou

- k+1 _
(X, X) = — <C7+2\/@cos <N+27T>)X+<1—CO)

k+1 k+1
—24/ — 2./ —_— .
C1C5 COS <N+27T> (Cg+ CoC4 COS <N+27T>>X

On a pr(x, X) = —xqr(x) ot g est le polyndme défini dans le lemme 2.1.1. Ce lemme
(avec ses notations) nous fournit la factorisation suivante de py(, X):

c3 + 2./cocy cos (%TI‘)
(

g

(34) Pe(X, X) = L= Bex)(1 — arx)-

Posons A,;l (N) pour le premier facteur du produit ci-haut. Ceci conduit a la factorisa-
tion du symbole F'. On a F' = (GG en posant
{ Gy = Pdiag(1 — asx)P~!,

(33) Gy = Pdiag (A, (N)(1 - 6,0))P", s € {0,..., N},
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On pose, pour la suite du calcul:
Gy =1—Wix avec W; = Pdiag(as)P~ !,
(36) Go = (I — Wax)B avec Wy = Pdiag(8s)P~ !,
B = Pdiag(A;1(N))P~L.

6.4. Troisieme point
On considere 1’application bilinéaire A définie par

A L3, (T) x L3, (T) —  Mny(C)
(M, M") — [y MM"™do.

L’application A vérifie les trois propriétés suivantes:
(@ A(M*,M~)=0lorsque M* € H et M~ € H™,
(b) A(M,M") = A(M', M)* lorsque M € My et M' € My,
() A(MA,M'") = A(M, M’ A*) lorsque M € My, M’ € My et A e My.

Si I est la matrice identité d’ordre N 4+ 1, nous posons alors
(37) A<TN(F)_1Xk, IXZ) = (T)r — (12)w
ou, compte tenu du théoreme 3.1.5, on a

(T1)k = A(W+(XkG2_1)G1_17 XZI)

et

(o) = A<7T+ [(Hy M) ®N] GflaXlI>

Hy=1-Hg Hoyet M=y (m (Xngl)éN).
Posons, de plus,
x— 1 *
Ny =74 (7r+ (XlGl )<I)N).

Les propriétés de A énoncées ci-dessus permettent d’obtenir directement le lemme sui-
vant.

Lemme 6.4.1. On a les deux équations suivantes:
(38) (M = A(m (F63t) me (NG ),
(39) (L) = A (Hy' My, Ni)

Les équations (38) et (39) définissent respectivement le premier terme et le deuxi-
éme terme de la formule d’inversion du théoréme 3.1.5. (71 ) — (12)x; est le bloc (k, 1)
de la matrice des potentiels.
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6.5. Quatrieme point

6.5.1. Evaluation du premier terme de la formule d’inversion
Conformément a I’équation (38) du lemme 6.4.1, évaluons la projection

T ("Gy ).

Avec les notations (36), on a

[eS)
Xngl — B—l Z W2st—s.
s=0

D’ou
k k
7T+(XkG2—1) — Bfl Z W23kas — Bfl Z WQk_SXS'
s=0 s=0
De méme,
1 ! l
7T+(Xl 1 )= ZWf e
s=0

Ainsi,

k l
(T = A(B-lzw;—5xs,zwr”xs)
s=0 s=0
k [
S
Ts:() s=0

min(k,l)
= BT'WEW] > (W)~

s=0

On en déduit que
: -1
(T = B~ WIWS (1= (Wawg)~ i) (1 — (wiwa) ™)

ce que I’on peut écrire, pour s = 0,1,..., NV,

1— (asﬁs)1+min(k,l) > } Pfl.

(40)  (Ty)w = Pdiag {AS(N)laﬁﬁf(asﬁs) min(nl) < )

6.5.2. Evaluation du deuxi¢me terme de la formule d’inversion
Effectuons le calcul de

T+ <7T+ (XkG2_1> (iN> = Mj.
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Ona
o ($6st) = e (FBTN - wn) )
k
= m (BT Y Wi
q=0
k
—_ B—l Z quk—q
q=0
k
_ B—l Z W2k—sXs
s=0
Ceci donne
) k
e (Y6rt) @, = (B—l > W2’“x8> XTI = x W) B(I = Whx) ™!
s=0
k
_ (Zwéc 5.8 Zwk’-l—l S, ,8— 1) (I_WIX) 1XN+1

s=0
x* — W2k+1>2) XN“ (I —Wix)™!

[e.e]

<
_ (Xk_Wk+l )ZWS s—(N+1)
(

s=0

(0.0
FN1 W2k+1>2(N+2)) Z Wex®
s=0

S WD gk 3 eV,
s=0 5=0

On peut donc écrire

M, = Z Wlsxk-l-s—(N—l-l)_WQkJrl Z WlsXs—(N+2)
s=(N+1)—k s=N+2

0 0
_ Z Ws '+ N+1—k s Wk+1 (Z WIS'-H\H-QXS’)

s'=0 s'=0
W1N+2 <Wf(k+1) _ W2k:+1) G1—1‘

Posons, a partir de maintenant, M = M kGl_l avec

My =W+ (w650 ety
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Continuons les calculs correspondant a la formule d’inversion.

Hq)N (Gl_l)

Par conséquent,

On a alors

(G XM GGy
m (X"6y?)

T (XN-HB—l Z WQS)_(S>

s=0
00
Z W2S>ZS—(N+1)
5*N+2

Z

W2N+2xG2_ .

5+N+1

W2]V+2 >—<G2—1>ZN+1G2G1—1)

e

WN+27T+ (Z Wlsxs(NJrQ))

s=0

s

+
s (

N+2
W2

oo
W2]V+2 Z WisXs—(N+2)
5—N+2

W2N+2 Z

W2N+2W1N+2G1 L

WS +N+2 s’

(I = Hoy Hay) ™" My = (1= WEF2w ) T wrver (w00 ) g,

Calculons maintenant

Ny =my <7T+ (XZG’{_1> <I>}‘V> .

On a

T+ (XZGT_1>

0
= T4 (XIZWTSXS>
s=0
l
= D> WP
s=0
l
_ Z Wl*l—s’Xs"
s'=0



P. Rambour et J.-M. Rinkel 95

Ceci donne

l
(e ey = WV es G
s=0

l
= > Wit — W) (@)
s=0

l
_ (ZWI*ISX:;—(N—&-I Z *l s+1 s N+2)> (GS)—I
s=0
_ (leNfl _ (Wl*)l+1X7(N+2)> (G5)~!

Nous pouvons maintenant calculer /V;. On a

N = 7y (le(NJrl)G;fl) B W1*l+17f+ (Xf(zvu)G;ﬂ)
— (B*)—1ﬂ_+ <Xl—(N+1) Z X9W2*S> _ Wl*lJrlB*flﬂ__i_ <X—(N+2) Z X9W2*s>
s=0
o0
_ (77 ( Xs+l (N+1)W*S> _ W{‘l“mr <Z X5N2W5s>>
s=0
_ ( Z s+l (N+1) WQ*S Wl*l+1 Z XS(N+2)W2*S>
=N+ s=N+2
_ (Z *(N+1-0)+s' Wl*l+1 Z XS’W;N+2+S/> )

On a finalement
(W*N—H lG; 1 W*l+1W;N+2G;—1>

ou encore
N, = W;NHG;A (Wz*f(Hl) _ Wl*(lﬂ)) .

11 reste alors a calculer le produit A (Gl_l, G’2‘*1). Ona
Aerhes) = / GGy do

T

= [ o)
T

:zﬂ/ZﬂﬂW@@

T 'pa
= B_1 Z (W1W2)p

p>0
= B (1-WiWy)!
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En conclusion, il vient, en posant C' = W1 Wa,
(L) = B ((I-CN?)1 - ) ey Dy
'(I _ Ck-i—l)(I _ CH_I).
En remarquant que C' = Pdiag(as3s)P ! et que B~ = Pdiag(A(N))P~L, on peut

écrire

(T = Pdiag{Asw) (1 (@B)¥ ) 7 (1 - ) (au8) V2

.a;(kﬂ)ﬁ;(lﬂ) (1 _ (asﬂs)kJrl) (1 _ (asﬂs)lJrl) }771
et

D (1= (@s8:)" ) (1 = (@s85)") N+1—k gN+1-1 -1
4l (T),, = Pdiag {AS(N) 0= (05072 (1 — auf) o Oy P
6.5.3. Expression des potentiels
Supposons que k£ < [. On évalue la différence (71)x; — (T2)k; en utilisant les
équations (40) et (41). On obtient

P H((T)w — (T2)w) P
k1 BV (1 — (. B.) !
diag{AAN)as’“ﬁsl (%) ((asﬂs)l( Ba)"T (1~ (sP) ))}

1—asfs 1-— (Ozsﬂs)N+2

1- (asﬁs)kJrl
1 — asfs >

(asfBe)' = (asBe) NP — (asB) M 4 (s B)VHH?
1- (asﬁs)NJr?

a; "B (s Bs)!
(1 - asﬂs)(l - (04363)

- diag{As(N)Otskﬁsl (

- dlag {AS(N) N+2 (1 - (asﬂs)k+1) (1 - (asﬁs)Nleil)} s

et on conclut.

6.6. Cinquieme point

Les deux cas ou V = {(0,0)} correspondent a une marche sur une droite dans le
plan qui, compte tenu du choix de I’ordre des points nécessaire pour 1’expression des
matrices de transition, est une droite « verticale ». Dans ce cas, le polyndme ¢5(X) du
lemme 2.1.1 ne dépend pas de s et est égal a

q(X) =c7 — (63 + C7)X + 63X2.

Lorsque c3 # c7, les deux racines sont distinctes et 1 en est une racine. Mais le symbole
F = (G1 G4 est singulier car un des deux facteurs (G1 ou Go s’annule sur T. Ce résultat
est conforme a tout ce que 1’on sait sur les marches aléatoires en dimension 1 ou le
symbole est singulier.

Examinons le cas cg > c¢7. Avec les notations du lemme 2.1.1,

as=a=1, fs=0F=cr/ecs <1 et AgN)=1/cs.
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On définit alors un symbole régularisé F.(0) = G1,G2 avec 0 < r < 1 et
G1, = Pdiag(1 —r)P~,

voir I’équation (35). Avec ce symbole régulier, on a 1’égalité obtenue a la section 6.5.3
qui s’ écrit

(42) P ((T)ky — (To)w) P = diag 0,.(k, 1)

avece

—k -1 max(k,l) .
43) GT(k,l) - i ( r 37 rB) )) <1 _ (Tﬁ)l-i-mm(k,l)).

cg \ (1 =rB)(1—(rp)N+2

Ceci aboutit a 1’égalité (11), dans laquelle 6,(k,!) ne dépend pas de s et est remplacé
par 0,.(k,1); celle-ci s’écrit maintenant

N
. ) 2 Py . s+1,. . s+1 .
gn((i, k), (5,1) = N3l ’ Z@r(k,l) sin (m(z + l)w) sin (N T 2(] + 1)7r>

s=0
= 0:(k1)di;

puisque la somme est un produit scalaire de vecteurs d’une base orthonormée. On
conclut en utilisant le résultat suivant:

dont on trouve la démonstration dans [5], par exemple. Posons y pour min(k, 1) et v
pour max(k, ). On obtient I’égalité (12) avec

1+p 1+p N+1—v N+1—v
_ C —C C — C
H(k,l) :C?—lcé }/«( 7 3 )( 7 3 )

N+2 N+2
(cr —e3)(e7 72 —c3 ™)

Le cas c3 < c7 se traite de la méme maniere. L’équation (13) résume les cas c3 < cy et
cr < c3.

Le cas V = {(0,0)} et c3 = c7 donne lieu a un symbole singulier dont chaque
facteur G1 et G2 s’annulle sur le tore car « = (G = 1. La différence avec le cas
précédent est que 1’on régularise avec deux parametres r et r’. On obtient de fagon
analogue a I’équation (43) I’égalité suivante:

1 —kr—l¢ . r\max(k,l) '
(44) 9r,r/(k, l) _ L < rrr (7’7” ) )) (1 o (Trl)l—l—mm(k,l))'

ez \ (L—=rr)(1 — (rr)N+2

Cela nous donne I’expression 8(k, () de I’équation (14) par passage a la limite.

1 1
Oy (k1) —— Ok, 1) = N1

r—1

(14 min(k,1)) (N +1 — max(k,[)).

Par exemple, si ¢ = 0 et c3 = ¢; = 1/2, on obtient la remarque 2.1.4 et ceci acheéve la
démonstration du dernier point.
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7. Démonstration du théoréme d’inversion

7.1. Démonstration du théoréme 3.1.5
Notons ||Hg, ||2 la norme dans L%,,N(']I‘) de I’opérateur de Hankel Hg,, c’est-a-
dire

[Haollz = sup {] X616y ) ||V e HY o e HT
N

lellzz, o <L l¥lz, @ < 1}-

Notons do la distance définie par la norme |[|. ||z () et P[—y,x) le module sur I’an-
N

neau des matrices carrées complexes d’ordre N + 1 engendré par {x*I}_ N<k<N-La
démonstration du théoréme 3.1.5 résulte des lemmes 7.1.1,7.1.3 et 7.1.5 que voici.

Lemme 7.1.1. On a
1Hoyll2 < N IG1G3llrg, () doo (G5 G Prnw)-

La démonstration du lemme 7.1.1 s’inspire d’une idée d’Ibrahimov et Rozanov
(voir [8]) pour I’estimation de la norme d’un opérateur de Hankel dans le cas scalaire.
Avant d’en donner la preuve, voici un lemme technique que nous utiliserons.

Lemme 7.1.2. Soit N € N. Nous avons les inégalités de normes suivantes:

@5 WA Bz, m < My o IBlizm, A€ Li(T), B € LZ(T),
(46) |AB|1 < N||AJ1]|Blloc;, A € Mn(C),B € My(C),

@D IABly, @ < N4l Bl @ A€ L), B e Liy(T),
@8) 4Bl (r) < NIy, n)lBlig, m: A€ Li(T),B e L (D).

La preuve de ces inégalités classiques est laissée en exercice.

Démonstration du lemme 7.1.1. On a, par définition,

|Hoyllz = sup {\ (MGG ) s ()|

”‘P”L%N (T):l

pc H 9 €H+}.

HwHLiAN(T):l
Par ailleurs, pour tout ¢ € H~,% € H™ et pour tout polyndme Q € Py,
N — N * * — -
(X160 a oy = NTHEWG6I6), GG )
N N
(49) = (MGG, GG - Q)
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car o*G1G3 € H et |Q)? € P_n,n]- L'équation (49) et I’équation (45) du lemme
7.1.2 permettent d’écrire

Hayle <inf 65765 =GP, sw [ ¢ vGiG3luder

Il IL?\AN(T):

HwHL?VINGT):l
Ainsi, en utilisant 1’inégalité de Holder, on obtient

[ pG1Gsll1 < N||G1Gsll ™ [l1 < N[[G1G3|oc-
On peut donc écrire
2 * *—1 ,~v—1
[Hayll2 < N* [G1G3 Lz, (m) doo(G3 G Plonv)

eton conclut. [

Avec des notations analogues, on obtient le lemme suivant.
Lemme 7.1.3. On a
* *—1  ~—
[Hg M2 <N ||G1G2”Lj’\°j[N(’]1‘) doo (GG I,P[—N,N})-

La preuve du lemme 7.1.3 est identique a celle du lemme 7.1.1.
Corollaire 7.1.4. Supposons que I’'une des hypothéses suivantes est vérifiée:
(50)  Jim doo (G5 Gy " Powwy) =0 et N2doo(G77'GT', Pl est bornée,

(51 A}im doo(G”{*lGl_l,P[,N’N]):O et NQdOO(G;*lGQ_I,P[,N’N]) est bornée.

Alors [|Hg Heo |2 < 1 pour N assez grand. Dans ce cas, 'opérateur I — Hg Heg
est inversible.

Les conditions de régularité données par le corollaire pour la majoration de la
norme de H, . Hg , par 1 ne sont pas tres restrictives et sont vérifiées dans 1’application
donnée dans cet article. Le corollaire précédent permet d’établir le lemme suivant.

Lemme 7.1.5. Supposons vérifiées 1'une des deux hypothéeses (50) ou (51) du
corollaire 7.1.4. Posons, pour tout polynéme QQ € Py,

Gy.r(Q) =1 (QGy NG — my (MY - X(Q))®N) GT Y,
X(Q) =y (7 (QGy ).
Hy=1-Hg Ha,.
Alors
GNyp(PN) C Pn.

Corollaire 7.1.6. Si I’une des hypotheses (50) ou (51) est vérifiée, alors pour tout
polynéme QQ € Py, on a

(52) Ty (F)(Gy,r)(Q) = Q.

La preuve du corollaire 7.1.6 se fait a partir du lemme 7.1.5. Admettant pour le
moment ce dernier, établissons la preuve du corollaire 7.1.6.
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Démonstration du corollaire 7.1.6. Tout d’abord, le lemme 7.1.5 nous indique
que I’égalité (52) a un sens. Montrons maintenant qu’elle est vraie. Pour tout polyndme
@ de Py, posons G, p(Q) = A — B avec

AQ) =7+ (QGy )G et BQ) =my ((Hy' - X(Q) @) G1
Avec ces notations, on a d’une part 7, (F)(A(Q)) = Q. En effet, pour tout P € Py,
on a
(T, (F)(AQ)),P) = <7r ((ﬂ+(QG_1)Gf1)G1G2),P> (car F = G1Go)
<7T+(QG 1)Gs, P)
= <Q 2 77T+ PG2>>
= (QGy',PG3) (carGse HY)
(@, P).

D’autre part, pour tout polynéme Q € Py, ona T, (F)(B(Q)) = 0. En effet, pour
tout P € Py,
(Ty(F)(B(Q)),P) = (my ((Hy - X(Q))®n) G, P)
(Hy' - X(Q )<I>N,PG2)
= (Hy' - X(Q),PX"M'GY)
0

car
Hy' - X(Q) e H" et PXN TG e H™

puisque PVl € H= (P € Py)etG; € H™ (G1 € H™ par hypothese de régularité).
Ceci acheéve la démonstration du corollaire 7.1.6. O

Démontrons maintenant le lemme 7.1.5.

Démonstration du lemme 7.1.5. Désignons par P;H * T’orthogonal de Py dans
H. Pour tout Q € Py, Gy r(Q) appartient 2 H . 1l suffit donc de montrer que pour

L
tout Q1 € Px™"" et pour tout Q € P,

(53) (GNr(Q), Q1)L

MM
. ’ . N J_
Ceci est équivalent & demander que pour tout Q1 € Py " et pour tout ) € Py,

(54) (ri(HY - X(Q)2N)GT!, Q1) = (7 (QG;)GT!, Q1)

Nous allons maintenant établir cette derniére égalité. Evaluons le terme de gauche de
I’égalité (54). En se souvenant que 74 est autoadjoint et en remarquant que 1’on a
Hy' (¢) € HT, on obtient

(mi(HY - X(Q)@N)GT Q1) = (Hy' X(Q)2n, 7 (@1GTH))
= (M3 X (@) (T (@GR )
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Notons H F le transposé de I’ opérateur H &) et Hg ~ le transposé de I’opérateur Heg .

Exprimons 74 (7@(@1 Gfl*)CD*N) a I’aide de ces opérateurs. On a
o (m (@GT) 0%) = m (@G ey - (@G oy

— (Qlaflqﬁv) . (w,(Qle’l(Q)qu;*N))q)jV)
puisque <I>*N<I;* ~ = 1. Finalement,
(55)  mi (e (QUGT™) @k ) = 71 (QIGTT'OK) — Hay g, (QiGT'0%).
Posons maintenant, pour tout o € H* et tout m € N,

Am(p) = <Z (Hg, Hoy) o, m (QGi'®%) — HoyHy  (Q1G}~ 1©N)>

s=0

Dans la suite de la démonstration, nous posons A () = limy,,—co Am(p). Nous
allons calculer de deux fagons différentes A, (X (Q)), ce qui nous donnera 1’égalité
(54). Montrons tout d’abord 1’égalité

(56) Aco(X(Q)) = (1 (Hy' - X(Q)ON)G1, Q1) -

Ecrivons

(4 (Hy' - X(Q@N) G, Q)
= (3 X(@.me (@61 7Y) 23
<va1 - X(Q), 7y (m (QlGﬂ{—l) @2»

= lim<

- nlznoo< (Hap Hoy)' X(Q)omy (@167 0%) — oy Hy, (16T 1<I>*>>
s=0

(Hg Hoy)" X(Q), 7y (my (1GFTY) q’}kv)>

ANGERRNGE

d’apres 1’égalité (55). Ceci nous donne donc 1’égalité (56). Nous allons maintenant
obtenir une deuxie¢me expression de A (X (Q)). Avant tout, remarquons que

m
(H&)Nqu)scp e HT.
s=0

Considérons les égalités

Al = <Z(H¢NH@N)S%Q16’{‘1¢>* — Hay\ Hy, (QiG}~ 1<1>*>>
szom m+1
= <90)Z(H‘I>N ) (QIG* 1(b* Z (HCDN ) QlG* 1(I)N)>
s=0

= (piGr s~ (fouf5,)" (QlG’{lé}‘v)>-
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Compte tenu des lemmes 7.1.1 et 7.1.3 ainsi que des hypotheses (50) et (51) on a, pour
N assez grand, ||He Hg |l2 < 1 de sorte que I’on a finalement

(57) Aso(0) = (. Q1GT DY ) -
Ceci s’écrit, en remplagant ¢ par X (Q),
(58) Ax(X(Q)) = (X(Q),1GT ' ®Y) .

Aussi, en remplagant X (@) par sa valeur, nous obtenons

A(X(Q) = (74 (m4 (@167 )N), QG0 )
Puisque Gy et G commutent, on a aussi
QiGN = Q1G5 N

. 1 Yo _ .
Enfin, 'hypothese Q1 € Py " permet décrire que Q1 YNt € H*. Donc, on a aussi
que Q1G5 XVt et Q1G®%, appartiennent 2 H . Tout ceci implique

(59)  A(X(Q)) = (7 (@G5 )N, Q1G] By ) = (my (1G5 )G, Q1)

Les égalités (56) et (59) permettent de conclure. [

8. Cas des transitions non bornées

Démontrons la proposition 3.2.1. Conformément a la section 1.3, la matrice de
transition associée a cette marche aléatoire est une matrice carrée par blocs d’ordre
(N + 1)? et de terme général la matrice carrée P; ; d’ordre N + 1 telle que

Pij = Pyy sii—j=i—j,
P =0 sii < —p,
P; = diag(d;) pouri > —peti # 0,

Py = doIN + J(C_l, Cl).
On notera donc P;_; le bloc F;;. Le symbole correspondant est
N .
-2 P
i=—p

On a donc, par une démarche analogue a celle de la section 6.2,
(60) F(0) = Pdiag(pe(x))xP~"
avec

P=DTQ, ouD= diag(, Vo 1C1k+1>k et Q est donné dans le lemme 6.1.1,
pr(z) =1—2,/c_ 1clcos< ) Zivp diz'.
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Les polyndmes py(z) admettent exactement p zéros a I’intérieur du disque unité. En
effet, si |[z| = 1,ona

2./c_ 1clcos<N+2 >+Zdz

< cata+ )y di

< 1.

Par conséquent, d’apres le théoreme de Rouché [1], le nombre de zéros a I’intérieur du
disque unité est égal au nombre de pdles a I'intérieur de ce méme disque et ce nombre
est p puisque 0 est pole d’ordre p. Ainsi, pour tout & € {0,1,..., N}, il existe une
famille de complexes de module inférieur & 1, {zy i }ieq1,... p} tels que

p

2Ppr(z) = H(z — o) hi(2).

i=1
On déduit les factorisations successives
P

pr(x) = (1 — zr.i%) P (x)

i=1
et finalement F'(6) = G1G2 avec
G1 = Pdiag(hx(x))P '€ H"
et
P
G2 = Pdiag <H(1 — x/w)Z)> PleH.
i=1

Les calculs de I’exemple 3.2.2 étant directs, nous donnons sans détail les résultats sui-
vants. Notons xj, la racine du polynéme

1—-2/c_ X“—|1-2\/c_ X
< c 1clcos<N+27T>>p ( c 101COS<N+27T>> +4q

comprise strictement entre 0 et 1. On obtient ainsi

G1=I—W1(X) et GQZ(I—WQ )Z)B

. . _1
Ws est la matrice constante Pdiag(xy) P,

B est la matrice constante Pdiag(p/qxs )P~ L,

W1 = Pdiag (q:ck. (1 — 2,/¢_1¢7 cos (]Ifffz )>)k7)_1$'

Ceci montre que la propriété D, est également vérifice.

Remerciements. Nous tenons a remercier 1’arbitre de cet article pour I’intérét qu’il
a porté a notre travail et pour ses remarques constructives.
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