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TOPOLOGIE SUR D’ENSEMBLE DES PARTIES
POSITIVES D’UN RESEAU

CEDRIC BONNAFE

RESUME. Nous définissons une notion de partie positive d’un réseau A et mu-
nissons I’ensemble de ces parties positives d’une topologie. Nous étudions ensuite
quelques propriétés de cette topologie, en la comparant a celle de V* /R, ol V* est
I’espace vectoriel dual de R ®z A.

ABSTRACT. We define a notion of positive part of a lattice A and we endow the set
of such positive parts with a topology. We then study some properties of this topology,
by comparing it with the one of V* /R~ o, where V* is the dual vector space of R®z A.

Introduction

Fixons dans cet article un réseau A et posons V = R ®7 A. Une partie X de A est
dite positive si A = X U (—=X); X + X C X; et X N (—X) est un sous-groupe de
A. Le but de cet article est d’étudier I’ensemble Pos(A) des parties positives de A, et
notamment de le munir d’une topologie, ceci de facon fonctorielle.

Nous définissons notamment deux applications continues 7 : Pos(A) — V*/Rsq
et Pos : V*/R.o — Pos(A) et nous montrons que 7 o Pos = Idy/g_,. De plus,
Pos induit un homémorphisme sur son image, et celle-ci est dense dans Pos(A). Ces
propriétés sont résumées dans le théoréme 2.12.

Nous terminons cet article par une étude des arrangements d’hyperplans dans 1’en-
semble Pos(A), en montrant notamment que I’intuition classique sur les arrangements
d’hyperplans réels reste valide.

Ces résultats seront utilisés ultérieurement par 1’auteur pour étudier le comporte-
ment des cellules de Kazhdan-Lusztig lorsque les parametres varient [1]; voir la section
4 pour une explication légerement détaillée.

1. Parties positives d’un réseau

Le but de cette section est d’étudier I’ensemble des parties positives de A. Nous
munirons cet ensemble d’une topologie dans la section suivante.

Recu le 9 juin 2008 et, sous forme définitive, le 13 mai 2009.
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1.1. Définitions et préliminaires
Une partie X de A est dite positive si les conditions suivantes sont satisfaites :

(P1) A =X U (-X);
P) X+ X CX;
(P3) X N (—X) est un sous-groupe de A.

Nous noterons Pos(A) I’ensemble des parties positives de A. Donnons quelques exem-
ples. Pour commencer, notons que A € Pos(A). Soit I" un groupe totalement ordonné
et soit ¢ : A — T" un morphisme de groupes. Posons

Pos(p) = {A € A|p(A\) =0} et Post(p)={Ae A|p()\) >0}
Alors il est clair que
Ker ¢ = Pos(¢) N Pos(—¢) = Pos(p) N — Pos(p)

et que
(1) Pos(p) est une partie positive de A.

Lemme 1.1. Soit X une partie positive de A. Alors,

(a) —X € Pos(A);

(b)) 0e X;

(¢) Sixe Aetr € Z~g sont tels que rA € X, alors A € X;

(d) A/(X N (—=X)) est sans torsion.

Démonstration. L’énoncé (a) est immédiat. D’autre part, (b) découle de la pro-
priété (P1) des parties positives, alors que (d) découle de (c). Il nous reste a montrer
(c). Soient A € Aetr € ZsgtelsquerA € X. Si A € X, alors —\ € X d’apres la
propriété (P1). D’ou A = rA + (r — 1)(—\) € X d’apres (P2), ce qui est contraire a
I’hypothese. Donc A € X. O

Nous allons montrer une forme de réciproque a la propriété (1). Soit X € Pos(A).
Notons cany : A — A /(X N (—X)) le morphisme canonique. Si ~ et 7" appartiennent
aA/(XN(—X)), nous écrirons v < x 7' 8’il existe un représentant de ' —~ appartenant
a X. 1l est facile de vérifier que v < x 7' si et seulement si tout représentant de ' — ~y
appartient 2 X. On déduit alors facilement des propriétés (P1), (P2) et (P3) des parties
positives que (A/(X N (—X)), <x) est un groupe abélien totalement ordonné et que

X = Pos(cany).

1.2. Fonctorialité
Soit o : A’ — A un morphisme de groupes abéliens. Le résultat suivant est facile a
démontrer.

Lemme 1.2. Si X est une partie positive de A, alors o' (X)) est une partie positive
de \.

Démonstration. Soit X € Pos(A). Posons X’ = o~ !(X). Nous allons montrer
que X' € Pos(A’). Premierement, on a

XU(X)Y=c'(XU(-X))=0c1A) =N\
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Deuxieémement, si A’ et p sont deux éléments de X', alors o(\') et o (1) appartiennent
a X. Ainsio(N)+o(y') € X. End’autres termes, N+’ € X', etdonc X'+ X’ C X',
Enfin,ona X' N (—X') = o~ 1(X N(—X)), et par conséquent I’ensemble X' N (—X")
est un sous-groupe de A’. O

Corollaire 1.3. Soient A’ un sous-groupe de A et X une partie positive de A. Alors
X N A’ est une partie positive de A.
Sio : A’ — A est un morphisme de groupes abéliens, nous noterons
o*: Pos(A) — Pos(N),
X — o H(X)
I’application induite par le lemme 1.2. Si 7 : A” — A’ est un morphisme de groupes
abéliens, il est alors facile de vérifier que
(too) =c"o71".
1.3. Conséquences du théoréme de Hahn-Banach
Soit X est une partie positive de A. On pose X = X \ (—X). On a alors
() A=XU(X)=XTU(-X)=XTUXnN(=X)U(-XT),
ol U désigne 1'union disjointe. De plus, si ¢ : A — T' est un morphisme de groupes
abéliens et si I' est un groupe totalement ordonné, alors
Pos™ () = Pos(p)*.

Si ¢ est une forme linéaire sur V, nous noterons abusivement Pos(i) et Pos™ (¢) les
parties Pos(¢|a) et Post(p[) de A.

Lemme 1.4. Soient X une partie positive propre de A, I un groupe abélien to-
talement ordonné archimédien et ¢ : A — T" un morphisme de groupes. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(@) X C Pos(p);
(b) X+ C Pos(p);
(c) PosT(p) C XT;
(d) Post(p) C X.

Démonstration. Il est clair que (a) implique (b) et que (c) implique (d). Montrons
que (b) implique (c). Supposons que (b) est vérifiée. Soit A\ € A tel que () > 0
et supposons que A &€ XT. Alors, d’apres (2), A € —X. Or, si u € A, alors il
existe k € Zso tel que p(pu — kX)) = p(u) — kp(A) < 0 (car I" est archimédien).
Donc i — kA € X+ d’apres (b). Ainsi 4 — kX € —X d’apres (2), et par conséquent
= (u—FkN + kX € (—X). Donc A C —X, ce qui est contraire a I’hypothese.

Montrons que (d) implique (a). Supposons que Pos*(¢) C X. En prenant le
complémentaire dans A, on obtient (—X ) = (—X)* C Pos(—¢) et donc, puisque

(b) implique (c), on a Pos™ (—¢) C —X . En reprenant le complémentaire dans A, on
obtient X C Pos(p). O

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant.
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Lemme 1.5. Soient \1,...,\, des éléments de A et supposons que (t1,...,ty)
est un n-uplet de nombres réels strictement positifs tels que ti\1 + -+ + t, Ay, = 0.
Alors il existe des entiers naturels non nuls ry, ... ,ry telsque r1 A1 + - - - +rpAy, = 0.

Démonstration. Notons S I’ensemble des n-uplets (u1, . .., u,) de nombres réels
qui satisfont
UL + -+ up A, = 0.
Ecrit dans une base de A, ceci est un systeéme linéaire d’équations a coefficients dans Q.

Le procédé d’élimination de Gauss implique 1’existence de vecteurs vy, ...,v, € Q"
tels que
S={nv1+- - +zv | (x1,...,2,) ER"}.
En particulier, il existe x1, ..., x, € R tels que
(t1,. .. tn) = 2101 + -+ + TP 0.
Puisque ¢1, . . ., t,, sont strictement positifs, il existe 21, . . ., 2. dans Q tels que les coor-
données de vy + - - - 4 x].v, soient strictement positives. Posons alors (u1, . .., up) =

zjvy + -+ + zLv,. On adonc u; € Qo pour tout 7 et
UIAL + -+ -+ up Ay, = 0.
Quitte a multiplier par le produits des dénominateurs des u;, ou 1 < ¢ < n, on a trouvé
T1,...,Tn € Z~q tels que
A+ A, =0,
comme attendu. [
Théoreme 1.6. Soit X une partie positive de A différente de A. Alors,
(a) Il existe une forme linéaire ¢ surV telle que X C Pos(y);
(b) Siy ety sont deux formes linéaires sur V telles que X C Pos(p) N Pos(¢’),

alors il existe k € R tel que ¢’ = k.

Démonstration. Notons C™ I’enveloppe convexe de X . Notons que X ' (et donc
C™) est non vide car X # A. Nous montrons d’abord que 0 & CT. Supposons que
0 € CT. Nl existe donc \1,...,\, dans X et ty,...,t, dans R~ tels que

t1++tn:17

A+ -+t A, = 0.
D’apres le lemme 1.5, il existe 7y, ..., 7, € Zsotelsque miA; = —(reda+- - -+7rpAn).
Donc m A1 € X N —X; voir la propriété (P2). D’apres le lemme 1.1 (a) et (c), on a

A1 € X N —X, ce qui est impossible car A\; € X+ = X \ (—X). Cela montre que
0gCt.
L’ensemble CT étant convexe, il découle du théoreme de Hahn-Banach qu’il existe

une forme linéaire non nulle ¢ sur V telle que

CT C{AeV]p\)=0}.
En particulier,

Xt CCTNA CPos(p).
D’apres le lemme 1.4, et puisque R est archimédien, on a bien X C Pos(y). Cela
montre (a).



C. Bonnafé 15

Soit ¢’ une forme linéaire telle que X C Pos(y’). Posons
U={ eV |p\)>0ety'(\) <0}

Alors U est un ouvert de V. Fixons une Z-base (eq,...,eq) de A. Si U # &, alors il
existe A € Q ®z Aete € Q¢ tels que A et A + €eq, ..., A + €eq appartiennent tous
deux a U. Quitte a multiplier par le produit des dénominateurs de € et des coordonnées
de X dans la base (ey,...,eq), on peut supposer que A € A ete € Z~o. Mais il est
clairque UNX+T =g@etUN(—XT') = @. Donc U N A est contenu dans X N (—X).
Ce dernier étant un sous-groupe, on en déduit que ce; € X N (—X) pour tout 7. D’o,
d’apres le lemme 1.1 (c), e; € X N(—X) pour tout 7. Donc X = A, ce qui est contraire
a I’hypothése. On en déduit que U est vide, c’est-a-dire qu’il existe k € R+ tel que
¢ = k. Ceci démontre (b). O

Si ¢ est une forme linéaire sur V', nous noterons ¢ sa classe dans V*/R~ et
p: V¥ — V*/Ry la projection canonique. L’application Pos : V* — Pos(A) se
factorise a travers p en une application Pos : V* /R~y — Pos(A) rendant le diagramme

V*

JV Pos
p
V*/R>0 Pj) POS(A)

commutatif. D’autre part, si X € Pos(A), nous noterons 7(.X) 1'unique élément ¢ de
V* /R tel que X C Pos(¢); voir le théoréme 1.6. On a défini deux applications

V*/Rso —%> Pos(A) — > V¥/Rsq
et le théoréeme 1.6 (b) montre que
7o Pos = Idy«/g., -
Donc 7 est surjective et Pos est injective. En revanche, ni 7, ni Pos ne sont des bijec-
tions (sauf si A est de rang 1). Nous allons décrire les fibres de .
Proposition 1.7. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur V. Alors I’application
ig: Pos(Kerplp) — 7 '(9),
X — X UPos™(yp)
est bien définie et bijective. Sa réciproque est I’application
(@) — Pos(Kergly),
Y — Y NKeryla.

Démonstration. Montrons tout d’abord que 1’application i est bien définie. Soit
X € Pos(Kerp|A). Posons Y = X U Pos™(¢). Montrons que Y est une partie
positive de A. Avant cela, notons que

3) Y C Pos(yp).

(1) Dans I’alternative ot A € A, deux cas se présentent. D’une part, si () # 0,
alors A € PosT () U —Pos™(p) C Y U (-Y). D’autre part, si p(\) = 0, alors
A € Kery|p, donc A € X U (—X) C Y U(-Y) car X est une partie positive de
Ker ¢|a. Par conséquent A =Y U (-Y).
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(2) Soient A\, ;o € Y. Montrons que A + 1 € Y. D’une part, si (A + ) > 0,
alors A + p € Pos™(p) C Y. D’autre part, si (A + p) = 0, alors il résulte de (3)
que p(A) = @(u) = 0, donc A\, u € Kerp|a. En particulier, on a A\, u € X et par
conséquent A\ + € X+ X C X CY. AinsiY +Y CY.

(3) Enfin,onaY N(-Y)=XN(—X),donc Y N(—Y) est un sous-groupe de A.

Les points (1), (2) et (3) ci-dessus montrent que Y est une partie positive de A. L’inclu-
sion (3) montre que 7(Y) = @, c’est-a-dire que Y € 7~ 1(). Donc I’application i
est bien définie.

Elle est injective car si X € Pos(Ker p|p) alors X N Pos'(¢) = . Montrons
maintenant qu’elle est surjective. Soit Y € m~1(). Posons X = Y NKer ¢|5. Alors X
est une partie positive de Ker ¢| d’aprés le corollaire 1.3. Posons Y/ = X UPos™ ().
Il nous reste & montrer que Y = Y.

Tout d’abord, Pos™(¢) C Y car 7(Y) = @ par hypothese et X C Y. Donc
Y’ C Y. Réciproquement, si A € Y, alors deux cas se présentent. Si p(\) > 0, alors
A € PosT(p) CY'. Sip(A) =0,alors A € Y NKerg|y = X C Y. Dans tous les
cas, \€Y'. O

Remarque 1.8. 1l est facile de voir que 7~1(0) = {A}. Nous pouvons aussi
définir une application i : Pos(A) — Pos(A) par la méme formule que dans la propo-
sition 1.7 : alors ¢ est tout simplement 1’application identité mais on a dans ce cas-1a

7 1(0) # ig(Pos(A)).

Exemple 1.9. Si ¢ # 0 est une forme linéaire sur V, alors Pos(¢) = ig(Ker ¢|a).

Nous pouvons maintenant classifier les parties positives de A en termes de formes
linéaires. Notons F(A) I’ensemble des suites finies (1, ..., ¢, ) telles que, pour tout
i€ {1,...,r}, ;i est une forme linéaire non nulle sur R ®z (A N Ker ¢;_1), oll nous
avons posé g = 0. Par convention, nous supposerons que la suite vide, notée &,
appartient a F(A).

Posons d = dim V. Notons que, si (¢1,...,¢,) € F(A), alors r <d. Nous
définissons donc I’action suivante de (Rsq)¢ sur F(A) : si (k1,...,Kq) € (Rsg)? etsi
(¢1,--.,¢r) € F(A), on pose

(K1y - oy Rd) - (P1y -y 0r) = (K101, -« 5 Brpr).
Munissons R" de I’ordre lexicographique : c’est un groupe abélien totalement ordonné
et (¢1,...,%r) : A — R" est un morphisme de groupes. Donc Pos(¢1, ..., ¢,) est
bien défini et appartient a Pos(A). En fait, toute partie positive de A peut étre retrouvée
ainsi, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.10. L’application
F(A) — Pos(A),
¢ +— Pos(p)

est bien définie et induit une bijection F(A)/(R+q)? — Pos(A) (ot par convention,
Pos(@) = A).

Démonstration. Cela résulte immédiatement d’un raisonnement par récurrence
sur le rang de A en utilisant le théoréme 1.6 et la proposition 1.7. 0
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Si ¢ € F(A), nous noterons @ sa classe dans F(A)/(R=o)? et nous poserons
Pos(p) = Pos(¢). Comme corollaire de la proposition 1.10, nous obtenons une clas-
sification des ordres totaux sur A (compatibles avec la structure de groupe), ce qui est
un résultat classique [4]. En fait, se donner un ordre total sur A est équivalent a se
donner une partie positive X de A telle que X N (—X) = 0. Notons Fy(A) I’ensemble
des éléments (1, ...,¢,) € F(A) tels que A N Ker p, = 0.

Corollaire 1.11. L’application décrite dans la proposition 1.10 induit une bijection
entre I’ensemble Fo(A)/(Rso)? et I’ensemble des ordres totaux sur A compatibles avec
la structure de groupe.

Sio : A’ — A est un morphisme de groupes abéliens, les constructions de cette
sous-section sont fonctorielles. Plus précisément, si on note V' = R ®7z A, alors o
induit une application R-linéaire og : V' — V. Nous noterons ‘og : V* — V'*
I’application duale et ‘o : V*/Rso — V’*/R I'application (continue) induite. Il
est alors facile de vérifier que le diagramme

V* Reg 2 Pos(A) — " V* /Rug

oo o |

_
Pos i

V™ /Rsg —— Pos(A') —— V™* /R< g

. = —_ .
est commutatif (ot Pos et 7’ sont les analogues de Pos et 7 pour le réseau A').

2. Topologie sur Pos(A)

Dans cette section, nous allons définir une topologie sur Pos(A) et en étudier les
propriétés. Nous allons notamment montrer que la plupart des applications introduites
dans la section précédente (Pos, 7, i,...) sont continues.

2.1. Résultats préliminaires
Si E est une partie de A, nous poserons
UE)={X € Pos(A) | XNE =}

Si A1,..., A, sont des éléments de A, nous noterons pour simplifier U(A1,..., \,)
I’ensemble U({\A1, ..., A }). Si cela est nécessaire, nous utiliserons la notation Uy (E)
oulp (M1, ..., Ap). On aalors

UE) = (UN).

AEE

D’une part, notons que
4 U(D) = Pos(A) et UA) ={o}.
D’autre part, si (F;);c; est une famille de parties de A, alors

(5) (UE) =u (U E)

el el



18 TOPOLOGIE SUR UENSEMBLE DES PARTIES POSITIVES D'UN RESEAU

Une partie U de Pos(A) sera dite ouverte si, pour tout X € U, il existe une partie finie
E de A telle que X € U(E) etU(E) C U. Légalité (5) montre que cela définit bien
une topologie sur Pos(A).

Proposition 2.1. Si U est un ouvert de Pos(A) contenant A, alors U = Pos(A).
En particulier, Pos(A) est connexe. Si A # 0, alors Pos(\) n’est pas séparé.

Démonstration. Par définition, il existe une partie finie £ de A telle que U/ (E) soit
contenue dans Y. Mais on a forcément E = &, donc U = Pos(A) d’apres (4). D’ou le
résultat. Le fait que Pos(A) n’est pas séparé (lorsque A # 0) en découle : le point A de
Pos(A) ne peut étre séparé d’aucun autre. I

Exemple 2.2. L’espace topologique Pos(Z) n’a que trois points : Z, Z>q et Zg.
Sur ces trois points, seul Z est un point fermé, alors que Zx( et Z o sont des points
ouverts (en effet, {Z>o} =U(—1) et {Z<o} = U(1)).

I1 est clair que la topologie sur Pos(A) définie ci-dessus est la topologie induite
par une topologie sur I’ensemble des parties de A (définie de fagon analogue) : cette
derniére est trés grossiére mais sa restriction 2 Pos(A) est plus intéressante. Nous
aurons besoin de la propriété suivante des ensembles U/ (E).

Lemme 2.3. Soit E une partie finie de A. Alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(@) U(E) = o;

n
(b) Hexisten>=1,\1,...,\pn € Eetry,...,r, € Zxg tels qulei)\i =0;
i=1
(c) Il n’existe pas de forme linéaire ¢ sur V* telle que p(E) C Rsy.

Démonstration. S’il existe une forme linéaire ¢ sur V* telle que ¢(E) C R+,
alors Pos(—¢p) € U(F), et donc U(FE) # @. Par conséquent (a) implique (c). Sup-
posons trouvés Ai,..., A\, € Eetry,...,r, € Zsgtelsque riA; + - + 1A, = 0.
Alors, si X € U(E),ona—MXg,...,—\, € X. Mais i A; = —rodg—- - —1rp A, € X,
donc A\; € X, ce qui contredit I"hypothese. Ainsi (b) implique (a).

Il nous reste a montrer que (c) implique (b). Supposons que (b) n’est pas vraie.
Nous allons montrer qu’alors (c) n’est pas vraie en raisonnant par récurrence sur la
dimension de V' (c’est-a-dire le rang de A). Posons

C:{t1A1+-'-tn)\n|n21; A, Ay €A tl,...,tn€R>0}.

Alors C est une partie convexe de V' contenant E et, d’apres le lemme 1.5 et le fait
que (b) ne soit pas vraie, on a 0 ¢ C. Par conséquent, il résulte du théoreme de Hahn-
Banach qu’il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que p(C) € R>(. Posons
A = (Kerp)NAet E' = ENA. Alors Iassertion (b) pour E’ n’est pas vraie elle aussi.
Donc, par hypothese de récurrence, il existe une forme linéaire ¢ sur V! = RezA' C V
telle que ¢ (E’) C Rsg. Soit ¢) une extension de ¢) & V. Puisque ¢(F \ E’) C Ry,
il existe ¢ > 0 tel que p(\) + e»(A) > O pour tout A € E'\ E'. Or, si A € E, alors
©(A\) +e(A) =ep(N) > 0. Donc (p + ) (E) C Rsg. O

Si € est une partie de Pos(A), nous noterons € son adhérence dans Pos(A).
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Corollaire 2.4. Soit E une partie finie de A telle que U(E) # &. Alors
U(E) = Pos(A) \ (U Ll(—)\)).
\EE
Démonstration. Posons
O=JU(=x et F="Pos(A)\O.

AEE

Alors F est fermé dans Pos(A) et contient U(E). Donc U(E) C F.

Réciproquement, soit X € Pos(A) \ U(E). Nous devons montrer que
XeO.

Or, puisque Pos(A) \ U(F) est un ouvert, il existe une partie finie ' de A telle que
X € U(F)etU(F) C O. En particulier, U(F') NU(E) = @. En d’autres termes,
d’apres (5), onald(F U F) = &. Donc, d’apres le lemme 2.3, il existe m > 0; n > 0;
Ay dm € Es 1, up € Fetry,...,m, S1,...,8n € Zo tels que

TN+ T A St s Sy, =0

et m + n > 1. En fait, comme U(E) et U(F') sont toutes deux non vides, il découle du
lemme 2.3 que m, n > 1.

Si X ¢ O, alors —\; € X pour tout ¢, ce qui implique que Syt + - - -+ Sppin € X.
Cela ne peut se produire que si au moins I’'un des j; appartient a X, mais ceci est
impossiblecar FN X =@. Dot X € 0. O

Exemple 2.5. Le corollaire 2.4 n’est pas forcément vrai si U(F) = &. En effet,
si A € A\ {0}, alors U(\, —\) = & mais, du moins lorsque dim V' > 2, nous avons
UN)UU(=A) # Pos(A).

2.2. Fonctorialité

Soient A’ un réseau, o : A’ — A un morphisme de groupes et E’ une partie de A’.
Alors

(o) N Un (E")) = Up(a(E")).
En effet, soit X une partie positive de A. Alors nous avons X € (%)~ Uy (E"))
(resp. X € Up(o(E"))) si et seulement si o~ (X) N E' = & (resp. X No(E') = 2).
11 est alors facile de vérifier que ces deux dernieres conditions sont équivalentes. Cela
implique le résultat suivant.

Proposition 2.6. L’application o* : Pos(A) — Pos(A’) est continue.

2.3. Continuité

A la section 1, nous avons équipé 1’espace topologique Pos(A) de deux applica-
tions, a savoir Pos : V*/Rso — Pos(A) et m : Pos(A) — V*/Rso, telles que
7 o Pos = Idy - /R, Nous montrerons dans le théoreme 2.7 que ces applications sont
continues (lorsque V*/R~ est muni de la topologie quotient) et nous en déduirons
quelques autres propriétés topologiques de ces applications. Avant cela, introduisons la
notation suivante : si F est une partie finie de A, on pose

V(E)={peV*/Rso |V A€ E, p(A) <0}
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Si cela est nécessaire, nous noterons V (E) I’ensemble V(E). Alors
pTV(E) ={p e V*|VAEE, p(\) <0}
Donc p~}(V(E)) est ouvert, et V(E) est ouvert dans V*/R~q par définition de la
topologie quotient.
Proposition 2.7. Les applications Pos et 7 sont continues. De plus,
(a) Pos induit un homéomorphisme sur son image;

(b) L’image de Pos est dense dans Pos(A).
Démonstration. Soit £ une partie finie de A. Alors
(6) Pos ' (U(E)) = V(E).

Donc Pos (U(E)) est un ouvert de V* /R~ et Pos est continue.

Montrons maintenant que 7 est continue. Nous procederons par étapes :

(A) On commence par le lemme suivant.

Lemme 2.8. Les V(E), ou E parcourt I’ensemble des parties finies de A, forment
une base d’ouverts de V* /R~.

Démonstration. Soit Z/ un ouvert de V* /R~ et soit ¢ une forme linéaire sur V'
telle que ¢ € U. Nous devons montrer qu’il existe une partie finie = de V telle que
peV(E)etV(E) CU.

Sip = 0, alorsd = V*/Ry et le résultat est clair. Nous supposerons donc
que ¢ # 0. Il existe alors \g € A tel que ¢(A\g) > 0. Quitte a remplacer ¢ par
un multiple positif, on peut supposer que ¢(\g) = 1. Notons Hy I’hyperplan affine
{ € V* | ¥(Ag) = 1}. Alors I’application naturelle Hy — V*/R<¢ induit un
homéomorphisme v : Ho — V(—M\g). De plus, ¢ = v~ 1 () € Hy, et par conséquent
o € v HU N V(=XNo)). 11 suffit donc de vérifier que les intersections finies de demi-
espaces ouverts rationnels (i.e. de la forme {¢p € Hy | Y(\) > n}, ot n € Z et

A € A\Z)\p) forment une base de voisinages de 1’espace affine H, ce qui est immédiat.
0

(B) Compte tenu du lemme 2.8, il suffit de montrer que, si £ est une partie finie de
A, alors 771 (V(E)) est un ouvert de Pos(A). De plus,

V(E) =[] V.
AEE
Par conséquent, la continuité de 7 découlera du lemme suivant.
Lemme 2.9. Si \ € A, alors 7=1(V())) est un ouvert de Pos(A).
Démonstration. Soit X € 7~ 1(V())) et soit ¢ = m(X). Par définition, p()\) < 0
etdonc A € X. Soiteq,...,e, une Z-base de A. Il existe un entier naturel non nul N

tel que ¢ ()\ + %ei) < 0 pour tout 7. Quitte a remplacer A par N A, on peut supposer
que (X + ¢e;) < 0 pour tout i. On pose

E={\+e,A—e1,...; A +e,, A —en}.
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Alors X € U(FE) par construction. Il reste 2 montrer que U(E) C 7~ 1(V())). Soit
Y € U(FE) et posons ¢ = m(Y). Supposons de plus que {» ¢ V(A). On a alors
() > 0. D’autre part, 1)(\ £ e;) <0 pour tout 7. Cela montre que

2p(A) = p(A+e1) + (A — 1) <O.

Donc (X)) = (A +¢;) = 0 et ip(e;) = 0 pour tout 5. Par conséquent 1) est nulle et
Y = A, ce qui contredit le fait que Y € U(FE). Cela montre que ¢ € V(\), comme
attendu. [

Puisque 7 et Pos sont continues et vérifient 7 o Pos = Idy+ /g_,, Pos induit un
homéomorphisme sur son image. Ainsi I’assertion (a) de la proposition est vérifiée.

(C) Lassertion (b) découle du lemme suivant (qui est une reformulation de 1’équi-
valence entre (a) et (¢) dans le lemme 2.3) et de (6).

Lemme 2.10. Soit E une partie finie de A. Alors U(E) # @ si et seulement si
V(E) # 2.
La preuve de la proposition 2.7 est terminée. [

Nous allons maintenant étudier les propriét€s topologiques des applications 7.

Proposition 2.11. Soit ¢ € V* et supposons que ¢ # 0. Alors,
(a) ﬂ U=ig (Pos(Ker cp|A)) = 7771(@);

U ouvert de Pos(A)
Pos(p)eU

(b) iz est continue et induit un homéomorphisme sur son image.

Démonstration. (a) Notons I, I'image de iz. On a alors, d’apres le lemme 1.4,
(7) I, = {X € Pos(A) | Post(¢) C X}.

SiU est un ouvert contenant Pos(¢), alors il existe une partie finie F' de A\ Pos(y) telle
que U(E) CU. Or, si X est dans I'image de i, alors X C Pos(y), donc X N E = @.
Ainsi X € U, ce qui montre que

I, C N u

U ouvert de Pos(A)
Pos(p)eU

Montrons I’inclusion réciproque. Soit X € Pos(A) tel que X ¢ I,. Posons
Y = m(X). On a1 # . Donc, d’apres la preuve du théoréme 1.6, il existe A € A tel
que p(A) < 0etp(N) > 0. On adonc, d’apres le lemme 1.4, X ¢ U(\). D’autre part,
Pos(p) € U(N), d’ou (a).

Montrons maintenant que I’assertion (b) est vérifiée. On considere 1’application
mg: I, — Pos(Kerop|y),
X +— X nKerga.

D’apres la proposition 1.7, 74 est la bijection réciproque de i : Pos(Ker ¢|p) — I,.
Il nous faut donc montrer que iz et w5 sont continues. Si F' est une partie finie de
Ker ¢|a, nous noterons Uy (F') I’analogue de I’ensemble U/(F') défini a I'intérieur de
Pos(Ker ¢|p).
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Soit E une partie finie de A. Nous voulons montrer que i;l (U(E)) est un ouvert
de Pos(Ker p|p). S’il existe A € E tel que () > 0, alors U(E) N I, = &; voir (7).
On peut donc supposer que ¢(A) < 0 pour tout A € E. 1l est alors facile de vérifier que

i'(U(E)) =Us(E N Kerg|y).

Donc i est continue. Si F une partie finie de Ker |4, alors 7751 (Us(F)) =U(F)NI,.
Donc 7 est continue. [0

Nous résumons dans le théoréme suivant la plupart des résutats obtenus dans cette
sous-section.

Théoreme 2.12. Supposons que A # 0 et soit ¢ € V*, avec ¢ # 0.

(a) Pos(A) est connexe. De plus, Pos(A) n’est pas séparé si A # 0.

(b) Les applications 7 : Pos(A) — V*/Rsq et Pos : V*/Rsq — Pos(A) sont
continues et vérifient m o Pos = Idy« g_ .

(c) Pos induit un homéomorphisme sur son image ; cette image est dense dans

Pos(A).
(d) 7 1(p) est I'intersection des voisinages de Pos(y) dans Pos(A).

(e) ig est un homéomorphisme.

3. Arrangements d’hyperplans

L application continue Pos : V* — Pos(A) a une image dense. Nous allons étudier
ici comment se transpose la notion d’arrangement d’hyperplans (et les objets attachés :
facettes, chambres, support...) a I’espace topologique Pos(A) a travers Pos. Cela nous
permettra d’énoncer les conjectures sur les cellules de Kazhdan-Lusztig sous la forme
la plus générale possible [1, Conjectures A et B].

3.1. Sous-espaces rationnels
Si FE est une partie de A, on pose
LE)={X€ePos(A)|EC XN(-X)}.

Si cela est nécessaire, nous le noterons £ (E). On appelle sous-espace rationnel de
Pos(A) toute partie de Pos(A) de la forme L(E), ot E est une partie de A. D’autre
part, si A € A\ {0}, on notera H) le sous-espace rationnel £L({A}) : un tel sous-espace
rationnel sera appelé un hyperplan rationnel. On note que

(8) Pos(A) = UN) U Hy UU(=N).

La proposition suivante justifie quelque peu la terminologie.
Proposition 3.1. Soient E une partie de A, A(E) le sous-réseau AN, QF de
Aetog: A — A/A(FE) I'application canonique. Alors,
@ L(E)= () Ha={X€cPos(A)|AE)C X};
AEE\{0}
(b) L(FE) est fermé dans Pos(A\);
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(¢) Pos HL(E)) ={p e V*|VAEE, p(\) =0} = E;
(d) Pos(m(L(E)) C L(E);

(&) Pos ' (L(E)) = n(L(E)):

() L(E) = Pos(Pos ' (L(E)));

(2) Lapplication o7, : Pos(A/A(E)) — Pos(A) a pour image L(E) et induit un
homéomorphisme Pos(A/A(E)) — L(E).

Démonstration. La premiere égalité de (a) est immédiate. La deuxieme découle
de la proposition 1.1 (c). L’énoncé (b) découle de (a) et de (8), alors que (c) est évident.

(d) Si X € Pos(m(L(E)), alors il existe Y € L(E) tel que X = Pos(7(Y)).
Posons p = w(Y),oup € V*. Alors E C Y N(=Y)etY C Pos(y). Or, p(A) =0si
AeY N(-Y),donc X = Pos(p) € L(E).

(e) D’aprés (d), on a 7(A(E)) C Pos ' (L(E)). Réciproquement, soit ¢ un élé-
ment de Pos™(L(E)). Alors ¢ = n(Pos(¢)) € 7(L(E)), d’ou (e).

)
__ (HNotons Fg = Pos(Pos™}(L(E))). Ona Fg C L(E), donc il découle de (a) que
Fr C L(F). Réciproquement, soit F' une partie finie de A telle que U(F) N Fg = &
Nous devons montrer que U (F) N L(E) =

Or, le fait que U(F') N Fr = & est équivalent a I’assertion suivante (voir (c)) : pour
tout ¢ € E+ etpourtout A € F, ona p(\) = 0.

Or, si p € B, alors —p € EL, ce qui implique que pour tout ¢ € E* et pour
tout A € F,onap(\) = 0. En d’autres termes, F C (E+) N A = A(E). Mais, si
X € L(F), alors A(E) C X d’apres (a). Donc X ¢ U(F).

(g) Le fait que I'image de o7, soit L(E) découle de (a). D’autre part, oy, est con-
tinue d’apres la proposition 2.6. Notons

ve: L(E) — Pos(A/A(E)),

Alors g est la réciproque de o7,. Il ne nous reste qu’a montrer que g est continue.
Soit F' une partie finie de A/A(F) et notons F' un ensemble de représentants des élé-
ments de /' dans A. On a

Ve Usyne)(F)) = {X € L(E)|VAEF, A¢ X/A(E)}
= {XePos(A)|A(E)C XetVAeF, \¢ X/\(E)}
= {XecPos(A)|A(E)C XetYA\eF, \¢ X}
= {XeL(E)|VAeF, A¢gX}
= L(E) NULNF).

Donc fygl (Un/a(E)) est un ouvert de L(E). Cela montre la continuité de yg. O

3.2. Demi-espaces
Soit H un hyperplan rationnel de Pos(A) et soit A € A\ {0} tel que H = H,.
D’apres (8), I’hyperplan H définit une unique relation d’équivalence — sur Pos(A)
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pour laquelle les classes d’équivalence sont I/ (), H et U/(—\) : notons que cette rela-
tion ne dépend pas du choix de .

Proposition 3.2. Soient A € A et H = H . Alors,
(a) H est un fermé de Pos(\);
(b) U(X) etU(—N) sont les composantes connexes de Pos(A) \ H;

(©) UN) = U(N) UH,.

Démonstration. L’assertion (c) est un cas particulier du corollaire 2.4. Montrons
que U()\) est connexe. Soient U et V deux ouverts de U/ (\) tels que

ux) =ulJv.
Alors
Pos~L(U()\)) = Pos™1 () H Pos™1(V).
Mais
Pos 1 (UN) = {p € V* | o(\) < 0}.
Donc Pos™!(14())) est connexe. Puisque Pos est continue, nous avons Pos ™1 ({) = @
ou Pos™1(V) = @. Le lemme 2.10 implique que i/ = GouV = @. [

Si X € Pos(A), nous noterons Dy (X) la classe d’équivalence de X sous la
relation —. Il résulte de la proposition 3.2 que Dy (X) est une réunion de classes
d’équivalences pour —.

3.3. Arrangements
Nous travaillerons désormais sous I’hypothése suivante : 2 est un ensemble fini
d’hyperplans rationnels de Pos(A).

Nous allons redéfinir, dans notre espace Pos(A), les notions de facettes, cham-
bres et faces associées a 2, de facon similaire a ce qui se fait pour les arrangements
d’hyperplans dans un espace réel [2, Chapitre V, §1]. Les propriétés des applications
7 et Pos établies précédemment permettent facilement de démontrer les résultats ana-
logues.

Nous définissons la relation ~—g sur Pos(A) de la fagon suivante : si X et Y sont
deux éléments de Pos(A), nous écrirons X —g Y si X 4 Y pour tout H € 2. Nous
appellerons facettes (ou U-facettes) les classes d’équivalence pour la relation — . Nous
appellerons chambres (ou A-chambres) les facettes qui ne rencontrent aucun hyperplan
de 2l. Si F est une facette, nous noterons

La(F)= [ H,

HeA
FCH

avec la convention habituelle que Lo(F) = Pos(A) si F est une chambre. Nous
I’appellerons le support de F et nous appellerons dimension de F I’entier

dim F = dimg Pos ™ (Ly(F)).
De méme nous appellerons codimension de F 1’entier

codim F = dimg V' — dim F.
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Avec ces définitions, une chambre est une facette de codimension 0.
Proposition 3.3. Soit F une facette et soit X € F. Alors,
@ F = () Dr(X);

HeA
(b) F = () Du(X);
He

(c) F estlaréunion de F et de facettes de dimension strictement inférieures;

(d) SiF’ est une facette telle que F = ?’, alors F = F'.

Démonstration. 1’énoncé (a) est une conséquence des définitions. Montrons (b).
Posons

W ={HeA|FCH} et Ay=A\2A.
Pour tout 7 € 2, on fixe un élément A(H) € A tel que H = H 3 ; side plus H € Ay,
on choisit A(H) de sorte que F C U(A(H)). On pose
Ei = {A(H) [ H € 2}
Par conséquent,
F=LNUE;).
Puisque £ est fermé, F est aussi I’adhérence de F dans £. En utilisant alors 1’homéo-
morphisme o3, : Pos(A/A(E1)) — L de la proposition 3.1 (g), on se ramene 2
calculer I’adhérence de UE:l(f ) dans Pos(A/A(E1)). Mais

o (F) = o (UA(E2)) = Uy yn(ey) (08, (E2)).

Or, d’apres le corollaire 2.4, on a

Un/a(e) (05 (B2)) = Pos(A/AED)\ | | Unjace(0m (=)
AeE>

Par conséquent,

F=LNog, | Pos(A/A(EL))\ U Upneny (e (=N) | |
AEEy

et donc

F=co| ) PosW)\th(-2) | = () Dra(X),
\EE> AEE1UE,

comme attendu.

Montrons maintenant (c). D’apres (b), F est une réunion de facettes. Si de plus F !
est une facette différente de JF et contenue dans JF, 1’assertion (b) montre qu’il existe
H € Ay tel que F' C H. Donc F' C Lo(F) N'H, et

dim Pos™! (La(F) NH) = dim Pos™ ! (La(F)) — 1,

d’ou (¢). Enfin, I’assertion (d) découle immédiatement de (¢). O
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On définit une relation < (ou <y s’il est nécessaire de préciser) entre les facettes :
on écrit F < F' si F C F (c’est-a-dire si F C F ). La proposition 3.3 (d) implique
le résultat suivant.

Corollaire 3.4. La relation < entre les facettes est une relation d’ordre.

4. Semi-continuité et cellules de Kazhdan-Lusztig

Cette section vise a expliquer 1’origine de notre motivation pour 1’étude des parties
positives d’un réseau. Cela concerne la théorie de Kazhdan-Lusztig dans sa version la
plus générale (a I’heure actuelle), c’est-a-dire celle a parametres inégaux. Nous nous
contenterons d’un (trés) court résumé des résultats et conjectures de [1].

Fixons quelques notations. Soit (17, .S) un systeme de Coxeter (dans lequel .S est
fini, mais TV n’est pas nécessairement fini). A toute fonction ¢ : S — T, ot I" est
un groupe abélien totalement ordonné, telle que ¢ (s) = () si s et ¢ sont conjugués
dans W, Lusztig [3] associe une partition de W en cellules (a gauche, a droite, ou
bilateres). Pour fixer les idées, notons G, la partition de W en cellules a gauche : les
phénomenes que nous allons décrire se produisent aussi avec les cellules a droite ou
avec les cellules bilateres. Il est a noter que, lorsque W est un groupe de Weyl fini
ou affine, cette partition en cellules permet d’étudier les représentations des algebres
de Hecke a parametres inégaux (parametres donnés par la fonction ¢) en lien avec les
représentations des groupes réductifs finis ou p-adiques.

Notons = la relation d’équivalence sur S obtenue par restriction de la relation de
conjugaison dans W et notons A (W, S) le groupe abélien libre engendré par S/= (i.e.
A(W,S) = Z[S/=]). Toute fonction ¢ : S — I' comme ci-dessus peut se prolonger
par linéarité en un morphisme de groupes abéliens ¢ : A(W,S) — I'. Le résultat
suivant [1] est facile a démontrer.

Lemme 4.1. Soient p : S — T'et ¢’ : S — I deux applications comme ci-dessus
telles que Pos(¢) = Pos(¢'). Alors G, = G

Ainsi, si X est une partie positive de A(TV, S), on peut définir G(X') par
g(X ) - gcanx>

et le lemme précédent montre qu’en étudiant toutes les partitions G(X), cela détermine
les partitions G, pour toute application ¢. L’objet de I'article [1] est d’essayer de
comprendre (au moins conjecturalement) le comportement de I’application

G : Pos(A(W,S)) — Part(W),

ol Part(W') désigne I’ensemble des partitions de W. 1l se trouve que ce comportement
fait naturellement apparaitre les notions d’arrangements d’hyperplans rationnels et de
facettes qui ont été étudiées dans le présent article.

Notons (5%);¢g/= la base duale de la base (5)5cg/= de R®z A(W, S). Sis € S/=,
on notera pour simplifier Hz I’hyperplan rationnel Hz«. La conjecture principale de

[1], basée sur de nombreux exemples et compatible avec tous les résultats théoriques
généraux sur les cellules, est la suivante.
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Conjecture 4.2. Avec les notations ci-dessus, il existe un arrangement fini d’hyper-
plans rationnels 2 de Pos(A(W, S)) tel que les propriétés suivantes sont vérifiées :

(a) Hs € A pour tout s € S/=;
(b) La fonction G est constante sur les A-facettes;
(c) Soit F une 2-facette et soit G(F) la partition G(X), ou X € F. Alors G(F

N

)
est la partition la plus fine de W qui soit moins fine que toutes les partitions G(C), ou C
parcourt I’ensemble des A-chambres telles que F < C.
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