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UNE CLASSIFICATION DES ARBRES PLANS

MARTIN DUCHARME, CEDRIC LAMATHE ET PIERRE LEROUXT

RESUME. Le but de cet article est de classifier les arbres plansganiongés
dans le plan) selon leurs symétries. Pour ce faire, nousar# le formalisme de la
théorie combinatoire des espéces, incluant le théoremissignaétrie pour les arbres.
Nous considérons deux paramétres : le nombre de sommetsiidanemier temps et
la distribution des degrés, en second lieu. La classifinat&s arbres plans que nous
donnons est équivalente au dénombrement de ces structlloesces parametres et
selon leur stabilisateur (groupe d’automorphismes).

ABSTRACT. The goal of this paper is to classify plane trees (trees eatdxtin the
plane) according to their symmetries. For this purpose, seethe framework of the
combinatorial theory of species, including the dissymsgniteorem for enriched trees.
We consider two parameters: firstly, the number of vertiaes, secondly, the degree
distribution of the vertices. The classification is equévelto the enumeration of plane
trees according to these parameters and to their stabiimésmorphism group).

1. Introduction

On considére dans cet article ladres plans c’est-a-dire les arbres (de Cayley)
plongés dans le plan (& homéomorphisme prés). Notre bueedtdsifier les arbres
plans selon leurs symétries, c'est-a-dire de classer deades structures en fonction
de leurs stabilisateurs (ou groupes d’automorphismes)is[@a contexte, nous uti-
lisons la théorie des espéces, introduite par A. Joyal [8}e Présentation détaillée
de cette théorie combinatoire se trouve dans [2, 3]. Dank [&€ auteurs ont pro-
posé I'’énumération des arbres plans et des arbres plarnsrbgselon leur distribu-
tion des degrés, ainsi que selon 'ordre de leurs automsmps. Ici, nous allons plus
loin en donnant explicitement la classification de chaquectire selon son groupe
d’automorphismes, dans le langage plus structurel de t@ithées espéces, en utili-
sant une méthode basée sur des formules d’addition inédites

Dans le but d’analyser les symétries des arbres plans, rihisens les espéces
suivantes :

e X, I'espéce des singletons, c’'est-a-dire des sommets;
e F, I'espéce des ensembles de taille deux;
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o L = ) -,X", l'espece des listes (ou ordres linéaires), X0 représente
I'espece des listes de longueur

e C =) ., C, l'espéce des cycles (orientés), 6 est 'espéce des cycles
(orientés) de tailles;

e Aetd’, les espéces des arbres plans et des arbres plans pointés@nmet;

e A, l'espéce des arborescences ordonnées, c’est-a-dirermiethble des fils de
tout sommet est linéairement ordonné.

o
B -
-

FIGURE 1. (a) Un arbre plan (bX, = XL(Ap)

Il est bien connu (voir [2, 3, 10]) que I'especk, des arborescences ordonnées
satisfait (voir figure 1 (b))

1) AL = XL(AL)

et que I'espec@’ des arbres plans pointés en un sommet satisfait I'équatioectibn-
nelle

(2) A=X(1+C)o AL =X+ XC(Ap),

étant donné que le plongement dans le plan induit, autounalgue sommet, une struc-
ture de cycle orienté sur 'ensemble des arétes incidenteshaeud.

Un des outils de base de ce travail est le théoréme de dissgraéapté au cas
présent des arbres plans; voir [2, 3, 10].

Théoreme 1.1 (Théoréme de dissymétrie pour les arbres plansNous dis-
posons de 'isomorphisme d’especes

(3) & + Br(Ar) = a+ (Ar)*.
Remarque 1.2. Notonsa~ et &* les espéces des arbres plans pointés en une
aréte et en un sommet et une aréte incidente, respectiver@naa = FE»(Ar)

eta” = A?. Le théoreme de dissymétrie s’exprime de fagon plus conedgtpar
l'isomorphisme

4) a+a =a+a.

Sous cette forme, le théoréme est également plus simple @ndém Le premier terme
du membre de droite de (4) correspond au cas ou le pointagsy ®smmet ou en une
aréte, est effectué directement au centre de I'arbre, cesjganoniquement équivalent
a ne rien faire, et le deuxiéme terme a un pointage hors cetreeffet, dans ce cas,
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on peut sélectionner le premier élément (sommet ou arétéjeint au pointage, en
direction du centre, pour obtenir un@®*()-structure.

Utilisant une orientation du plan, par exemple dans le semgife, on voit que
I'espéce des cycles de longueur(?, est isomorphe &, et quead™ = Cy(Ar) =
Ey(Ar) (voir la figure 2 (a)).

(@) (b)

FIGURE 2. (a)@ = Cy(AL) = E2(AL) (b) Symétrie circulaire d’ordre deux

Isolant le termed, le théoréme de dissymétrie prend alors la forme
(5) a=a"+Cy(Ar) — (A%

Pour obtenir le développement moléculaire de I'esg@&dksuffit donc de calculer celui
des trois especed®, Cy(Ay) et (Ar)?. Commencgons par donner le développement
moléculaire de I'espécd;, et de ses puissances, qui s’obtient facilement par irersi
de Lagrange puisqud ; est une espece asymeétrique, c’est-a-dire que le stabilisat
de chaque structure est trivial).

Proposition 1.3. Le développement moléculaire de I'espete est donné par

() AL(X) =3 cpi X7,
n>1
ouc, = g (*") désigne lev-iéme nombre de Catalan. De plus, on a
k(2n—k—1

k _ r n

W) AL<X>—Zn< L )X.
n>k
En particulier, on a
®) AF(X) = Ap(X) =X =) ¢ X"
n>2

Démonstration. La formule (6) s’obtient par une application simple de larfate
d’'inversion de Lagrange en utilisant le fait que I'esp&te= A, satisfait (1), c’est-
a-dire queY = X/(1 —Y). La formule (7) s’obtient par la formule d’inversion de
Lagrange composée. Pour établir (8), on spécialise la fleri), ou on utilise la
relatonA, = X + 42. O

L'article est organisé comme suit. A la section 2, nous thiisons les concepts
d’'espéce moléculaire et de développement moléculaire. s fooposons également
des formules d’addition concernant les espéces des cyel&slld deux Cs) et, plus
généralement, des cycles (orientés) de tail{€’'s), aveck > 1. Forts de ces formules,
a la section 3, nous calculons explicitement le développem®léculaire de I'espéce
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des arbres plans, donnant ainsi la classification souhsé@® les symétries. Nous
traitons deux cas :

(1) enfonction du nombre de sommets;

(2) en fonction du nombre de sommets et de la distributiondégsés des som-
mets.

Enfin, nous terminons a la section 4 avec deux tables donesuprémiers termes
du développement moléculaire des arbres plans, selonl&aeaiselon la distribution
des degrés des sommets.

2. Espéces moléculaires et formules d’addition

2.1. Especes et développements moléculaires
Cette section est consacrée aux notions d’espéce molécatale développement
moléculaire (ou décomposition moléculaire).

Définition 2.1. Uneespéce moléculaird/ est une espéece ne possédant qu’un seul
type d’isomorphie.

En d’autres termes, deuX -structures quelconques sont toujours isomorphes. De
telles espéces sont caractérisées par le fait qu'ellesrattomposables sous la somme
combinatoire :

M est moléculaire <= (M = F + G implique " =00uG = 0).

Il est toujours possible de représenter une espéce malécatas la forme d'une
espece quotient
n
M=
H
ou X" représente I'espece des listes (ou ordres linéaires) dridomn, et H est un
sous-groupe du groupe symétrique éémentsS,,. On écritH < S,,. En fait, H est le
stabilisateurd’'une quelconqué/-structure sur I'ensemble] = {1,2,...,n}, c'est-
a-dire le sous-groupe ds, dont tous les éléments fixentdd-structure considérée. No-
tons que le stabilisateur d’une structure est aussi appelgreupe d’automorphismes
On dit quen est ledegréde I'especeM. C’est en fait le cardinal de I'ensemble sur
lequel sont construites les structures de I'espece maligeul/ .

Proposition 2.2. ([2, 3]) Deux espéces moléculairés”/H et X" /K de méme
degrén, avecn € N, ou H et K sont des sous-groupes 8g, sont égales (c’est-a-
dire isomorphes en tant qu’espéces) si et seulemditeti K sont des sous-groupes
conjugués d§,,.

Donnons dés maintenant quelques exemples d’especes moEsuisuelles.

Exemple 2.3. Les espéces moléculaires suivantes sont toutes de degir&ont
obtenues en décrivant explicitement le sous-group®,dgui stabilise une quelconque
de leurs structures :

e lorsqueH = 1, le sous-groupe trivial d&,, alorsX™/1 = X";
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e lorsqueH = (p), oup estla permutation circulaire= (1,2, ...n) (engendrant
un groupe cyclique d’ordre), alors X" /(p) = C,, I'espéce des cycles (orientés) de
taille n;

e lorsque le groupd? estS,, lu-méme, alors on &™"/S,, = E,, 'espéce des
ensembles de cardinal

On note M I'ensemble des espéces moléculaires. Les premiers élérdentet
ensemble, jusqu’au degré 3, sont

M= {1,X,Ey, X? F5,C3, XE», X?,...}.
Pour une description des espéces moléculaires jusqu’ag degoir [11, 5, 6, 3].

Chaque espécE peut étre exprimée comme une combinaison linéaire (pessibl
ment infinie) a coefficients entiers d’espéces moléculaleska maniére suivante :

9 F= Z fuM,

MeM
ou fys € N représente le nombre de sous-espéces @morphes d/.

En décomposant I'action du groupe symétri§yesur 'ensemble deg’-structures
F[n] en somme d’actions transitives, pour chaguen peut montrer le résultat suivant.

Proposition 2.4. ([2, 3]) Pour chaque espéde le développemer(®) est unique.

Définition 2.5. Soit F' une espéce quelconque. Le développement (9) est appelé
développement moléculaioel décomposition moléculairde I'espécer'.

Ce développement moléculaire est puissant puisque, edeltlassifier I'espécé’
selon ses symétries (correspondant a chaque type de smysegieS,, fixant certaines
F-structures), toutes les séries génératrices et indieatrsuelles s’en déduisent.

Définition 2.6. SoitK = Ql[z,y,r, s,t,...] un anneau de polyndmes. Une espéce
F = F,, pondérée poids monomiagst une espéce pondérée par une fonction de poids
wy : F[U] — K pour chague ensemble fibi, ou le poids d'une structure est un
mondme en les variables de

Définition 2.7. Une espéce moléculaire monomiadst une espece moléculaire
pondérée monomialement au sens de la définition précédente.

Remarque 2.8. Dans le cas d’'une espece pondéfgg la décomposition (9) de-
vient

(10) Fo= ) fu(w)M,

MeM
ou fas(w) est une combinaison linéaire finie a coefficients entierdifsode monémes
en les variables de poids.

Exemple 2.9. Pour illustrer la signification des coefficienfs;(w) dans des ex-
pressions de la forme (10), considérons I'espéce des aplamrs pondérés parpour
chaque noeud interne et parpour chaque feuille. Par exemple, a la figure 3, nous
pouvons Vvoir trois arbres plans, pondérés de la maniérielécdessus, batis sur sept
sommets et qui ne sont pas isomorphes. Par contre, cesustsicéterminent des es-
péces moléculaires isomorphes. On dit alors que ces stesctonsemblablesi elles
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possedent le méme poids. On peut voir en effet que leur istateilir sont conjugués
ou encore, ce qui est souvent plus facile a concevoir, @ggleuvent étre réétiquetées
de facon telle que leurs stabilisateurs soient identiqidesis le cas présent, I'espéce
moléculaire correspondante e, (X?), le facteurX correspondant au sommet cen-
tral de ces arbres. Le premier arbre plan posséde le pdidset les deux autres, le
poidsu*t3. Alors, le terme

(11) o (20t W) X Oy (XP) 4

apparait dans le développement moléculaire de I'espécerbess plans pondérés
comme défini plus haut. Notons que le coefficiéndans (11) est appelé kaulti-
plicité de I'espéce moléculair®& Co(X?) de poidsu*t? dans I'espéce des arbres plans
pondérés.

FIGURE 3. Arbres plans pondérés étiquetés non isomorphes associés a
I'espéceX Cy(X3)

Finalement, pour conclure sur les espéces moléculairesjdggrons deux espéces
moléculairesM et N. Alors, le produithM N est lui aussi une espéce moléculaire. De
méme, I'espécé/ (N), obtenue par substitution d€ dans)M, reste moléculaire. Par
exemple, les especés, (X ™), avecn > 1 etk > 2, sont moléculaires. La proposition
suivante vient préciser comment les expressions utilieaptoduit et la composition
d’espéces moléculaires peuvent étre traduites en termstaliésateurs de structures.

Proposition 2.10. ([2, 3]) SoientX™/H et X™ /K deux espéces moléculaires, ou
H<S, etK <8§,,. Alors

Z_ = et ol =2
H K HxK H K HK

ouH x K représente le produit cartésien des groufiest K, et H K, leur produit
en couronne.

Rappelons également que dans le cas pondéré, le poids dgilioailf pour le
produit et la substitution d’espéces.
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2.2. Formules d’addition
Dans cette section, nous considérons une espéce asyradiridgpnnée par

B(X)=> bnX™ byeN.
m>0
On noteb,(ff) le coefficient deX™ dans I'especd3™(X), avec la conventiobf,”) =0si
I'indice v n’est pas un entier plus grand ou égal a zéro. Notonsbﬁ&e: by. Nous
avons alors le résultat suivant.

Proposition 2.11. ([9, 12]) Nous disposons de la formule d’addition suivante rel-
ative a l'espéc€’, = FE, des cycles a deux éléments :

(12) Co(B(X)) =Y bnCa(X™) + > emX™,
m>1 m>0
avec 1
ey = 5 (b(z) + bo) = ZE2(b0,b0,bo, .. )

et
en=5 (0 ~by), m>1

Nous allons également utiliser une nouvelle formule d'addirelative a I'espéce
des cycles. Une formule semblable a déja été proposée par &tigl. dans [1], mais
celle présentée ici est plus adaptée aux calculs impligags k& cadre des développe-
ments moléculaires. Avant de donner cette formule, inismhs, pour une espece
asymétriqueB(X) de développement moléculaify X) = > - b, X™, avech,, €
N, lalphabet A(B) = {b;;|i€ Netj€ [b]}, ot [b;] = {1,2,...,b;}, pondéré
de sorte que le poids de la letthg; soit X*. Cet alphabet est muni de l'ordre lexi-
cographique défni par la relation suivante :

(bij <bpe) <= ((i<m)ou(i=metj<{l)).
Le poidsw est multiplicatif, c’est-a-dire que le poids d’un mot eshdé par le produit

des poids de ses lettres. Il est important de noter queé’ldlﬁf’l) correspond au nombre
de mots de longueur et de poidsX™ de I'alphabetA(B).

Par définition, les classes de conjugaison de mots prinsitifé en bijection avec
les mots de Lyndon. On notg& B, k,n) le nombre de mots de Lyndon de longueur
k et de poidsX™ sur. A(B). Il est possible, en classsant les mots .4yiB3) selon la
longueur de leur racine primitive, d’obtenir I'équatiorivante :

b =Y SA(B, k/d,n/d).
d|k
De plus, une simple application de I'inversion de Mobiusmfa relation
1 k/d
A(B.k,n) = - ; ()b

On établit maintenant une formule d’addition concernaggpece”;, des cycles de
longueurk, en mettant en bijection les types d’isomorphie(gjé B(X)) et les classes
de conjugaison de mots de longudusur A(B). De plus, il faut constater qu’'un type



146 UNE CLASSIFICATION DES ARBRES PLANS

d’isomorphie deCy(B(X)) associé a un mot de Lyndon de longuéi et de poids
X"™ estisomorphe en tant qu'espéece&@Xx").

Mentionnons qu’une preuve compléte de la proposition siévae trouve dans [7].
Proposition 2.12. Soit

B(X)=> bnX™
m>0
avedh,, € N, une espéce asymeétrique. Alors, nous avons la formule iiadduivante
relative a I'especé€’, des cycles (orientés) de longuéyrotk > 1 :

(13) Cr(B(X)) =Y Y A(B,k/i,n)Ci(X™).
ilk n>0
Remarque 2.13.0n vérifie facilement que la formule (13) est cohérente gloes
k = 2, avec la formule d’addition (12), se rappelant qug X ) = X.

3. Classification des arbres plans selon leurs symétries

3.1. En fonction du nombre de sommets

Dans cette section, nous allons proposer une classificatjglitite des arbres plans
selon leurs symétries en fonction du nombre de sommets. ¢&bayr nous utilisons
le théoréme de dissymétrie (Théoréme 1.1) sous la formeEB)introduction, nous
avons déja donné le développement moléculaire de I'esgécevoir la formule (8).
Le développement moléculaire de I'esp&cg A;) s’obtient facilement & partir de la
formule d’addition présentée a la proposition 2.11.

Proposition 3.1. Le développement moléculaire de I'espécg Ar), ou A, =
Zn21 c,_1X", c, étant len-ieme nombre de Catalan, est donné par

(14) Co(AL) = ZCn—1C2(Xn) + Z % (Cn—l - Cg_1) X",

n>1 n>2

Il reste alors a obtenir le développement de I'esp@te Rappelons tout d’abord
gue cette espece est caractérisée par I'équation fonetlersuivante :

a=X(1+C)(AL) =X +XC(AL).

Dans le cas de la formule d’addition concernant I'esp@géB) avecB = Ay,
nous écrivons\(k,n) = A(Ar, k,n) pour désigner le nombre de mots de Lyndon de
longueurk et de poidsX™ sur l'alphabetA(Ay,). Ces entiers satisfont la formule

1 k/d
Alk.n) = 23~ p(dyalli,
dlk

ou

o = a0 = &

2n—k—1

— >, pour k > n.



M. Ducharme, C. Lamathe et P. Leroux 147

Proposition 3.2. Le développement moléculaire de I'esp&’edes arbres plans
pointés en un sommet est donné par

(15) A =X+ ) AX"T YD N XCR (X,
n>1 k>2n>1
ou
An =Y A(j,n).
J

Démonstration. Le résultat annoncé suit directement de la formule d’aoldlifi 3)
appliquée a I'équation fonctionnelle

& =X+X) CiAL

k>1
eten notant qué’; (X™) = X™. O

En combinant les équations (8), (14) et (15), ainsi que leréitée de dissymétrie,
on obtient la classification suivante des arbres plans $eloa symétries.

Théoreme 3.3. Le développement de I'espé@edes arbres plans est donné par

(16)  A=X+> @, X"+ BCo(X") + Y Y AXCR(X™),

n>2 n>1 k>2n>1
ou

1
an = Ap—1— 5 <Cn—1 + C%—l) 5

ﬁn = Cp—1.

Remarquons qug,, est le nombre de mots de Lyndon de poXi8 sur I'alphabet
A(Ar) et que ce nombre est fini pour toute N*.

3.2. Enfonction du nombre de sommets et de la distribution dedegrés
des sommets
Dans cette section, nous donnons un analogue pondéré pstrilaudion des degrés
des sommets des résultats de la section précédente. Dang, ®ibQ [r1,72,. . ]
'anneau des polyndmes en les variablgsry, ..., a coefficients dans le corps des
nombres rationnel§), et soita[n] 'ensemble des arbres plans sur I'ensenible=
{1,2,...,n}. Nous introduisons une fonction de poids (voir [10, 4])

w: an] — Q[ri,re,...],
6] — w(a)

ol le poids d'un arbre plan est donné paw(a) = ri'r}>..., ol i; représente le
nombre de sommets de degréle I'arbre«. Ainsi, la distribution des degrés est un
vecteur dénombrablie= (i1, is,...). Atitre d'exemple, I'arbre de la figure 4 (a) est de

poidsrirsr.

Dans le cas des arborescences, nous convenons qu’une rdé¢enéest issue de la
racine (on parle d’'arborescenpéantég et contribue a son degré. Ainsi, un sommet

seul a le poids,. Par exemple, I'arborescence de la figure 4 (b) posséde ts poi
7“?7“32’7“47“5.
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(@ (b)

FIGURE 4. (a) un arbre de poidsr3r7  (b) une arborescence de poigs2r,r;

On considére ici des distributions des degrés (iy,is,...). Considérons, pour
n,j € N, les ensembles suivants :

Lorsquei € I, la distributioni corrrespond a celle d’'une arborescence. Pour
i € I, 0, la distribution correspond a celle d’'un arbre ou a une péimeborescences.
Finalement, pout € I,, 1, on a la distribution d’'urk-uplet d’arborescences.

De plus, on notera® = r!'727% ... le poids d’une structure dont la distribution
des degrés est

Les espécel@ et A}, possedent des analogues pondérés par les degrés des sommets
a, et A, satisfaisant les équations

a=r X+ XCr(Ay)
et

A= XL (A(X)),
ouCy et L/ sont des espéces pondérées correspondant aux egpetésrespective-
ment. Plus précisément, on pose

Cr = ZTZ'CZ' =r1C1 +1r93Cy +1r3C3+ -+ |
i>1
I'espéce des cycles pondérées, ou un cycle de longymssede le poids (notér;C;),
et
Ly =(C) = ZWHLz’ =71 1+rX +r3X? 400
i>0
'espéce des listes pondérées, ou une liste de longueegoit le poidsr;,; (noté
Ti+1L3).
De plus, les especeés, et L, ont les séries genératrices suivantes (voir [3, 10, 4]):
2 3
x

z
Cy(x) :T1$+T‘27—|—T’3§ + .-

et
Lr/(m) = (Cr(w))/ =171+ 710X —|—7‘31’2 4+

Par inversion de Lagrange, les développements molécsilded’espéced, ainsi
que de ses puissances s’obtiennent facilement.
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Proposition 3.4. Le développement moléculaire de l'espéce des arborestcence
linéaires pondérées par le degré des sommgltX ) est donné par

Ar(X) = Z Z Qi I‘an,

n>0 i€l,

1 n
ani= —| . . .
A\21,12,...

Démonstration. Nous utilisons de nouveau l'inversion de Lagrange a pasir d
I'équation fonctionnelled, = X L (A, (X)). Il vient successivement
1
[X"A(X) = —[x"(L

n
1

ou

(X))"

r

= —[X"_l](rl —|—T’2X—|—T’3X2 + )n

n
_ l[Xn—l] Z n Tél7“€2 X€2+2£3+---
n 61762,... Loz

_ n Oy, b
_ 5 (617627m>r1 e

£y 4Lyt =n
lo+2€3+--=n—1

S

Le résultat annoncé suit alors en extrayant le coefficient'dé’ . .. dans la derniére
expression obtenue. O

De facon similaire, en utilisant I'inversion de Lagrangengmsée, on obtient le
résultat suivant :

Proposition 3.5. Soitk > 1. Le développement moléculaire de 'espédg)” est

donné par
AF(X) = Z Z affi) riX",
n>0i€el,
ou
a7) =0 )
’ T \1,12,...

La formule d’addition de la proposition 2.11 concernanspiéceC, des cycles
de taille deux se généralise assez directement au cas pondéus considérons ici
'espéce asymétriqud, des arborescences ordonnées pondérées par le degré des som-
mets.

Proposition 3.6. Nous avons la formule d’addition suivante relative a I'esgé,
des cycles a deux éléments :

Co(Ar(X) =D D anir?Co(X™) + > > enir'X™.
n>1 i€l 1 n>2 i€l 2
ou
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ayant posd = (4,%2,%,...), pouri = (iy, s, i3,...).
Généralisons maintenant la formule d’addition (13) conast I'especeC, des
cycles de longueuk. Pour ce faire, nous considérons I'alphabet pondéré

Auw(Ar) ={anij|neN,iel,jetl <j<anil,

ol le poids d'une lettrey,, ; ; estr’X". Nous munissons cet alphabet d’un ordre défini
par

Umii < o< ((m<n)ou(m=neti<jlou(m=mn,i=jeti<y)),
oui < j signifie que le vecteur est lexicographiquement inférieur au vectgur_e
poids est une nouvelle fois multiplicatif sur les lettreardimot deA4,,(A;). De plus,
I'entier aﬁfi) = [ri][X"]A¥(X) donne le nombre de mots de longudude I'aphabet
A (A;) de poidsriX™.

Proposition 3.7. Nous avons la formule d’addition suivante relative a I'es@,,
des cycles (orientés) de longuéyraveck > 1 :

Cr(Ar(X)) =Y D> Ak/d,n, i) B Cy(X™),

dlk n>0 i

oudi = (diy,dia,dis,...) etA(k/d,n,i), le nombre de mots de Lyndon de longueur
k/d sur l'alphabetA,,(A,) de poidsriX™, satisfait la formule

. 1 (k/d)
>\ k» n,1) = - d n i
(ki) = 237 p(d)aly”s
dlk
oaaﬁfz est donné par (17), rappelant que ces coefficients sont ansld cas d’indices
fractionnaires.

En utilisant le théoréme de dissymétrie et les trois prdjpos précédentes, on
obtient le résultat final de cet article.

Théoréme 3.8. Le développement moléculaire de I'esp@eX ) des arbres plans
pondérés par leur distribution des degrés est donné par

(18) ax) = >N anir'x"+ Y Y Buir?cy(xn)

n>2 i€l n>1i€ly 1

+ Z Z Z Z Ml n, 0) rrerP X O (XM,

E>2 n>0 £>1i€l,

ou
= S Ak 1L 6) — = (a® .
Qnj = Z (,TL— , 1 — k)—i(am,-—l—a%’é),
E>1
ﬁn,i = Qnj,

etoy, est le vecteur infini dont tous les éléments sont nuls exdeptéeme qui vaut 1.
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4. Appendice

La table 1 présente les premiers termes, jusqu’'a I'ordredi2développement
moléculaire de I'espéca des arbres plans.

L] a,
1 X
2 Cs (X)
3 XCy(X)
4 Cs (X?%) + XC3(X)
5 X5+ X (X?) + XCy (X)
6 3X04+20; (X3) + XC5 (X)
7 9XT+3XC, (X?) + XC3 (X?) + XC6 (X)
8 28X8 4+ 5C; (X*) + XC7 (X)
9 85X% +8XCy (X1) + XCy (X?) + XCs (X)
10| 262X'0 4+ 14C; (X®) +3XC5 (X3) + XCy (X)
11| 827X M + 25X C5 (XP°) + X Cs5 (X2) + XC1o (X)
12 2651.X12 4+ 42C5 (X°) + XC11 (X)

TABLE 1. Premiers termes du développement moléculaire de I'espéce

Pour sa part, la table 2 présente I'analogue pondéré pastidbdiion des degrés
du développement précédent. En posgnt= 1, pour tout: > 1, on retrouve ce
développement. Notons que lorsque I'on pese- u etr; = ¢ pouri > 2, NOUS NOUS
replacons dans le cas de I'exemple 2.3 et les termes

TST'%XCQ(X?)) + r%rgrilXCg(X‘g) + r4r§erCg(X3)

deviennent
2utt3 X Cy(X3) + u?t X Oy (X?).

Remerciementd.article fut écrit avec le soutien financier du FQRNT (Quépet
du CRSNG (Canada).

English extended abstract

In this paper, we consider the class of plane trees, thatff islassical (Cayley)
trees embedded in the plane (up to homeomorphism). Thess dre characterized
by the fact that the edges incident to each vertex are cylglioedered. Our aim is to
classify these plane trees according to their symmetriesreNdrecisely, we classify
these discrete structures with respect to their stabili@eautomorphism group), up
to conjugacy. In our classification, we consider two paramsetfirstly, the number of
vertices and, secondly, the degree distribution of thecest where the degree distri-
bution is a infinite vectoi = (41,12, 3, ...) wherei; gives the number of vertices of
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roX
r?Cs (X)
rariXCy (X)
rsri XCs (X) 4+ r3riCa (X?)
rari XCo (X?) + rarari X° + 1ari X Cy (X)

2rar3ri X® + rarart X® + rsr? X Cs (X) + rariCa (XP) + r3riCy (XP)
r3r? X Cy (X(’) +r2rari X Co (X(’) + 2rar3rt X7 4 3rarir X7 4 2rdrori X T+
rariri XCo (X 3) +rarsri X7 4+ rsrari X 4 rar3ri X Ca (X2) +rer$ X Cs (X)

3152y X8 4 6rar3rory X8 4+ 16r2r X8 4+ r5rard X8 4 1378 Cy (X4) +
reri XC7 (X) + r5riCa (X4) + 5r3rari X8 4+ 6r3rart X + 3r3r3riCy (X4)

5rarsri X8 4+ r3r? X8

Trsrarar X 4+ 3rarirS X + ryrir$ X Cy (X4) + rarsriXCy (XQ) +rsrar; X0+

16737311 X° + 8rarart X + ryrsri X Co (X4) +3r3r3ri X Cy (X4) + Trirary X0+

r2rar$ X Cy (X4) + 7rarsri X0 4+ 3r2rorS X0 4+ rIri X Co (X4) +rsr$ X Cs (X) +

rerar X Co ( ) +rerar] X0 4+ roror] X 4 3rersrd XO 4 21ryrarir} X0+
Trsrary X°
4r3rsr] X0 4 9rarSri X0 4 drsr3r] X1 4 rerird XCg( ) + 56rararary X104
rarSri X Cs (X(’) + 287472ror$ X 10 4+ 32r2r8ri X 10 + Srerarari X 10 4 28r3r2r) X104
14rsrsr? X110 4+ 27580y (X“‘) +ror{ X Cy (X) + 12r2r3rf X1 4 9rerirS X104
47'77’27’1X10 +75riCy (X") +r3rS X Cs (X3) + 8r5rarer] X1 4 1dryr3ri X104
aTI X0+ 28r5r3r3ry X0 4 rerorf X0+ rrrar X0 4 rerarf X104+
6rarariCo ( ) —|—4r4r2r102 (X“‘) +rirdcy (X")

Irerarari X1 4 20rararf X1 4 riori® X Cho (X) 4 36r6rsrar; X + rorar) X1 4
60r3rsri XM+ 4ririrS X Co (X") + 36r5rarir XM 4 12r3rirt X 4 r 38 X Co (X“‘)
Argrr$ X1 4 2rerart X Co (X“‘) + 6r3r3ri X Co (X“‘) + rrrary X1 4 36r7rarer] X4

IrsrarsrS X1 drardr3r§ X Oy (X“‘) + 12674r3rar XM 4+ rer3ri X Co (X“‘) + 84rsrarsri X1
+12r4r3r T XM 3 X 4 rgrar) XM 4 OrgrarorS XM 4 120 r5r] X4
124r4737r3rS XM 4 20r4rSri X1 + r5r3rS X Cs (Xz) +40r3r3rS X1 4 rersr) X4
2rarar$ X Oy (X5) +rer2ri X Co (X5) +ririXCy (X5) + drer3rS X1 4 20rerarf X1+
25r5r3r X' 4 r3rarf X Co (X°) + 84r3r3r? XM + 2rar§ri X Co (X°) + 36rsrirari X'+
drirorf XM
120r¢r3rsr X2 + 15rsr3rf X 12 4 120rsrarsr] X2 + rorsri® X2 4 4257800 X 124
30r7rsr] X2 + rerari® X2 4+ 5rsrir) X 12 4 210rsr3rard X 12 + 21003 rgr X 12+
10073731 X 12 4 rorari X2 4 r2ri0Cy (Xﬁ) + 7111t X O (X) + 180rsr3r3r] X 12+
1207473m2r] X 12 4+ 4276378 X2 4 1077 rar2r) X 12 4 2002738 X 12 + 45rerar3rf X 124
45r6r3rar X2 4 420rar3r3r X2 + 5r3ririCo (X°) + 20rir3ri X2 + Brirsri X 2+
30rarsrt X 12 4+ 10rsrarery X2 + r1orari® X2 + 10073 r3r$ X 12 4+ 720020, (Xﬁ)

1573 rarS X 12 4 90rsrarsrart X 12 4+ 67577 X 12 + 10rerarsri X 12 + 10073 75ri X 124

15r5r3rS X124 5rer3r) X 12 4 1573r8r X112 4+ 10rersrar? X 2 + 10r3r5riCo (XG) +
5rorar) X2 + 5rir3riCa (XG) + 45777r3r3rS X 12 4 180r2rarar] X 12 4 252y rariry X 124+
10r3r3rCy (XG) +10r2r3r5Cy (XG)

TABLE 2. Premiers termes du développement moléculaire de I'espéles
arbres plans, pondérés par la distribution des degrés
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degreej. For our purpose, we work in the (general) framework of thelsimatorial
theory of species of structures introduced by A. Joyal [8¢ also [2, 3] for a detailled
presentation of this theory. The intended classificatioexggressed as the molecular
expansion of the speci&of plane trees. This is a (possibly infinite) linear combina-
tion with integer coefficients of basis species, indecoraptesunder the combinatorial
sum, called molecular species. Each molecular speciessirexipansion contains ex-
plicitly the stabilizer of the structures and then corregj®to a specific symmetry of
plane trees.

One of the main tools used to achieve our goal is the dissymriéteorem (eq.
(3)) permitting to express the species of plane trees ingarhthree related pointed
species, especially the spec@%of vertex-pointed plane trees. We then compute the
molecualr expansion of these three pointed species in ®psst

(1) We first characterize the speci@8 by a functional equation (see eq. (2)) in
terms of the known speciés of oriented cycles and of vertex-planted plane trees or
equivalently, the species of linearly ordered trees. Tlezigg A is our basis species
and is asymmetric, that is, the stabilizer of eatistructures is trivial (reduced to the
identity permutation of the symmetric group), then perimgtto obtain in a straightfor-
ward way its molecular expansion.

(2) Next we make use of addition formulas concerning the ispe€e; of two-
element sets and'. For the specie§’, we introduce a new method based on the enu-
meration of classes of words whose letters are (corresponthé structures of the
asymmetric specied.

Our final result (see formulas (16) and (18)) is obtained bynpke application
of the dissymmetry Theorem. Notice that, for the classificaccording to the vertex
degree distribution, a weight is introduced to take intooaict the degree of each vertex.
We then use weighted species and weighted versions of tligoaddrmulas.
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