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COHOMOLOGIES CONTINUES POUR LES ACTIONS PROPRES

ABDELHAK ABOUQATEB ET MOULAY-TAHAR BENAMEUR

RESUME. Dans le cas de I’action propre et réguliere d’un groupe de Lie connexe
G sur une variété différentiable M, nous explicitons un isomorphisme entre les cou-
rants basiques et la cohomologie de Hochschild continue de 1’algebre des fonctions
différentiables G- invariantes sur M dont le support est le saturé d’un compact. Ceci
nous permet de calculer la cohomologie cyclique périodique en généralisant un cé-
Iebre théoreme de Connes. Enfin nous montrons la cohérence de notre construction
avec la construction usuelle en géométrie non commutative, obtenue a I’aide de 1’al-
gebre produit croisé.

ABSTRACT. For proper regular actions of a connected Lie group G on a smooth man-
ifold M, we state an isomorphism between the space of basic r- currents and the r-th
continuous Hochschild cohomology space of the algebra of smooth G- invariant func-
tions with G- compact support. This enables to deduce the cyclic cohomology and the
periodic cyclic cohomology and extends a famous theorem due to Connes. Finally, we
prove that our construction is compatible with the usual construction in Noncommuta-
tive Geometry, obtained using the crossed product algebra

Introduction. Dans 1’étude des espaces singuliers en géométrie non commutative, la
cohomologie cyclique joue un rdle déterminant et permet de mettre en place des théo-
remes d’indice en généralisant 1’homologie de de Rham. En effet, un théoreme cé-
lebre et maintenant classique dii a A. Connes [19], extension du célebre isomorphisme
de Hochschild-Kostant-Rosenberg, établit une identification entre la cohomologie cy-
clique (périodique) de 1’algebre des fonctions différentiables sur une variété (compacte)
et ’homologie de de Rham de la variété. Ce théoréme est important en géométrie
non commutative ; il assure une cohérence avec le cadre de la géométrie différentielle
usuelle, et permet en plus de faire des calculs homologiques importants pour des al-
gebres graduées commutatives, voir par exemple [15, 10, 11].

Grace au théoreme de Connes, le role de réceptacle pour les invariants topolo-
giques caractéristiques joué par I’homologie de de Rham est maintenant plus globale-
ment pris en charge par la cohomologie cyclique, cf par exemple le livre référence [18].
Pour les feuilletages sur les variétés compactes et les opérateurs elliptiques le long des
feuilles par exemple, le théoréme de I’indice est une égalité dans le groupe de K-théorie
de I’algebre (non commutative) du feuilletage [20], mais le calcul effectif requiert la
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2 Cohomologies des actions propres

construction de cocycles cycliques géométriques et leur couplage scalaire avec les in-
dices [18, 49, 32, 33, 9]. L’algebre de Connes des fonctions différentiables a support
compact sur le groupoide d’holonomie, ou plutét sa C*-complétion, remplace alors la
variété des feuilles qui est singuliere pour presque tous les feuilletages. Cette algebre
a permis des avancées spectaculaires mais le calcul de ses invariants K-théoriques est
néanmoins difficile et fait partie du large progamme de la conjecture de Baum-Connes.

Nous étudions dans ce travail les feuilletages propres sur des variétés non com-
pactes. Ceci peut étre compris comme une généralisation de la théorie de I’indice en-
tammée par Atiyah dans [4] et permet de déduire des informations analytiques sur les
opérateurs longitudinaux sur des feuilletages de variétés non compactes mais qui sont
propres. Ici I’espace quotient reste donc raisonnable, c.-a-d. une orbifold. Dans ce cas,
l’algebre des fonctions feuilletées reflete une bonne partie de la structure transverse du
feuilletage [35, 36]. Pour simplifier et garder un contact avec les applications indicielles
sous-jacentes, nous nous sommes restreint au cas de I’action propre et locallement libre
d’un groupe de Lie connexe, le feuilletage obtenu sera alors appelé feuilletage propre.
Des références classiques et importantes concernant les actions propres de groupes de
Lie sont [14, 46, 40, 37, 38, 39, 51] et une classe importante d’exemples d’actions
propres et localements libres est donnée par les triplets

GCHOT,

ou H est un groupe de Lie, G est un sous-groupe de Lie fermé connexe de H, et I" est un
sous-groupe de H, tels que I’action de G sur H /I" est propre. L’ orbifold est dans ce cas
Iespace G\H /T [13, 41, 37, 39, 42, 44, 61]. Les conséquences en théorie de I’indice
ne sont cependant pas couvertes par cet article et seront traitées dans une prochaine
publication.

Le premier résultat que nous obtenons pour ces feuilletages propres, est un calcul
de la cohomologie de Hochschild des feuilletages propres. Ainsi, nous montrons que
la cohomologie de Hochschild de 1’algebre des fonctions feuilletées dont le support est
le saturé d’un compact est isomorphe a I’homologie basique du feuilletage. De plus, la
correspondence de Hochschild-Kostant-Rosenberg est explicite et généralise la fleche
de Connes [19] grace a une fonction cutoff issue du caractere propre du feuilletage.

Le second résultat important de cet article est ensuite la détermination de la co-
homologie cyclique et de la cohomologie cyclique périodique. La différentielle de de
Rham doit alors étre modifiée a 1’aide de la forme de courbure moyenne. L’ apparition
de ce twist s’explique par la cohérence de la cohomologie cyclique avec la dualité.
En effet, il faut se souvenir que lorsque la dualité de Poincaré en homologie basique
est remplie, par exemple pour les feuilletages riemanniens, elle est matérialisée par un
twist de différentielle identique a celui déouvert ici [58]. Ainsi la cohomologie cyclique
périodique est completement identifiée dans cet article avec ’homologie basique ainsi
twistée. Les propriétés de fonctorialité, d’excision ou d’homotopie de I’homologie cy-
clique périodique obtenues par Cuntz et Quillen puis par Nistor [22, 50] donnent ainsi
des résultats analogues sur I’homologie basique de tels feuilletages propres. Rappelons
que de tels résultats sont réputés difficiles en géométrie (commutative) des feuilletages.

Enfin, notre troisieme résultat est la comparaison de notre construction avec celle
associée en géométrie non commutative au produit croisé. L’algébre o7z s’envoie ho-
momorphiquement dans I’algébre non commutative C;°(M) x G, obtenue par produit
croisé. Grace aux résultats obtenus dans un cadre plus général dans [9], nous pouvons
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exliciter ici une correspondence qui associe a tout courant basique C un cocycle de
Hochschild ¢ sur I’algebre produit croisé. Nous montrons aussi qu’alors le cocycle de
Hochschild sur @7; obtenu par fonctorialité a partir de 7¢ n’est autre que celui donné
directement a partir de C par I’isomorphisme (2) (voir page 4).

Le contenu de cet article est plus précisement comme suit. La section 1 est consa-
crée a des préliminaires sur les courants invariants et les courants basiques. Nous ex-
plicitons en particulier, et en raison de leur importance dans la suite, les identifications
topologiques, d’un c6té entre les courants semi-basiques et les fonctionnelles continues
sur les formes semi-basiques [3], et de I’autre entre les courants basiques et les cou-
rants transverses invariants par holonomie de Haefliger [30]. Ensuite et toujours dans le
cadre de cette premiere section, nous montrons quelques lemmes techniques sur les ac-
tions propres qui sont utilisées dans la description des cocycles de Hochschild associés
aux courants basiques. Une liste d’exemples de feuilletages riemanniens et géodésibles,
correspondants a nos hypotheses, est alors donnée. La section 2 est consacrée au cal-
cul de la cohomologie de Hochschild (continue) de 1’algebre topologique des fonctions
G-invariantes a support G-compact. Cette algebre est munie d’une topologie naturelle
d’espace L.F. qui est de Fréchet lorsque 1’espace des orbites M /G est compact. Ensuite
dans la section 3, nous déduisons le calcul de la cohomologie cyclique ainsi que de
la cohomologie cyclique périodique. Enfin, la section 4 est consacrée a la preuve de
la commutativité du diagramme reliant I’homologie basique, la cohomologie cyclique
de I’algebre produit croisée et la cohomologie cyclique de 1’algébre des fonction G-
invariantes. Tout au long de cet article, et sauf mention expresse du contraire, les struc-
tures considérées seront de classe C*. Par ailleurs, nous désignerons toujours par le mot
« cohomologie » une cohomologie continue relativement a la topologie sous-jacente.

1. Courants basiques et actions propres. Dans cette section préliminaire, nous rap-
pelons quelques résultats plus ou moins connus concernant les courants basiques sur un
feuilletage donné. Puis nous nous concentrons sur le cas des actions propres et donnons
alors quelques constructions utiles. Les résultats de cette section sont utilisés pour le
calcul de I’homologie de Hochschild dans la section suivante.

1.1. Courants basiques et homologie de Haefliger. L’ objet de ce paragraphe est de
comparer les différentes approches connues a I’homologie de Haefliger des feuilletages.

Soit (M,.%) une variété feuilletée de dimension n = p+¢, p étant la dimension des
feuilles. Dans tout cet article, nous supposerons pour simplifier que le feuilletage .% est
orienté. On note Q. (M) I’espace des r- formes différentielles a support compact dans
M muni de la C* -topologie de Schwarz. 1l s’agit donc d’un espace L.F. Un élément du
dual topologique C"(M) de Q'~"(M) est appelé r- courant ou courant de degré r et de
dimension n — r. L’évaluation d’un r- courant 7' sur une forme ® € Q" "(M) sera notée
< T,m >.Si X estun champ de vecteurs sur M, le produit intérieur du r- courant 7 par
X estle (r—1)-courant ix T défini par

<ixT,0 >=(—1)" <T,ix0>, VYocQ (M. (1)

Le r- courant T sera dit semi-basique si ixT = 0 pour tout champ de vecteurs X tangent
au feuilletage. L’espace des r- courants semi-basiques sera noté Cl, (M). De la méme
fagon, I’espace des formes semi-basiques (c.-a-d. des formes f telles que ix 8 = 0 pour
tout champ de vecteurs X tangent a .%) sera noté Q. (M). Le sous-espace des formes

semi-basiques a support compact sera noté Q7 (M). Lorsque la variété M est orientée,
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toute r- forme 1) définit un r- courant 73, appel€ courant régulier associ€ a 1, donné par
<Th,0>= / nAw, YoecQl"(M).
M

I1 est facile de vérifier que le courant T}, est semi-basique si et seulement si la forme 7
est semi-basique. Ceci permet en fait de plonger Q, (M) dans C!, (M).

Nous allons maintenant expliciter une dualité entre courants semi-basiques et for-
mes semi-basiques a support compact. Rappelons que le feuilletage .# est orienté. Soit
X une orientation de .#, c’est-a-dire une p- forme sur M qui induit une orientation sur
les feuilles [58]. Soit v le fibré normal a .# qui est un fibré de rang ¢. Notons d’abord
que I’espace des (g — r)- formes semi-basiques a support compact s’identifie a 1’espace
CZ(A77"v*) des sections a support compact du fibré A" v* :

— co q—r
QI (M) =C; (/\ V).
Considérons le plongement

j: C“(/\qirv*) — QI""(M) donnée par j(ot) = x Aa.

c

Soit <75 "(M) le sous-espace de Q!~"(M) des formes .7 - triviales [54], c.-a-d. des
(n—r)-formes o a support compact telles que

in "'iXPOC:O, VXl,...,Xp EC‘”(ﬁ’).

Proposition 1. On a la décomposition topologique suivante :

—r ./ oo q=r « —r
QM) = j(CZ (N V) D s (M).
Démonstration. 11 s’agit d’établir que I’application

(ot,B) —» x N+
de CZ(A\T"v*) P 5 " (M) vers Q=" (M) est un isomorphisme topologique.
Fixons une métrique riemannienne sur M et identifions alors le fibré normal v avec
le fibré orthogonal au feuilletage pour cette métrique. Pour tout k,i € {0,...,p} X
{0,...,q}, on note par Qbh (M,F) (resp. Q%"(M,F)) I’espace des sections  support
compact (resp. 1’espace des sections) du fibré AKF* @ A"v*. La métrique fixée sur M
induit alors une décomposition topologique :

M~ P QMM F) et M~ P QY (M,F). (2)
k+h=n—r k+h=n—r
Il est clair que le produit extérieur des formes respecte cette bigraduation. De plus,
’espace .7 " (M) correspond dans cette décomposition a

M)~ P QT MLE). (3)
0<k<p—1
D’autre part, la forme caractéristique ) est une forme différentielle de bidegré (p,0)
relativement a cette décomposition. Elle induit donc par cup produit une application
continue
AN QYT (M F) — QP9 (ML F),

qui n’est autre que la restriction de I’application correspondant a j. Il est clair que
cette application est injective. Puisque le feuilletage est orienté, le fibré APF* est un
fibré en droite trivialisé par y. Ainsi, tout élément de Q2" (M, F) est I'image par j
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d’un élément de QS"J*’(M ,F). L’application réciproque de yA est donc I’application
bien définie et continue que nous noterons ® — ®/x. Les topologies respectives se
correspondent suivant cette bijection et on voit donc que I’application j est un homéo-
morphisme de QY4 (M, F) sur Q24" (M,F). On conclut la preuve en utilisant cet
homéomorphisme et les homéomorphismes (2) et (3). Il

On en déduit alors par transposition le corollaire qui suit :

Corollaire 1. L’application

q—r
J i Cly(M) — (CZ(N\ V")) donnée par < j(T),B >=<T,x A >,

est un isomorphisme entre I’espace des r- courants semi-basiques et le dual topologique
des (q — r)-formes semi-basiques a support compact muni de sa topologie usuelle de
Schwartz.

On dira qu’un r- courant semi-basique 7" est basique si dT est aussi semi-basique.
L’espace des r- courants basiques sera noté C'; (M). Ainsi, C" (M) est I’ensemble des
r-courants 7' qui vérifient

ixT =0et LxT =0, VXECm(g)

On notera qu’il suffit de se limiter 2 X champ fondamental losque le feuilletage est
donné par une action réguliere d’un groupe de Lie connexe, on rappelle aussi que 1’es-
pace Q' (M) des r- formes basiques, est ’espace des formes 8 sur M qui vérifient

ixﬁ :Oethﬁ =0, VX ECw(gZ).

La différentielle de de Rham induit une différentielle sur les formes basiques ainsi
que sur les courants basiques. On obtient ainsi deux complexes différentiels gradués
(Q%(M),d) et (C5(M),d) dont les cohomologies sont notées H; (M) et H7 (M) re-
pectivement. Ce sont respectivement les espaces de cohomologie et d’homologie ba-
siques du feuilletage. Nous avons un plongement naturel du premier complexe dans le
second
1:Q% (M) — C%(M).

qui induit un homomorphisme entre la cohomologie basique et I’homologie basique.
Lorsque le feuilletage est riemannien complet, Sergiescu a prouvé que la dualité conti-
nuait a exister et que 1 induit un isomorphisme en cohomologie, voir [57].

Remarque. 11 n’y a en général pas de dualité topologique entre courants basiques et
formes basiques a support compact. En effet, soit £ une surface compacte de genre g >
2,etI'=m(X) identifié a I" C PSL(2,R). La 3- variété M = PSL(2,R)/T" supporte un
feuilletage .# de codimension 1 donné par 1’action homogene du groupe des matrices

de la forme :
1 (ab
Va o1 /"

Il a été montré dans [3] que dim(CL(M)) = 2g. D’un autre c6té, puisque ce feuilletage
est a feuilles denses, on a dim Q’; (M) <1 (voir [47, page 40]).
Nous décrivons maintenant 1’identification entre les courants basiques et les cou-

rants transverses invariants par holonomie au sens de A. Haefliger [30] qui sera utilisée
par la suite, voir aussi [9].
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Dans [30], A. Haefliger a introduit le complexe C*(M/.%) des courants transverses
invariants par holonomie, généralisant ainsi la notion de mesure transverse invariante
[52, 54]. Rappelons brievement cette construction. Soit %7 = (U;); un recouvrement
ouvert localement fini de M distingué pour le feuilletage. Fixons pour chaque i une
transversale T; C U; et posons T = | J; T;. On peut supposer que les transversales 7; sont
deux a deux disjointes. Soit 7Z le pseudogroupe d’holonomie induit par le feuilletage
sur la sous-variété transverse T. L'espace Q¢ " (M /.7 ) des « coinvariants » de I’action
induite sur I’espace Q¢ "(T) des formes différentielles a support compact sur T, est
par définition I’espace des formes de Haefliger. Il s agit plus précisement du quotient de
QI7"(T) par le sous-espace vectoriel engendré par les éléments de la forme y*@ — @, ou
y€ A et w e QL (T) est a support contenu dans 1’image de y. L'espace Qf " (M /.%)
est alors muni de la topologie quotient qui est non séparée en général. La différentielle
de de Rham sur 7" induit une différentielle

d:QI"(M)F) — QU (M) F).

Le dual topologique de Q7" (M /.7 ) est I'espace des r- courants transverses invariants
sous 1’action de .7#, ou r- courants de Haefliger, il est noté C"(M/.%). La différentielle
de de Rham d induit alors par transposition et restriction une différentielle

d:C"(M)F) — C (M) .F).

Les espaces Q" (M /.7 ) et C"(M/.F) ainsi que les différentielles sont clairement in-
dépendants des choix de recouvrements et de transversales. Ainsi les homologies des
complexes obtenus sont intrinseques au feuilletage. On les appelle respectivement la
cohomologie et I’homologie de Haefliger et on les note H*(M/.%) et H.(M | %).
Rappelons que le feuilletage .% est orienté, on peut donc définir, suivant [30], un
opérateur d’intégration le long des feuilles a valeurs dans les formes de Haefliger

[ eron — ot/ #),

de la maniere suivante. On fixe une partition de ’unité ¢; subordonnée au recouvre-
ment 7. Si € Q}~"(M), alors on utilise la submersion 7; : U; — T; pour construire
Iintégration [ ¢ € QI"(T;) de la forme localisée ¢;®, le long des fibres de ;.

On définit ensuite [ @ comme la classe dans QI "(M/.%) de la forme ¥; [, ¢io. Le
noyau Ker [ # est décrit dans [30] et permet d’obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 2. [3] On a un isomorphisme
([ )ricrn/7) =z @

entre l’espace des courants de Haefliger et [’espace des courants basiques.

A partir de la définition de [, on voit facilement que I’intégration le long des
feuilles commute aux différentielles et induit une application linéaire

[ sHrran — e ) 7)
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graduée de degré — p, entre la cohomologie de de Rham de M et la cohomologie de
Haefliger de (M,.%). Rappelons que H??~" (M, F) est le p- -ieme espace de cohomolo-
gie du complexe longitudinal

0— Q" (M, F) 22 QLar (M, F) 22, ... L2, Qra-r(p, F) — 0,

ou Q8 (Mm, . F ) désigne ’espace des formes de bidegré (k,h), c.-a-d. des sections a
support compact du fibré AK.Z* @ A"v*. Notons un lemme utile pour le couplage avec
I’homologie de Haefliger [9].

Lemme 1. L’intégration le long des feuilles induit un isomorphisme entre [’espace
HP9"(M,F) et lespace Q" (M| F) des formes de Haefliger de degré q —r.

Démonstration. D’apres les résultats de [30], I’application [, est une application
continue, surjective et ouverte. De plus, suivant la décomposition de @ € Q" (M)
en composantes bihomogenes

o= Y o €U (MF),
k+h=n—r

I’application [ par définition s’annule sur toutes les composantes @y j telles que k < p,
de sorte qu’elle ne lit que la composante @, ,—, de ®. Par conséquent, en restriction a
Q247" (M, F) Iapplication [, reste une application linéaire, continue, surjective et
ouverte.

On sait par ailleurs et toujours grace aux résultats de [30], que le noyau de [ est
engendré par les ix o et les Ly B pour X champs de vecteurs longitudinaux. Il est facile
de voir que I’intersection de ce noyau avec QP (M,.7) n’est autre que 'image par
dz de Q07" (M,.F), ce qui termine la preuve. O

1.2. Quelques lemmes sur les actions propres. Une action (a gauche par difféomor-
phismes) d’un groupe de Lie G sur une variété M est dite propre si, pour tout compact C
de M, I’ensemble {g € G/gCNC # 0} est compact dans G. Ceci équivaut & demander
que I’application

GxM > (g,x) — (gx,x) € MXM,

est une application propre [40, 14]. Si en plus la dimension des orbites est constante, on
dira que I’action est réguliere. L’action est localement libre si les groupes d’isotropies
sont discrets.

La variété M sera dite G- variété propre (resp. propre réguliere) s’il existe une action
propre (resp. propre et réguliere) de G sur M.

Un résultat maintenant classique de Palais [51] assure qu’une action propre est une
action par isométries. Plus précisément, il existe une métrique riemannienne G- inva-
riante sur une G- variété propre. Les orbites d’une action propre réguliere définissent
alors un feuilletage riemannien [47] dont les feuilles sont des sous-variétés fermées.
Ceci est un cas important de feuilletages dits propres [18]. L’espace des feuilles est alors
séparé et est naturellement muni d’une structure d’orbifold (ou V- variété de Satake
[55]), c.-a-d. tout point de M /G posseéde un voisinage homéomorphe au quotient d’un
ouvert de R? par un groupe fini. Ceci est bien siir une conséquence du fameux modele
de slice local de Palais-Koszul.



8 Cohomologies des actions propres

Une autre propriété importante de ces feuilletages propres est qu’ils sont géodé-
sibles [16]. 11 existe donc une métrique riemannienne g dont la seconde forme fonda-
mentale o, est nulle, c.-a-d. telle que pour X, X' € ., ona

(VEX'+V$,.X)E =0.

Ici, V8 est la connection de Levi-Civita associée a g. Ainsi, il existe une métrique pour
laquelle la courbure moyenne est en particulier nulle. Il s’agit donc de feuilletages mi-
nimalisable [53]. Le calcul de I’homologie cyclique obtenu dans la section 3 peut donc
étre notablement simplifié lorsqu’une telle métrique minimalisante sera en outre G-
invariante.

On désignera dans la suite par dg une mesure de Haar invariante a droite, et par g
la fonction modulaire du groupe G. Rappelons qu’il existe sur la G- variété propre M
une fonction modulaire Ay, c.-a-d. une fonction différentiable Ay, : M — R, telle que
(voir [2])

g (&m) = L6(8)Am-

Lemme 2. Soit G x M — M une action propre réguliere d’un groupe de Lie connexe
G de dimension p. Alors, il existe sur M une p- forme caractéristique G- invariante Y
orientant les orbites.

Démonstration. Considérons comme avant le feuilletage .# donné par le fibré tan-
gent aux orbites. La connexité du groupe G nous permet de le faire opérer sur .% en
préservant 1’orientation. Soit <, > une métrique riemannienne G- invariante sur M, le
supplémentaire orthogonal .# * relativement 4 la métrique est G- stable. Désigons par
x.# la forme caractéristique du feuilletage .% associée a la métrique <, >. Pour tout
g € G, considérons la p-forme g*(x 7). Le fibré .7 étant G- stable, nous savons alors
que iy (g*(x#)) = 0 pout tout ¥ € F*. Ainsi, il existe une fonction @, € C*(M) telle
que g X7 = Qe X7
Pour x € M, soit maintenant {X!,... X7} une base orthonormée de T,(Gx). On a

Po(0) = (8" A7 )x(Xy, - X0) = (X7)gx(8:Xy -, 8:XP).

Or, puisque I’application g, : Ty(Gx) — T, (Gx) est une isométrie, la famille

est une base orthonormée de T,.(Gx). Ainsi @,(x) = 1. Par suite, pour tout g € G,
g X7 = Xz etla preuve est complete. O

Nous donnons maintenant un lemme technique utile pour la suite et faisant partie
du folklore plus ou moins connu dans 1’étude des actions propres. On désigne encore
par dg une mesure de Haar invariante a droite, et par /A la fonction modulaire associée.

Lemme 3. Soit G X M — M une action propre d’un groupe de Lie connexe G sur une
variété M. Alors il existe une fonction positive ¢ € C*(M) sur M, telle que :
— pour tout compact C de M, la restriction @, de ¢ a GC est a support compact ;
— pour tout x dans M, on a

| oe A6z =1.
G
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Démonstration. Soit (U;);e; un recouvrement ouvert localement fini de M par des ou-
verts U; du type slice. Ainsi

U; =G xg,Si,

ol G; est I’isotropie en un point x; de S;, et S; est une sous-variété relativement com-
pacte de M (cf. [S1]). Soit (p;)ic; une partition de 1’unité G- invariante associée au
recouvrement (U;);e;. On a alors

Ui=GS, M=JU; et ¥ pi=1.

i€l i€l
Pour tout i € I, soit y; une fonction positive a support compact sur M telle que y; = 1

sur S;. Posons ¥ := Y ;c; pi ;.
Soit {Uy,...,U;} une sous-famille finie de (U;);¢; telle que,

pourtouti € I~ {l,...,k}, CNU;=0.

L’existence d’une telle sous-famille finie est due a la finitude locale du recouvrement.
Puisque les ouverts U; sont G- stables, on a, pour tout i € I~ {1,... k},

GCNU; =0.

D’autre part, puisque Supp(p;) C U, la restriction de y a GC est donnée par

k
Yige = Z{pill/i‘

1l est alors facile de voir que la fonction Y est nulle a I’exterieur du compact
K = UL Supp(;) NGC,

Posons maintenant, pour tout x € M,
Ly)@) = [ wls 0 A6(s)ds

Cette intégrale est bien définie puisque {g € G/w(g~'x) # 0} est contenu dans {g €
G/g 'x € Supp(¥|;, )} qui est compact. Puisque les fonctions p; sont G- invariantes,
nous obtenons

k
L)) =L pilo) [ il 0 Ba(e)ds.

Il est donc clair que Ly ne s’annule pas. En effet, soit x € M, prenons iy € [ telle que
x € GSj,, et soit V;; un voisinage ouvert de S;, sur lequel yj, est strictement positive. La
fonction g € G — ;, (g~ 'x) est alors positive sur p~!(V;,) ouvert de G (avec p : g €
Gr— g 'lxeM).Dou
~1
[ wiole 0 26(5)dg > 0.
D’autre part, I'image de L est contenue dans 1’espace des fonction G- invariante comme
cela peut étre facilement vérifié. Finalement, il suffit de poser
v

(p:HI/
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Considérons maintenant la p- forme )¢ du lemme 2. Le plongement associé

jo 1 CZ(NT V) = Qi (M),
est donné par jg(ot) = xc N Q.

Lemme 4. On suppose que G est connexe et, comme avant, que l’action est propre ré-
guliére. L’application jg induit un isomorphisme J entre les courants basiques C'; (M)
et Uespace (CZ(A177v*))y; des formes linéaires continues sur C°(AT~"v*) qui sont
G- invariantes.

Démonstration. L’ application jg est G- équivariante, elle induit donc par transposition
un isomorphisme G- équivariant

q—r
Ja: CoM) — (CZ(A\ V)
Ainsi la restriction de ji; aux courants semi-basiques G-invariants fournit un isomor-
phisme avec (C=°(A9~"v*));. Mais rappelons qu’un courant est G- invariant si et seule-
ment si il est nul sur I'image des dérivées de Lie Ly & pour les champs longitudinaux,
c’est-a-dire ici pour les champs fondamentaux. Ceci montre donc que 1’on récupere
I’isomorphisme annoncé :

~ qir I
J:CH(V) = (CZ(A\ V)
0

Considérons maintenant I’e.v.t. Q7" (M) des (g — r)- formes basiques dont le sup-
port est G- compact, c’est-a-dire le saturé d’un compact. On le munit de sa topologie
naturelle d’espace L.F. Ainsi, une suite (o) convergera vers o lorsqu’il existera un
sous-ensemble G- compact B, tel que les (o) et @ sont supportés dans B et la suite
(ay,) converge vers a au sens de la topologie C*. Dans [2], une identification entre
le dual topologique (Q% " (M))" et 'espace (C(A\Y™"v*)),; est établie. En effet, soit
comme avant dg une mesure de Haar invariante a droite sur le groupe de Lie connexe
G et soit Ay une fonction modulaire sur M, alors I’application moyenne

définie par
m(w) = A [ (7)) wds.

induit par transposition I’isomorphisme (cf [2])

q—r
1:(Q%" (M) — (CZ(AV))e- (5)
En résumé, nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 1. Soit G x M — M une action propre réguliere d’un groupe de Lie connexe
G de codimension q. Alors tout r- courant basique T € C'; (M) s’identifie a une fonc-
tionnelle continue sur [’e.v.t. ﬁi@_r(M ) des formes basiques a support G- compact. Cet
isomorphisme est explicitement réalisé par ’application

v =7 ol (Q% (M) = Clr(M).
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Corollaire 3. Sous les hypothéses du théoréme 1 et lorsque I’espace des orbites M |G
est compact, I'espace C'; (M) des r- courants basiques est isomorphe au dual topolo-

gique de l'espace de Fréchet Qgr(M ) de toutes les formes basiques avec sa topologie
c=.

Démonstration. 1l suffit de noter dans ce cas que Q% (M) coincide avec Q7" (M) et
que les topologies se correspondent. U

2. Courants G-basiques et cohomologie de Hochschild. Soit comme avant G x
M — M une action propre réguliere d’un groupe de Lie connexe G de dimension p.
Le cadre relativement plus intéressant est celui ol le groupe G n’est pas compact et
donc la variété M n’est pas compacte, et ou 1’action n’est pas libre. Les invariants de
I’algebre de Connes qui décrit I’espace des feuilles en géométrie non commutative sont
alors codés par une algebre produit croisé propre. Il existe cependant une algebre inter-
médaire commutative représentant, comme nous allons le voir, honorablement I’espace
des fonctions différentiables sur 1’espace topologique quotient. Cette algebre est bien
sir 1’algeébre Ag des fonctions différentiables G- invariantes sur M dont le support est
G- compact. Cette algebre est naturellement munie d’une topologie d’espace L.F. qui
est Fréchet lorsque 1’espace des orbites est compact.

Rappelons d’abord quelques définitions. Soit @7 une algebre avec topologie que
nous supposons d’abord topologique, c.-a-d. telle que le produit est jointement continu.
On note C¥(.o7) I’espace des formes (k -+ 1)- linéaires continues sur .. Le complexe de
Hochschild (continu) associé a 1’algebre topologique < est le complexe (C*(«),b),
ol b est la différentielle de Hochschild donnée, pour tout ® € C¥(.27), par

(b®)(ag,ai, ... ,ars1) = (V'®)(ag,ar,...,arp1) + (=) ®(ar a0 a1, . . . ar)
k
avec  (b'®)(ag,ai,...,a 1) = Z(—I)JCID(aQal,...,ajajH,...,akH).
J=0
On peut alors vérifier que b o b = 0. La cohomologie de Hochschild continue HH*(.<7)
de I’algebre 7 est alors la cohomologie du complexe (C*(<7),b), elle est notée

HH* (/) = DHH/ ().
j

On considere aussi le sous-complexe C; (%) du complexe de Hochschild, formé a par-
tir des cochaines cycliques, c¢’est-a-dire des formes (k + 1)- linéaires continues & sur
/%1 telles que

¢(a]7" . 7ak7a0) = (_l)k(b(ao,alv‘ .- ,Clk), \V/(ao,alw .- 7ak) € "Q{k+l'

L’opérateur b préserve C; et on obtient ainsi un sous-complexe (C; (#7),b) du com-
plexe de Hochschild. Ce sous-complexe est le complexe cyclique de <7 et sa coho-
mologie est la cohomologie cyclique de Connes de 1’algébre topologique .7, elle sera
notée HC*(.«7) ou parfois Hj (/) en référence au générateur A du groupe cyclique.
La cohomologie cyclique ne fournit qu’une invariance homotopique partielle et on doit
souvent plutdt considérer la cohomologie cyclique périodique HP* (<) de <7, qui est
la limite inductive de la cohomologie cyclique relativement a 1’opérateur de Connes
S:HC*(&/) — HC**?(e7). La définition de 1’opérateur S peut étre consultée dans [19]
ou dans [43].
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Lorsque I’algeébre o7 n’est pas une algebre topologique, les définitions ci-dessus
ne sont plus valables et doivent &tre modifiés en conséquence. Les corrections topolo-
giques nécessaires pour englober de telles algebres sont décrites par exemple dans [10]
ou [11]. Voir aussi [21].

Théoreme 2. On fixe une fonction cutoff ¢ comme dans le lemme 3, une fonction mo-
dulaire Ay et une forme caractéristique G- invariante ). Pour tout r- courant basique

C € C(M), on définit un (q — r)-cocyele de Hochschild 2% sur &g en posant
pour tout (fo,...,fy—r) € Zg_rﬂ’

QLN fo oo fy) =< € HG N Ui N fyer >

Démonstration. On note d’abord que la formule de couplage a un sens. En effet, la
forme i‘—; A fod fi N--- Ndf,— est a support G- compact dans M. Ainsi, par le Lemme

3, on déduit que la forme différentielle % XG N fodfi A---Ndf,—, estasupport compact
dans M. Par conséquent, le couplage de cette derniere forme avec le courant C est un
nombre complexe bien défini.

Notons maintenant que si 7" est une forme linéaire continue sur I’espace ﬁi@_r(M )
des formes basiques de degré g — r et a support G- compact, alors la formule suivante
définit un cocycle de Hochschild sur 1’algebre Ag

lPT(ny---aqur) =< T>f0df1 /\"'/\dqur >

En effet, la différentielle de de Rham préserve les formes basique a support G- compact.
Ainsi, il est facile de vérifier que

DO (for s s Fyrit) = (— 1T < To(fodfy Aee Adfyr) fymrit > +
(—D)T < T, fy i fod fi Ao Adfyr >=0.

Notons maintenant que I’on a
<C ANy e Ndfyy =< (7 0 D)(C)m( 0 A fodfi Ao A fyr) >
par définition de / et J. Ensuite, on a

LN fodfi Ao Ndfyr) = fodfi A Ay

m(AM

Ainsi, CIJ((’;’AM X6 est bien un cocycle de Hochschild puisque c’est le cocycle de Hoch-
schild \P([—IOJ) (©)- O

Proposition 2. La classe de Hochschild du cocycle @2’AM X6 défini dans le théoréme

2 ne dépend pas du choix de @.

Démonstration. Ceci est une conséquence de la preuve du theoréme précédent. On sait
@AM, X6 _
en effet que P =¥ 1000 g

On obtient donc une application linéaire bien définie entre les r- courants basiques
et la cohomologie de Hochschild de degré g — r de ’algebre Ag :

®: C'y (M) — HHT " (Ag).
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Théoreme 3. Soit G x M — M une action propre réguliére de codimension q d’un
groupe de Lie connexe G. Alors la cohomologie de Hochschild continue HHY™"(Ag)
est isomorphe via ® a l’espace des r- courants basiques sur M.

La preuve de ce théoreme se fera en plusieurs étapes. Pour alléger les notations et
simplifier I’exposé de la preuve, nous supposerons que 1’espace des orbites M /G est
compact.

Puisque I’action de G sur M est propre, la partie M X G de M x M donnée par

M xG:={(x,gx),xeM,g € G},

est fermée. On fixe dans la suite une métrique riemannienne G- invariante sur M. Cette
métrique permet alors d’induire le fibré transverse v = TM/F d’une métrique G- inva-
riante. On note exp I’application exponentielle associée au fibré v. Il existe alors un
voisinage ouvert ¥ de M x G dans M x M tel que

Y(x,y) € 7,3g € G,3!Xo(x,y) € vy tels que exp, (Xo(x,y)) = g.x.

On peut, quitte a saturer, supposer que # est G x G-invariant. En effet, si (x,y) €
¥, alors, pour tout g',g%> € G, on peut trouver g’ et un vecteur Xo(g'x,g%y) € Vo2y
satisfaisant

expy,(Xo(g'x,8%y)) = g'(g'x).
Plus précisément, et grice a la G-invariance de la métrique, on peut prendre g’ =
g%g(g") " et Xo(g'x,8%y) = g2, (Xo(x,y)). En effet, alors Xo(g'x,g%y) ne dépend pas
du choix de g! et g%.

Lemme S. On suppose qu’il existe un champ de vecteurs transverse G- invariant sur
M qui ne s’annule pas. Alors il existe une section X du fibré p5v au-dessus de M x M,
ou p; est la deuxieme projection, satisfaisant

- X(g'x,8%) = g;..(X(x,y)), pour tout (x,y) € M* et tout (g',¢*) € G*;

- X(x,y)=0<= (x,y) e M xG;

— X(x,y) = Xo(x,y) si (x,y) est assez proche de M x G.

Démonstration. Notons d’abord que Xj satisfait sur ¥ les trois propriétés du lemme.
Soit ¢ une fonction différentiable positive sur M2 a support contenu dans ¥ et valant 1
sur un voisinage G- invariant de M x G. Pour (x,y) € M? quelconque, on pose alors

X(x,y) 1= @(x,y)Xo(x,y) +i(1 = 9(x,y)Y (),

ou Y est un champ de vecteurs G- équivariant sur M ne s’annulant pas. D’autre part,
X (x,y) = 0 seulement pour (x,y) assez proche de M x G et pour Xp(x,y) = 0. Mais
alors il est clair que cela arrive précisement lorsque (x,y) € M x G par définition de Xj.
Enfin, un calcul direct donne

X(g'x,g%) = o(g'x,gy)Xo(g'x, &%) +i(1—0(g'x, &)Y ()
= 0(x,y)gr. (Xo(x,y) +i(1— @(x,y))g;.Y (y)
= g, X(xy),
ce qui termine la preuve. g

On supposera dans un premier temps qu’un tel champ X existe et on le fixe pour la
suite. On note par QF I’espace des sections (G x G)- invariantes du fibré p3A*(v* ® C)
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au-dessus de M?. Ici, le groupe de Lie G agit sur le fibré v* en utilisant la deuxieme
projection de G x G dans G.

Lemme 6. Les espaces Q sont des modules projectifs de type fini sur I’algéebre QO.
De plus, le produit intérieur par X envoie, pour tout k > 0, Q1 sur QK.

Démonstration. Nous devons d’abord montrer que le module QF est projectif de type
fini. Or I’action de G x G sur M x M est propre avec quotient compact, il existe donc
un recouvrement fini de M x M par des ouverts type slice de la forme

U,:(GXG) X[(‘.S,',

avec K; sous-groupe compact de G X G et S; K;- sous-variété relativement compacte de
telle sorte que U; soit un (G x G)- retract d’une orbite (G x G)x; d’un point x; € S; avec
isotropie K;. Plus précisement, 7; : U; — (G x G)x; est un voisinage tubulaire (G x G)-
stable de I’orbite (G x G)x; tel que I’inclusion de la section nulle

jI(GXG)xi‘—>Ui

satisfait que jo m; est (G x G)-homotope a I’identité. Par un argument classique de
partition de ’unité [6], on est donc ramené a prouver que 1’espace des sections (G x G)-
invariantes d’un (G x G)- fibré vectoriel £ au-dessus de (G x G) x g, S; est trivialisable.
En effet, cela permettra de déduire le résultat puisque notre recouvrement est fini, voir
[5, 6]. Or, un tel fibré est (G x G)-isomorphe au fibré 7E, ou E est la restriction
de notre (G x G)- fibré vectoriel a 1’orbite (G X G)x; ~ (G x G)/K;. Si donc V; est la
représentation de dimension finie de K; donnée par la fibre de E en x;, alors on obtient
par induction
Cm(Ui,E)GXG ~ Coo(Ui)GxG ®V1KI

Soit maintenant ® € QF une forme (G x G)- invariante sur M. 1l est clair, d’apres
la définition du produit intérieur, que ix @ est une section différentiable du fibré
PiAF1 (v @ C) au-dessus de M x M. Soient Z',..., ZF"1 des sections de p}(V) et soit
(81,82) €G*. Ona:

(‘g2(ix0(g1x,823)), (2! (x3).. 2 (x,3)))

= {0(g1r.89), (X(21%.827),824(Z (1.3)), - ,824(Z (5,3))
= (&)@ ), (824 (X (v.0)), (824 (Z' (x.3)) - (822 (2.3))) )
= (@0e3), (X(r). 2" (x), . 27 (13)))
= ((x@)(x)), (Z'(53),-, 2 (x0)) ).
Ceci termine la preuve. O

Il est facile de vérifier que I’inclusion de la diagonale A : M < M? induit alors une
application
A*: Q° — o7  donnée par A*(f)(x) := f(x,x).

Ainsi, on voit que 1’algébre .7 ; est un Q°- module.
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Lemme 7. La suite

()HQM’_X)...’_")Qoi,ﬁyG7
définit une résolution projective continue du Q°- module < G

Démonstration. Notons d’abord que puisque X ne s’annule que sur M x G et que
tout élément f de QO est une fonction G- invariante, A* f = 0 équivaut i I’existence
d’un élément w € Q! tel que f = ix®. Soient maintenant ¥ et ¥’ deux fonctions G-
invariantes sur M? telles que le support de ¥’ est G*- compact contenu dans 7 et telles
que
X (x,y) = Xo(x,y),¥(x,y) € Supp(x),
x = 1 sur un petit voisinage de M x G et xx' = x.

Sur le support de 1 — %, il est alors clair que X ne s’annule pas. Par conséquent, on peut
trouver grice i une partition de 1’unité G- invariante, un élément o de Q' tel que

< o,X >=1 surlesupportde 1—y.

Pour (x,y) assez proche de M x G, on définit

@ (x,y) := exp, (tX (y,x)),
et on pose plus généralement [19][page 344]

s(w) = x’/o ¢ (dy(2)) -+ (1-y)aro, e’

Le reste de la preuve consiste a montrer que iys + siy = id. Cette vérification est la
méme que celle du cas sans action et est omise (cf [19]). [

Démonstration. Nous sommes maintenant 3 méme de calculer la cohomologie de
Hochschild de notre algebre .7 ;. Quitte & remplacer la G- variété propre M par la G-
variété propre M x S', ot G agit trivialement sur S', on peut assurer I’existence d’un
champ de vecteurs G- invariant sur M qui ne s’annule pas. Notons que

Co(M xSY) = Co(M)C=(8")

permet d’injecter de maniere scindée la cohomologie de Hochschild de notre al-
gebre C(M) dans la cohomologie de Hochschild de C.(M x S!). Ceci permet de dé-
duire le théoréme par restriction a partir du théoréme pour la variété M x S'.

En utilisant le lemme précédent, on déduit que la cohomologie de Hochschild est
isomorphe a ’homologie du complexe

0 — Homgo(Q, (7)) - - 2%, Homge (Q, (7)*) — 0.
Mais I’ application
0: 00 ;6 — Co(M,A*VvY),
donnée par O(ERf)(x) := f(x)E(x,x) permet d’identifier Q¥@q0.o7; avec I’espace
EZ(M ,Afv* ® C) des formes différentielles G- invariante semi-basique. D’autre part,

la restriction du champ de vecteurs X a la diagonale étant nulle, on voit que la cohomo-
logie de Hochschild peut se calculer a partir de I’homologie du complexe

0— Co(M) — -+ % Co(M,ATV) — 0.
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Ceci permet, en appliquant les résultats des sections précédentes de déduire 1’isomor-
phisme
ki~ —k

HH" (/) ~ CL5(M).
I nous reste donc a expliciter cet isomorphisme. Ici la résolution standard du QO-
module o7  est donnée par

(gk = égmz (M2 X Mk).
Par conséquent, on pose

Fo(x,y:a',...,d) =< o(x,y):X(a",y),....X(d,y) >, w0ecQ".

On obtient ainsi une application de chaines par calcul direct. On remaque que la fonc-

tion F o ainsi définie est bien G¥™2- invariante. Le reste de la preuve est, une fois de
plus, identique au calcul de Connes réalisé dans [19][pages 129-130]. O

Corollaire 4. La dimension de Hochschild de I’algébre Ag est exactement q.

3. Cohomologie cyclique des fonctions G- invariantes. Grace aux résultats de la sec-
tion précédente, nous sommes maintenant a méme de calculer la cohomologie cyclique
de I’algebre Ag et de déduire la cohomologie cyclique périodique. Pour simplifier ce
calcul, nous nous limiterons au cas ot G est unimodulaire. On peut alors énoncer le
lemme suivant :

Lemme 8. Soit C € C';(M) un r- courant basique et soit ¢ une fonction cutoff satisfai-

sant les hypotheses du lemme 3. Alors, pour toute forme différentielle ® € ﬁgr_l (M),
ona
<C,doNAycNw>=0.

Démonstration. On sait qu’un tel courant C peut toujours s’écrire C = ¥(n) avec n
forme linéaire continue sur ﬁf’/@_r(M ). Par conséquent,
<CdoAycho>= (-1 <Indpho>.
Or, la forme w étant G- invariante, on a
<In,doNw>=+<n,m(doNw)>=0.
La derniere égalité résulte du fait que mod = d om et donc que
m(dpAw)=(mod)(ow)—m(pdw)=do—dw =0.
O

Notons que la différentielle de de Rham de la forme charactéristique )¢ possede
uniquement deux composantes bi-homogenes relativement a la bigraduation donnée par
la décomposition

T'"M~T*ZPv*, avecv':={aeT*'M,a|rs =0}
On a plus précisement la proposition suivante :

Proposition 3. [58] Soit kg la forme de courbure moyenne associée a la métrique G-
invariante fixée sur M et correspondant au feuilletage par les orbites de I’action de G.
Alors la différentielle d g de la forme caractéristique X satisfait la relation

dyc+ K\ X6 = Og,

oul O est une forme % - triviale.
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Grace a cette proposition dont la preuve est donnée dans [58], on peut considérer
une différentielle modifiée dg [58, 26] en posant, pour C € C'; (M) et @ € Q" 1(M),

<dgC,0 >=<C,do+KkgN® > .

Alors que kg n’est a priori pas fermée, la différentielle dg satisfait, comme nous allons
le voir, dé = 0 lorsqu’on agit sur des courants basiques.

Proposition 4. Soit B 'opérateur cyclique de Connes [19]. Alors on a, pour tout r-
courant basique C,

BPc =P, 1)4;c 0u <dgC,00 >=<C,do+KcN®O > .
En particulier, le (r — 1)- courant dgC est basique et d~C = 0.

Démonstration. Si C est un r- courant basique, alors rappelons que 1’on a

OC(for- - fq-r) =< C, 026 A fod fi A+ Ndfy—r >

Or on a d’apres la définition de B,

Bc(fo,-- s fg—r1) = (q—r—1) <C,@xc NdfoNdfi N Ndfgr—1 >
=(qg—r—1)<C,d(@xc A foNdfi N+ Ndfy—r—1) >
—(q—r—1) <C.d(@xc) NfoNdfiN---Ndfgr1>.

Dans le calcul ci-dessus, seule la différentielle transverse des f; doit étre prise en
compte et on obtient le méme résultat en remplacant d par la différentielle transverse
dy. D’apres les lemmes précédents, on sait que

<CdoNxcNfoNdfiN---Ndfy—r—1 >=0etque dyc = 0tg — kG N\ XG,
avec o forme .7 - triviale. La .7 - trivialité implique alors que
<C,pagA fodyfiN---Ndy fy—r—1 >=0.

Finalement, nous obtenons

BOC(for- - fyr1) = (g —r—1) < C.d(@AG A fo Ndfi A= N fyr1) >
+(g—r—=1)<C,kc ANQYG N foNdfi N+ Ndfg—r1>.
O

Pour notre propos ici, nous allons énoncer le calcul de la cohomologie cyclique en
termes de la différentielle dg qui est bien étudiée en géométrie différentielle basique
des feuilletages riemanniens compacts, mais qui est de carré nul dans notre cas comme
nous venons de le voir. L’homologie des courants basiques pour la différentielle dg sera
notée

Ker(dg : C'z (M) — C'}1(M))
d(C7 ' (M)) '

L’espace des r-courants basiques qui sont dg-fermés sera noté Z}’J[’K(M). On peut
maintenant énoncer le résultat principal de cette section.

H (M) :=

Théoréme 4. L’espace HCY " (Ag) de cohomologie cyclique de I’algébre Ag est donné
par l'isomorphisme

HCT " (Ag) ~ M)P ®;=0H 5 (M).
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Démonstration. Pour déterminer la cohomologie cyclique, il suffit de déterminer la
cohomologie de la cohomologie de Hochschild pour 1’opérateur induit par B. Or on a
montré que

Boc = (q— r— 1)¢)ch-
Ceci termine la preuve du théoréme. O

Nous pouvons maintenant déduire le calcul de la cohomologie cyclique périodique.

Théorémg 5. Pouri=0,1, l’espace HPi(ZG) de cohomologie cyclique pérodique de
l’algebre Ag est donné par l’isomorphisme

F
HP/(AG) ~ Hj; ( @Hl+2 y
JEZL

Démonstration. Ce théoreme est un corollaire du théoreme précédent. En effet, I’opé-
rateur S de périodicité de Connes devient, via I’isomorphisme du théoréme précédent,
simplement le passage des courants fermés a leurs classe de cohomologie. La preuve est
une réécriture a I’identique de la preuve donnée dans le cas sans action dans [19]. [

4. Lien avec le produit croisé. Nous supposons encore dans cette dernicre section
que I’action G x M — M est une action propre et réguliere. Pour simplifier la lecture
des calculs ci-dessous, notre groupe G est supposé unimodulaire et I’espace des orbites
est supposé compact.

L’action induite de G sur ’algeébre C°(M) des fonctions différentiables a support
compact sur M, permet de considérer une algébre non commutative produit croisé¢ % =
CZ(M) x G qui joue un role important dans la description de I’espace des orbites et
notamment lorsque 1’action n’est pas propre.

Nous définissons plus précisément 1’algeébre de convolution 4 des fonctions diffé-
rentiables a support compact sur G x M, munie du produit de convolution défini par

(Exn)(g /&kx (gk™' kx)dk, E,m€ PBet(g,x)€GxM.

Il est facile de vérifier que ce produit est bien associatif et que 1’on définit une adjonction
(c.-a-d. un anti-automorphisme involutif) sur 1’algébre 2 en posant

£"(g.x) = E(g7",8%).

On définit maintenant un complexe de de Rham transverse non commutatif sur M x
G. Soit (s,r) : G x M — M x G C M? D’application (source, but) avec s(g,x) := x et
r(g,x) := gx et posons alors pour k > 0

B = C(GxM,s*"ANT*M @ C).

L espace gradué * = @, %" est alors une algébre graduée pour le produit non gradué-
commutatif defini, pour tout @ € Z* et tout @’ € B, par

(0% 0)(g,x /g (k) AR (gk~ " kn)dk € AMF T M@ C.

La différentielle de de Rham sur M induit une différentielle encore notée d sur %*. Elle
est plus précisement donnée par

(do)(g,x) :=d(y+— 0(g,y))(x).
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La variété M se plonge dans M x G par I’application x — (x, 1). Les restrictions au
fibré v au-dessus de M des éléments de 2" sont donc bien définies et sont des formes
différentielles semi-basiques a support compact sur M. Soit C un k- courant G- basique
sur le feuilletage induit par ’action de G sur M. Alors le théoreme suivant est démontré
par exemple dans [9] pour des feuilletages quelconques. On note par m : Q (M) —
ﬁ;‘ (M) 1a moyenne qui devient, puisque le groupe est unimodulaire,

m(o) =m(0) = [ 5'(@)ds.

Théoreme 6. La fonctionnelle suivante est un cocycle de Hochschild sur A :

‘Cc(éo, .. .,ék) =< m([éo *d&l EIEI *dngM)aq)C >, éj € %,

De plus, ce cocycle est cyclique lorsque B(®¢) = 0 et sa classe en cohomologie cyclique
périodique ne dépend que de la classe de ®¢c en cohomologie cyclique périodique.

Ainsi et grace aux résultats de la section précédente, on voit que T¢ est un cocycle
cyclique lorsque le courant C est dg- fermé. De plus, la classe de 7¢ en cohomologie

cyclique périodique ne dépend que de la classe du courant C dans I’homologie modifiée

HfK(M ). On obtient donc un morphisme bien défini

7:H7*(M) — HP¥(A).

Rappelons d’autre part qu’il existe une fonction C* positive a support compact Y sur
M dont I'intégrale du carré le long de toute orbite vaut 1. On pose alors, pour tout

fecsMm),

A (f)(8,%) = W)y (gx) f(x)-
On rappelle que P : H;’@’K(M ) — HP¥(C%(M)) est le morphisme défini dans la section
précédente.

Théoreme 7. _# est un homomorphisme d’algébres et on a

/G & (LA (fo) wdott (F) - dot (£)]lw)dg = fod fi--df,

de sorte que
MToT=7].

Démonstration. 11 faut d’abord calculer # (f)* .4 (g). Or on a
M)l (1)80) = [ AR lx)A () k" ek
= [ AWk (ko) (x)dk

= AREVEOV(E) | vyl

= M (fi12)(8%).
On doit maintenant calculer [.Z (fo) xd.4# (fi) *---«d.# (f;)](1,x). D’abord notons
que ’on a
dA(f)(k,x) = d(y— w(y)(yok)(y)f(y))
= Y(kx) f(X)dxy + W (x)f (X)de (W 0 k) + W (x) p(kx)dof
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Ainsi, on voit que
[K*d.t (f)) gk~ kx) = [doat (f))(gk™" kx) o dik = y(gx) f (kx)di 0 dik
+ y(kx) f(kx)die(Wo g ok 1) o dik + w(kx) w(gx)dy f o dik.
Et comme f est une fonction G- invariante, on obtient alors
[K*d. ()] (gk™" kx) = w(gx) f(x)ds(y o k) + y(kx) f(x)ds (Y 0 g) + Y (kx) y(gx)df-
Ainsi, en notant n; = .# (f;) pour j =0,...,r, on obtient
(Mo#dny -+ xdn,)(1,x)

=L e YOV [T 05k K1) (11,0,
05-esKr—1

ol la 1- forme différentielle au-dessus de M, x — ®;(g,k,x) pour (g,k) € G fixé, est
définie par

0;(g,k,x) 1= y(gx) fi(x)dx(y o k) + w(kx)f;(x)d:(wog) + w(kx)w(gx)dyf;.

Les variables d’intégration se séparent. Pour I’intégrale en kg, nous sommes ramené au
calcul de

M (fo) (ko,x)kod A () (kik " Kox).
Mais on a [;(yok)?(x)dk = 1 pour tout x € M, de sorte que
ltwend(yor)mdk=o, viem,
G

et donc

[ (o) ko) k-t (1) ik o)k
— () folx) fi (V)W o k) + y(x) (W 0 k) () [fod i ().

Ensuite I'intégrale en k| se ramene a

1(kz,x) = /kleG[W(X)fO(X)fl (x)dx(yoky) +y(x)(woki)(x)[fod fi] (x)] @2 (k2, k1, x)dky.
Ceci donne directement

1(kz,x) = w(x)(fod f1) (x) [f2d (W © k2)] (x) + W (x) W (kox) (fod frd f2) ().

On a ensuite besoin de calculer
lksx) = [ 1l x)os(ks ko, )k,
koeG

et ainsi de suite. Mais si pour j < r — 1, on suppose que

1(kj,x) = y(x)(fodfi---dfj-1)(x)[fid(wok))](x) + w(x)y(kx)(fod fi---dfj)(x),
alors, par le méme calcul qu’avant, on voit que d(y ok;)](x) A ®j1(kjt1,kj,x) =0 et
que, par conséquent,

I(kjy1,x) = / o ki) N @Ky ko x)dk

J

= yx)(fodfi---dfp) () fj1d(y o kja)](x) + W)y (kjax) (fod fi - --d 1) (x)-
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Finalement, on obtient

(770*6”71 koo *dnr>(1’x)
= y(x)(fod fi- - dfo1) (x) [frd W] (x) + w(x)* (fod fi - d ) (x).

Ainsi il vient que la moyenne m de la restriction de la forme
M (fo) #d A (fr) - *dA(f)
aM est

m(y v [ M (fo) xd A (f1)*---xdA(f;)](1,y))(x)
= (fodfi---dfy 1 f)() | (wo)ds(yroh)dh

+(fodfy-++df) ) [ (wo)(w2dh = (fodfi-df;) )
Ainsi donc, le résultat devient

ml A (fo)xd A (f1)* - xdA(f,)|m] = fodfi---df.
U

5. Exemples et applications. Nous consacrons cette derniere section a une liste ex-
haustive d’exemples importants auxquels nos résultats s’appliquent. Notons d’abord
quelques remarques simples qui fournissent des moyens de générer des feuilletages
propres par actions de groupes de Lie. Si d’abord G est un groupe de Lie agissant pro-
prement et/ou localement librement sur une variété M, alors tel est le cas pour tout sous
groupe fermé de G. Si d’autre part (M, g) est une variété riemannienne, alors tout sous-
groupe fermé G du groupe de Lie des isométries de (M, g) opére proprement sur M. De
méme, si G est un groupe de Lie contractile, alors toute action propre de G est locale-
ment libre. Ainsi, par exemple, toute action de R” ou du groupe des matrices triangu-
laires supérieures ayant des 1 sur la diagonale sera localement libre. Enfin, les actions
de groupes analytiques résolubles simplement connexes sont automatiquement locale-
ment libres des qu’elles sont propres [34][page 153]. Des exemples de telles actions
propres sont fournies par les groupes d’automorphismes bi-holomorphes d’un domaine
régulier de C" [48].

Regardons maintenant de plus pres la situation importante des fibrés feuilletés. Soit
H un groupe de Lie et soit I' X § — S une action proprement discontinue d’un sous-
groupe discret I" de H sur une variété S. Considérons la variété fibré plat M := H xS
qui est ’espace des orbites de 1’action diagonale de I" sur H x S. Il est alors facile de
vérifier que 1’action de H sur M donnée par

g(a,s) = (ga,s)
est propre et localement libre. L’espace des orbites M /H s’identifie d’ailleurs dans ce
cas avec 1’espace quotient S/I". Il est alors bien connu que les courants de de Rham
(resp. les courants de de Rham fermés) sur S qui sont I'- invariants fournissent des co-
cycles de Hochschild (resp. cycliques) sur les algébres produits croisés Co°(S) x I' et
C2(M) x H [18, 8, 9]. La construction du présent article montre alors que cette corres-
pondence est en fait portée dans ce cas par un homomorphisme d’algebres, puisqu’ici
les courants I'-invariants sur S s’identifient avec les courants basiques du feuilletage
et que 1’algebre des fonctions H- invariantes a support H- compact s’identifie avec les
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fonctions I'- invariantes sur S qui sont a support I'- compact. Plus précisément dans ce
cas, on a le théoréme suivant :

Théoreme 8. La cohomologie de Hochschild de I’algebre des fonctions différentiables
H- invariantes qui sont a support H- compact est isomorphe a ’espace des courants
de de Rham sur la transversale S qui sont I'-invariants. De plus, grdce a I’homo-
morphisme vers 1’algébre produit croisé C*(M) x H, le transport d’un courant de de
Rham T- invariant sur S en un cocycle de Hochschild sur CZ(M) x H coincide avec la
construction décrite dans [8].

Illustrons plus précisément ce résultat. Soit I" un sous-groupe discret cocompact de
PSL(2,R). Considérons la 5- variété non compacte Mr := PSL(2,R) xr H munie de
son feuilletage riemannien géodésible naturel .% induit de 1’action de G = PSL(2,R)
(ici la codimension est ¢ = 2). L’algébre de Fréchet (C*(Mr))¢ s’identifie a (C(H))r
et ceci en associant 2 une fonction I'- invariante sur H la fonction f définie par

f((8:%)) = f(x).
L’isomorphisme

® : Cly (M) — HH'((C™(H))r)
s’écrit alors

c(fo, f1) =< C,0x6 A fod fi >
avec @ € C7(Mr) satisfaisant [; @(g~'m)dg = 1 pour tout m € Mr, et xg € QZ.(Mr)
orientant les orbites. En effet, il suffit de prendre une forme volume bi-invariante @ €
Q3(PSL(2,R)) et pour x¢ I’'unique 3- forme telle que

e =®x 1avec w: PSL(2,R) xH— Mr

le revétement canonique. Il existe bien siir un énoncé analogue pour la cohomologie
cyclique.
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Heitsch pour les nombreuses discussions enrichissantes que nous avons eues. Ce travail
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English extended abstract. The transverse geometry of smooth foliations is described
by a non commutative algebra of smooth functions on a smooth (non Hausdorff in gen-
eral) groupoid. According to the nature of the problem in hand, one considers the
holonomy groupoid, the monodromy groupoid or any other groupoid between them.
The de Rham homology of the space of leaves does not make much sense in general
as the holonomy pseudogroup action can be very wild. For some special classes of
foliations, a counterpart for this homology is furnished by the Haefliger homology of
invariant currents. This homology sits in a more fundamental homological object con-
structed by A. Connes and which is interesting for all foliations: the cyclic cohomology
of the convolution algebra of the groupoid.

The cyclic cohomology is especially incisive in the index theory of foliations and
when the space of leaves is highly singular [9, 12]. More than a tool, when the compu-
tation of this cohomology is accessible, it furnishes a way of proving index theorems
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for compact singular spaces [45, 10, 11]. This is a consequence of the newly discovered
excision property of cyclic homology [22, 50].

Computing such cohomologies in the whole generality is however a difficult prob-
lem closely related to famous conjectures [7]. Moreover, when the ambiant manifold
of the foliation is not compact but with a proper foliation, equivariant index theory can
still be used to produce topological invariants [4]. In this case, the space of leaves is
an orbifold and Connes’ noncommutative algebra of the foliation is closely related to a
simpler nontrivial commutative algebra, namely the algebra of smooth functions which
are invariant under the action of the holonomy groupoid and which satisfy some sup-
port condition. Our aim in the present paper is to show that the Haefliger homology
of the foliation corresponds to the cyclic cohomology of this simpler algebra. We also
show that the morphism between the Haefliger homology and the cyclic cohomology of
Connes’ algebra is a functoriality morphism corresponding to the simpler ’subalgebra”
of invariant functions. So, we compute the cyclic cohomology, but also the Hochschild
cohomology, of the algebra of invariant functions in terms of Haefliger currents and
Haefliger homology. As a byproduct, we obtain a new point of view on the index
theory of proper regular noncompact Lie group actions. From the geometric point of
view, our computation gives a new insight into the homological properties of Haefliger
homology such as Poincaré duality or excision, compare with [9].

In order to keep the statements of this paper in a reasonable and readable size, we
have chosen to use Lie group actions instead of Lie groupoid actions, and restricted
ourselves to this already important example. Let us describe now more precisely the
main results of this paper. Assume that G is a connected Lie group which acts prop-
erly and regularly on a smooth manifold M. So G foliates M and we denote by p the
dimension of the leaves, by ¢ their codimension and by n = p + ¢ the dimension of the
ambiant manifold M. In general G is noncompact and so M is noncompact. Denote by
Ag the modular function corresponding to a right invariant Haar measure. Using the
proper action, a classical construction yields a smooth function ¢ on M whose support
intersects compactly every G- compact subset of M and such that for any x € M (see
Lemma 3),

| ote 02000z = 1.
G

Denote by Ag the algebra of smooth functions on M which are G- invariant and whose
support is G- compact. For any r-current C which is G- basic, we define a (g— r+ 1)-
multilinear functional on Ag which is jointly continuous for the LF topology of Ag, by
setting

@LAA(fo L f) =< C, %Xc Afodfi A Ndf,—, >,

where X is a G-invariant p- form giving the orientation of the leaves (see Lemma 2)
and Ay is a modular function on M. So Ay, is a smooth positive function on M which
satisfies

g*AM = AG(g)AM, forall g € G.
A first result of this paper is Theorem 2 which states that d)g’AM %G is a Hochschild
cocycle whose Hochschild class is independent of the choices. Moreover, we prove in

Theorem 3 that the correspondence C — @g’AM *¢ induces an isomorphism of the basic
currents with Hochschild cohomology.
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Now, denote by k¢ the mean curvature associated with the G- invariant metric and
corresponding to the foliation of M [58] and let dg be the twisted differential given by

dg=d+xgN-,

then while k¢ is not closed in general, we still have a% =0 in restriction to basic cur-
rents. The homology of basic currents with respect to the differential dg is denoted
H*(M) and the space of dg- closed basic currents is denoted by Z7 " (M). Our com-
putation of the cyclic cohomology HC*(A) of the algebra A¢ then yields (see Theo-
rem 4)

chir(AG Z/ K @®1>0 Hr 2] )
This result implies a complete cornputatlon of the periodic cyclic cohomology of the

foliation
HP'™"(Ag) ~ (DH, 5.(M
Jj=0

In the two last sections, we investigate the relation between our computation and
the cyclic cohomology of the noncommutative crossed product algebra of the action,
and give examples. More precisely, we prove Theorem 7 which reduces a well known
correspondence between Haefliger homology and cyclic cohomology of crossed prod-
uct to a functoriality morphism. This is obtained via our previous computation.
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