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SYSTEMES FONDAMENTAUX D'UNIT ES DE CERTAINES
FAMILLES DE CORPS DE NOMBRES QUARTIQUES

M’ HAMMED ZIANE

RESUME. Nous ceterminons un systme fondamentaf d’unités pour le corp& =
Q(w), w étant une solution du polgme X* + d=?MgX? — M, ol Mg = DS +
6D%d + 9D2d? + 2d3 et My = D* + 4D%d + 242 , avecd, D € N etd|D :
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ABSTRACT. We give afundamental system of unfiefthe fieldK' = Q(w), w being
aroot of the polynomiak +d—2Mg X2 — M4 whereMg = D8+6D*d+9D?d?+2d°
andMy = D*+ 4D?%d + 24?, with d, D € N, andd|D:
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1. Introduction. W. Ljunggren[3] a donré une proédure pour construire un sgshe
fondamental d'unés d’'un corps quartique pur. Elle sergralise aimenta tout corps
K = Q(w) de degé 4 ayant un sous-corps quadratiggelik et dont le groupe des
unités est de rang 2. Pour taelementt de K, appelong’ le conjugwe deg, la notatiorf
dénotant I'ogeration « conjugaison » qui s'ake fixerk et seulement.

Théoreme. Soit K un corps quartique&el. Soit; I'unité fondamentale du sous-corps
quadratique elk de K, £ une unié deK telle quett’ = +n (ou+n~1), eteq la plus
petite unié > 1 de K vérifiante1e] = 1. Alors {¢, 1} est un systme fondamental
d’unités du corpgx.

Le but de cette note est d’annoncer @sultat qui fera I'objet d’'une publication
ultérieure et qui provient de maéhke de doctorat [Z].

Théoréme. Consicerons le corpds’ = Q(w), w étant solution du polygme
f(X)=X*+d2MgX? — M,
ou
Mg = D8+ 6D*d + 9D?%d? + 2d°,
My = D*+ 4D?d + 2d?
Recu le 22 septembre 2003 et, sous forrafinitive, le 31 janvier 2005.
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avecd, D € N etd|D. Définissons les urése ete’ par

=1+—w—- — =1——w- —-
€ ] w ] et ¢ p w ]
Supposons qué®?/d est pair et queM = (d~*MZ + 4My)/4d? est libre de carés.
Alors {e, £’} est un systme fondamental d'ur@s deK'. Il en est de rame poure, n}
ol est I'unite fondamentale du sous-corps quadratigue Q(w?) = Q(VM) deK.

La résolvante cubique dg(X) est(X — (d2Ms)) (X2 +4M,), et on en @duit
que le groupe de Galois d& X) est le groupe ddral D, d’ordre 8. Inspié par une
idée de L. Bernstein [1], C. Levesque [2] a conjeetque{e, '} est un systme
fondamental d’'uniés dekK.

2. Un systme fondamental d'unites deQ(w). PosonsA = d~4MZ2 + 4My; alors
k = Q(VA). AvecT = D?/d, nous avons\ /d? = T + 127 + 5474 + 11213 +
10972 + 52T + 12. SiT est pair, alorsA/d?> = 0 (mod 4). Si T est impair, alors
A/d? = 0 (mod 16. Supposons @ormais qué’ est pair et poson§ = D?/(2d).
Soit

M= dIMg My A 165° + 965° + 2165 + 2245° + 10952 + 26S + 3

442 442

libre de cares. AlorsM = 2 ou 3 (mod 4 et le ceveloppement en fraction continue
devM = /A/4d? est feriodique de longueur = 6.

L'unité fondamentale du sous-corps quadratigue- Q(\/M) obtenue via les
fractions continues, est alors

B Mg B\ ,
= A+BVM=|A+ +( —
=armii= (a0 ) ()

avecA = 3255+1925°+4405%+4805°%+25652+64S +7 etB = 85%+2452+20S +4.
Remarquons d’abord que

Ngjp(e) =ee' = A— BQ = n L.

Aprés un long calcua la Stender effecicomme en [St], nous montrons gue= 2y
est la plus petite urit> 1 du corpsK = Q(w) veérifianteie} = 1. Alors d’apes le
theoeme de Ljungren{e, 1} est un systme fondamental d’urés deK = Q(w), et
nous en éduisons qu'il en est de@me poure, ¢’} et pour{e, n}.

English extended abstract. The purpose of this note is to outline the proof of the
following theorem.

Theorem. Consider the field = Q(w), w being a root of the polynomial
f(X)=X*+d2MgX? — My

where
{ Mg = D® + 6D* + 9D?d? + 2d°,

My = D*+ 4D?d + 242
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withd, D € N andd|D. Define the units and<’ by

2 2
w , D w
= + — _— = - - -
e=1 7Y " and £ =1 7Y T
Suppose thabD?/d is even and thall = (d~*MZ + 4M,) /4d? is square-free. Then
{e, €'} is a fundamental system of unitsigf The same holds true fde, n} wheren

is the fundamental unit of the quadratic subfiéld- Q(w?) = Q(v/M) of K.

The proof is achieved by using the equivalent of a result of Ljunggren for a quartic
field having a real quadratic subfietdand whose unit rank is 2. For any eleméruf
K, denote by’ the conjugate of, the notatior denoting the operation “conjugate”
which fixesk and onlyk.

Theorem. Let K be a real quartic field. Lety be the fundamental unit of the quadratic
subfieldk of K, ¢ a unit of i’ such thatt¢’ = +n (or +n~1), ande; the smallest unit
> 1of K verifyinge1e] = 1. Then{¢, e1} is a fundamental system of unitsiof

Let S = D?/(2d) with D?/d even and suppose thaf is square-free. The funda-
mental unit; of the quadratic subfield = Q(v/]) is obtained via a continued fraction
expansion. After noting thaVy ,(c) = e’ = n~1, and proving that, = 2y is the
smallest unit> 1 of K verifying e1¢; = 1, we deduce from Ljunggren’s theorem that
{e, 1} is a fundamental system of units &f = Q(w). The same conclusion holds
true for{e, £’} and for{e, n}.
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