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SYSTÈMES FONDAMENTAUX D’UNIT ÉS DE CERTAINES

FAMILLES DE CORPS DE NOMBRES QUARTIQUES

M’ HAMMED ZIANE

RÉSUMÉ. Nous d́eterminons un système fondamentalS d’unités pour le corpsK =
Q(ω), ω étant une solution du polynôme X4 + d−2M6X

2 −M4 où M6 = D6 +
6D4d + 9D2d2 + 2d3 etM4 = D4 + 4D2d + 2d2 , avecd, D ∈ N etd|D :

S =
{

1 +
D

d
ω − ω2

d
, 1− D

d
ω − ω2

d

}
.

ABSTRACT. We give a fundamental system of unitsS of the fieldK = Q(ω),ω being
a root of the polynomialX4+d−2M6X

2−M4 whereM6 = D6+6D4d+9D2d2+2d3

andM4 = D4 + 4D2d + 2d2 , with d, D ∈ N, andd|D:

S =
{

1 +
D

d
ω − ω2

d
, 1− D

d
ω − ω2

d

}
.

1. Introduction. W. Ljunggren[3] a donńe une proćedure pour construire un système
fondamental d’unit́es d’un corps quartique pur. Elle se géńeralise aiśement̀a tout corps
K = Q(ω) de degŕe 4 ayant un sous-corps quadratique réel k et dont le groupe des
unités est de rang 2. Pour toutélémentξ deK, appelonsξ′ le conjugúe deξ, la notation′

dénotant l’oṕeration « conjugaison » qui s’avère fixerk et seulementk.

Théorème. SoitK un corps quartique ŕeel. Soitη l’unit é fondamentale du sous-corps
quadratique ŕeelk deK, ξ une unit́e deK telle queξξ′ = ±η (ou±η−1), etε1 la plus
petite unit́e > 1 de K vérifiant ε1ε

′
1 = 1. Alors {ξ, ε1} est un syst̀eme fondamental

d’unités du corpsK.

Le but de cette note est d’annoncer un résultat qui fera l’objet d’une publication
ultérieure et qui provient de ma thèse de doctorat [Z].

Théorème. Consid́erons le corpsK = Q(ω), ω étant solution du polyn̂ome

f(X) = X4 + d−2M6X
2 −M4

où {
M6 = D6 + 6D4d + 9D2d2 + 2d3,

M4 = D4 + 4D2d + 2d2
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avecd, D ∈ N etd|D. Définissons les unitésε etε′ par

ε = 1 +
D

d
ω − ω2

d
et ε′ = 1− D

d
ω − ω2

d
·

Supposons queD2/d est pair et queM = (d−4M2
6 + 4M4)/4d2 est libre de carŕes.

Alors{ε, ε′} est un syst̀eme fondamental d’unités deK. Il en est de m̂eme pour{ε, η}
oùη est l’unit́e fondamentale du sous-corps quadratiquek = Q(ω2) = Q

(√
M

)
deK.

La résolvante cubique def(X) est
(
X − (

d−2M6
)) (

X2 + 4M4
)
, et on en d́eduit

que le groupe de Galois def(X) est le groupe diédralD4 d’ordre 8. Inspiŕe par une
idée de L. Bernstein [1], C. Levesque [2] a conjecturé que{ε, ε′} est un syst̀eme
fondamental d’unit́es deK.

2. Un syst̀eme fondamental d’unit́es deQ(ω). Posons∆ = d−4M2
6 + 4M4; alors

k = Q
(√

∆
)
. Avec T = D2/d, nous avons∆/d2 = T 6 + 12T 5 + 54T 4 + 112T 3 +

109T 2 + 52T + 12. Si T est pair, alors∆/d2 ≡ 0 (mod 4). Si T est impair, alors
∆/d2 ≡ 0 (mod 16). Supposons d́esormais queT est pair et posonsS = D2/(2d).
Soit

M =
d−4M2

6 + 4M4

4d2 =
∆

4d2 = 16S6 + 96S5 + 216S4 + 224S3 + 109S2 + 26S + 3

libre de carŕes. AlorsM ≡ 2 ou 3 (mod 4) et le d́eveloppement en fraction continue
de
√

M =
√

∆/4d2 est ṕeriodique de longueur̀= 6.
L’unit é fondamentale du sous-corps quadratiquek = Q

(√
M

)
, obtenue via les

fractions continues, est alors

η = A + B
√

M =
(

A +
BM6

2d3

)
+

(
B

d

)
ω2,

avecA = 32S6+192S5+440S4+480S3+256S2+64S+7 etB = 8S3+24S2+20S+4.
Remarquons d’abord que

NK/k(ε) = εε′ = A−BΩ = η−1.

Après un long calcul̀a la Stender effectúe comme en [St], nous montrons queε1 = ε2η
est la plus petite unité > 1 du corpsK = Q(ω) vérifiant ε1ε

′
1 = 1. Alors d’apr̀es le

théor̀eme de Ljungren,{ε, ε1} est un syst̀eme fondamental d’unités deK = Q(ω), et
nous en d́eduisons qu’il en est de m̂eme pour{ε, ε′} et pour{ε, η}.
English extended abstract.The purpose of this note is to outline the proof of the
following theorem.

Theorem. Consider the fieldK = Q(ω), ω being a root of the polynomial

f(X) = X4 + d−2M6X
2 −M4

where {
M6 = D6 + 6D4d + 9D2d2 + 2d3,

M4 = D4 + 4D2d + 2d2
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with d, D ∈ N andd|D. Define the unitsε andε′ by

ε = 1 +
D

d
ω − ω2

d
and ε′ = 1− D

d
ω − ω2

d
·

Suppose thatD2/d is even and thatM = (d−4M2
6 + 4M4)/4d2 is square-free. Then

{ε, ε′} is a fundamental system of units ofK. The same holds true for{ε, η} whereη

is the fundamental unit of the quadratic subfieldk = Q(ω2) = Q
(√

M
)

of K.

The proof is achieved by using the equivalent of a result of Ljunggren for a quartic
field having a real quadratic subfieldk and whose unit rank is 2. For any elementξ of
K, denote byξ′ the conjugate ofξ, the notation′ denoting the operation “conjugate”
which fixesk and onlyk.

Theorem. LetK be a real quartic field. Letη be the fundamental unit of the quadratic
subfieldk of K, ξ a unit ofK such thatξξ′ = ±η (or ±η−1), andε1 the smallest unit
> 1 of K verifyingε1ε

′
1 = 1. Then{ξ, ε1} is a fundamental system of units ofK.

Let S = D2/(2d) with D2/d even and suppose thatM is square-free. The funda-
mental unitη of the quadratic subfieldk = Q

(√
M

)
is obtained via a continued fraction

expansion. After noting thatNK/k(ε) = εε′ = η−1, and proving thatε1 = ε2η is the
smallest unit> 1 of K verifying ε1ε

′
1 = 1, we deduce from Ljunggren’s theorem that

{ε, ε1} is a fundamental system of units ofK = Q(ω). The same conclusion holds
true for{ε, ε′} and for{ε, η}.
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