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RESOLUTION DES EQUATIONS TRINOMIALES
KAOUTAR LAMRINI UAHABI ET MOHAMMED ZAQUI

REsSUME. Nousétudions les solutions désgjuations trinomiales
n __ k
2t =az"+(1-a),

ou z estun nombre complexe etk sont deux entiers naturelstels quek < n—1

et o est un eel quelconque. Elles permettent notamment le coloriage du disque
unité. Uneétude systmatique de ces familles de courbes solutionsédpmtions
trinomiales esetablie. Du fait qu’elles constituent des fractals, elles illustrent un
autre exemple de lien entre légretrie fractale et la thorie des nombres, comme

le fait I'ensemble triadique de Cantor.

ABSTRACT. We study the solutions of the trinomial equations
2" =azf+(1-a),

wherez = pe’? is a complex number, andk are two integers verifying < n
anda is a real number. One systematic study of these families of arc solutions of
the trinomial equations is investigated. Takimgny real number, we point out all
solutions of the trinomial equation, i.e., the sixteen types of families of trinomial
arcs.

1. Introduction. Dans ce travail, nous nous proposonstddier I'equation trinomiale
(1.1) = aZ+ (1-a)

ou z est un nombre complexe, et k sont des entiers naturels tels quek <n — 1
et est un paratre €el.

En fait, les travaux sur lesquations trinomiales remontemta fin du dix-neuvéme
siecle, mais ce n'est qu’en 1980 qu’une premidiscussion comgle de cegquations
aéte reali€e par H. Fell [5]. Elle est arrdea établir une large description de toutes les
trajectoires des racines dé&djuation (1.1). Ces trajectoires, afmd arcs trinomiaux,
sont des arcs continus correspondants pararatrea qui est soit entre 0 et 1, ou entre
1 et +0o ou encore entre-oo et 0. Chacun de ces arcs pétre expring en coordon@es
polaires(p, 6) par une fonctiorp(6), ou 6 satisfait certaines conditions. Cependant,
Fell n’a pas pu&soudre le prokime de la monotonie de la fonctip(¥). Par la suite,
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190 Résolution des équations trinomiales

cette question de monotoniette reésolue en 1996 par S. Dubuc et M. Zaoui [3] pour
certaines familles d’'arcs assées au cas & o < 1. Quanta notre travail, il a consiét
a regler le probdme de la monotonie des arcs trinomiaux dans sa ttalit

D’autre part, un lien entre lagpmnétrie fractale et la thorie des nombres, bien que
ces deux disciplines paraiss@htigrées I'une de I'autre, até établi par S. Dubuc et A.
Malik [2] en 1992, concernant le coloriage du disque &mnifui est éduit directement
de certaines familles d’arcs trinomiaux solutions degliation (1.1) dans le casio
0 < a < 1. Dailleurs, il existe d’autres exemples de lien entre ces deux disciplines,
guoiqu’on s’en tiendra par la suitel’exemple de I'ensemble triadique de Cantor.

2. Coloriage du disque unié. Dans [2], Dubuc et Malik remarquent que I'enveloppe
convexe des puissances engs 1,2, 22, 23, ... d’'un nombre complexe du disque
unité est un polygone. Aussigééinissent-ils la couleur de commeétant le nombre
de sommets de ce polygone. Une partitid@nombrable du disque, induite par ce
coloriage, repeseng par la Figure 1, est mise @vidence. llsstablissent notamment
que I'ensembld” des points @ la couleur change est l@union des arcs gpifiques
suivants: Posons = p e, 0 < p < 1.

Figure 1. Coloriage du disque urt

e Soient4,,, m = 3,4, 5,... les arcs trinomiaux forés des solutions deduation
(1.1),dI0<a<l,n=mk=m—1letd € [x/(m— 1), 2r/m].

e SoientB,,, m = 3,5, 7,... les arcs trinomiaux forés des solutions dedgjuation
trinomiale (1.1), 6 0< o < lL,n=m,k=m—2et € [x — 7/m, 7.
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e SoientF(p,q;r,s), les arcs de Farey,uop, ¢, r et s sont des entiersérifiant
ps —qr = £l ets > q > 2, les arcs trinomiaux forgs des solutions de (1.1)uo0
0 < a < 1 etf est compris entrei/q et 2rr/s.

Sachant que ce dernier type d’arcs trinomi&uy, ¢; r, s) est cefini grace aux suites
de Farey, qui est une notion de la&trie des nombres, et puisglieest un ensemble
fractal, ces familles d’arcs trinomiaux illustrent un exemple de lien entrédatrie
fractale et la thorie des nombres.

3. Monotonie des arcs trinomiaux. Dans cette section, il s'agit definir la totalie
des arcs trinomiaux solutions dédjuation

(31) M=+ (1-a)

ol z = pe'? eta € R, et de donner les principaugsultats de Btude de monotonie de
la fonctionp(6) pour toutes ces familles d'arcs.
L’ équation de trajectoire des racines reliant uniquement est donc

p"F sinnf — p" sin(n — k)§ = sinke.

D’aprées Fell [5], on distingue les trois cas suivants:

e a<0 . signe(sinnf) = —signe(sinkd) =  signe(sin(n — k)0);
e 0<a<1: signegsinnd) =  signe(sinkd) = — signe(sin(n — k)0);
el<a . signe(sinnf) =  signe(sinkd) =  signe(sin(n — k)0).

Définition 3.1. Un angled est(n, k)-admissibles’il v érifie 'une desgali€s de signes
ci-dessus.

Remarque 3.2Les demi-plans sigrieur et inérieurétant synétriques, on se restreindra
au demi-plan sugrieur.

De fagon grerale, la thechnique utilge pour montrer la monotonie de la fonction
p(0) consistea supposer quép/df = 0. On obtient donc le sysine

{ R(0)-p" " =N1(0),
R(@)-p"  =N2(0),
ou _ _
R(O) = (n—k)sinkd — k cosné sin(n — k)6,
N1(0) = (n—k)sinnd — n sin(n — k)0 cosko,
Ny(0) = (n—k)sinnd coskd — n sin(n — k)6.
Et par la suite, il s'agit de contredire I'hypé@tbedp/df = 0 dans le cas de chaque type
d’arcs trinomiaux.

3.1. Arcs trinomiaux solutions de I'equation (3.1) dans le cas: > 1.

e Les arcsD1(p, k,r,n) sont formeés des racines de (3.1y @& > 1 et les angles
admissibles appartiennea (2r + 1)7 /n, 2rp/k[ oin € N,n > 5, p,r € N\ {0}
(r>p)etk e Noupn/(r+1) <k < 2pn/(2r+ 1) (voir Figure 2). Pour ce type
d’arcs, la fonctiorp(6) est croissante.
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e Les arcsDs(p, k,r,n) sont formés des racines de (3.1j @ > 1 et les angles
admissibles| 2rp/k, (2r+1)w/n[ oln € N, n > 4, p,r € N\ {0} (r > p) et
k e Nou 2pn/(2r+1) < k < pn/r (voir Figure 3). La fonctiom(6) est cecroissante.

e Les arcsDs3(p,n — k,r,n) sont fornés des solutions de (3.1ax > 1 et
6 € |2rp/(n—k), (2r+1)m/n[oin e N,n>4,p,r e N\ {0} (r >p)etk € N
ou (r —p)n/r < k < [2(r —p) +1n/(2r + 1) (voir Figure 4). La fonctiorp(6) est
croissante.

e Les arcsDy(p,n — k,r,n) sont formés des solutions de (3.1uax > 1 et
9 € ](2r+1)m/n, 2ap/(n—k)[oln € N,n >5,p,r € N\ {0} (r > p)etk € N
ou [2(r —p)+1n/(2r+1) < k < (r —p+ 1)n/(r + 1) (voir Figure 5). Dans ce cas,
la fonctionp(#) est decroissante.

Figure 2. Arcs D1(p, k,r,n) Figure 3. Arcs Da(p, k,r,n)

Figure 4. Arcs D3(p,n — k,r,n)

3.2. Arcs trinomiaux solutions de l'equation (3.1) dansleca < o < 1.

e Les arcsAi(p, k, r,n) sont formes des racines de (3.1) 0 < « < 1 et les angles
admissibles appartienneat|2rr/n, (2p+1)7/k[ ol n € N, n > 5,p € N, {0}
(r>p+l)etkeNou (2p+1)n/(2r+1) < k < (2p+1)n/2r (voir Figure 6). Dans
ce cas, la fonctiop(6) est cecroissante.

Figure 6. Arcs A1(p, k,r,n) Figure 7. Arcs Ax(p, k,r,n)
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e Les arcsAz(p, k,r,n) sont formés des solutions de (3.1yd < a < 1 et
0 €(@p+Dr/k, 2rr/n[oin e Nn>3,peN,r e N\ {0} (r >p+1)etk e N
ou (2p+1n/2r < k < (2p+ 1)n/(2r — 1) (voir Figure 7). La fonctiorp(f) est
croissante.

e Les arcsBi(p, k,r,n) sont formés des solutions de (3.1pd < a < 1 et
6 € |2rr/n, (2p+1)m/k[oun € N,n > 3,k = (2p+ 1)n/(2r + 1) est un entier
naturel,p € Netr € N\ {0} our > p+ 1 (voir Figure 8). La fonctiorp(f) est
déecroissante.

Figure 8. Arcs Bi(p, k,r,n) Figure 9. Arcs Ba(p, k,r,n)

e Les arcsBy(p, k,r,n) sont formés des solutions de (3.1pd < a < 1 et
0 € |(2p+n/k, 2(r+x/n[oin € N,n >3,k = (2p+1)n/(2r + 1) est un
entier,p € Netr € N\ {0} our > p+ 1 (voir Figure 9). La fonctiorp(6) est
croissante.

Figure 10.Arcs trinomiauxFi(p,n — k,r,n) et Fo(p,n — k,r,n)

e Les arcsFi(p,n — k,r,n) sont fornés des racines de (3.1)® < a < 1 et
6 € |2rp/(n— k), 2rr/n[oin € N,n>5,p,r € N\ {0} (r > p+1) etk € Nou
[2(r —p) —1n/(2r — 1) < k < (r — p)n/r (voir Figure 10). Dans ce cas, la fonction
p(0) est unimodale.

e Les arcsFy(p,n — k,r,n) sont fornés des racines de (3.1)® < a < 1 et
9 € |2rr/n, 2rp/(n—k)[oln € N,n > 4,p,r € N\ {0} (r > p)et k € Nou
(r—p)n/r < k < [2(r — p) + 1n/(2r + 1) (voir Figure 10). La fonctiorp(f) est
unimodale.
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3.3. Arcs trinomiaux solutions de l'equation (3.1) dans le cas < O.

e Les arcsd) (p, n — k,r,n) sont formés des racines de (3.1} a < 0 et les angles
admissibles appartienneat| 277 /n, (2p+ 1) /(n —k)[ olin € N,n > 5,p € N,
re N\ {0} (r >p+1l)etk e Nou[2(r —p) —1n/2r < k < 2(r —p)n/(2r+1)
(voir Figure 11). Dans ce cas, la fonctip(¥) est croissante.

Figure 11.Arcs Aj(p,n — k,r,n) Figure 12.Arcs AL (p,n — k,r,n)

e Les arcsA,(p,n — k,r,n) sont fornés des solutions de (3.1)iev < 0 etd €
|@p+)m/(n—k), 2rr/n[oin e Nyn > 3,pe N,r e N\ {0} (r > p+1)et
kEeNou2(r—p—1)n/(2r—1) <k < [2(r —p) — 1n/2r (voir Figure 12). Pour ce
type d’arcs, la fonctiom(#) est cecroissante.

e Les arcsBj(p,n — k,r,n) sont fornés des solutions de (3.1Jiex < 0 etd €
|2xr/n, 2p+17/(n—k)[oun € N,n >3,k =2(r — p)n/(2r + 1) est un entier,
p € Netr € N\ {0} our > p+ 1 (voir Figure 13). La fonctiop(#) est croissante.

Figure 13.Arcs By(p,n — k,r,n) Figure 14.Arcs By(p,n — k,r,n)

e Les arcsB)(p,n — k,r,n) sont fornés des solutions de (3.1Jiex < 0 etd €
|@p+)m/(n— k), 2(r+ )7 /n[oln € N,n > 3,k = 2(r—p)n/(2r+1) estentier,
p € Netr e N\ {0} our > p+ 1 (voir Figure 14). La fonctiom(f) est cecroissante.

e Les arcsFj(p, k,r,n) sont fornés des racines deéuation (3.1) 0 o < O et
0 € ]271‘])//{7, 27'('1"/’/1[00% eNn>5preN\{0}(r >p+1)etk € N
oupn/r < k < 2pn/(2r — 1) (voir Figure 15). Dans ce cas, la fonctigii¢) est
unimodale.

e Les arcsFj(p, k,r,n) sont formés des racines de (3.1) telles que< 0 et
0 € |2rr/n, 2rp/k[oin € N,n > 4,p,r € N\ {0} (r > p) etk € N ol
2pn/(2r +1) < k < pn/r (voir Figure 15). La fonction(6#) est unimodale.
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Figure 15. Arcs trinomiauxF; (p, k, r,n) et F5(p, k,r,n)

Remarque 3.3Les familles d’arcs trinomiaux sont des fractals. Suivant B. Mandelbrot
[7], inventeur du mot «fractal », il s'agit d’'objets mathatiques tels les ensembles
de Cantor, les fonctions continues ma&ridables nulle part et de mame gerérale,
des ensembles suffisamment €guliers » et « briss » pougchapper totalement ou en
partie au traitement des outils de laagrétrie classique.

4. Exemple de fractals: I'ensemble triadique de Cantor.L'ensemble triadique de
Cantor (voir Figure 16) illustre un exemple de fractals erotie des nombres le plus
révélateur qui soit. On 'obtient efitant de l'intervallg[0, 1] le segmeni1/3, 2/3],
donc cente au milieu et de longueur/3. Il reste deux intervalles fers [0, 1/3] et
[2/3, 1] sur lesquels orépete la néme ojgration, dans le @me rapport 13.

el .y
'{_" :,/ N g
0 c 113 13 ¢, I
. S— RN o .
C C 5 Ch C?

Figure 16.L'ensemble triadique de Cantor par divisions successives

Et ainsi de suitea lan® étape, on obtient uneeunion de 2 intervalles fern@s
disjoints de longueur 3, a I'intérieur desquels on retire un intervalle ouvert appel
suivant A. Denjoy [1], intervalleontigu,centé au milieu et de longueur3—1. Ainsi,
on obtient un ensembl&siduel (poussre de Cantor) de mesure nulle, mais qui a la
cardinali& du continu.

A chaquegtape, on éfinit donc un nombre fini de contigus, Bst;, mais comme il
y atheoriguement une infiritd’étapes, cela donne finalement une famiéaombrable
de contigus. D’agrs C. Tricot [8], c’est la marre de ranger les intervalles contigus
qui determine les propeies topologiques de I'ensemblesiduel F'. Mais, dans ce cas,
la notationC1, C», ... des contigus n'est pas commode puisqu’elle ne permet pas
de ceterminer la place exacte dé, pour un entiem quelconque, par rapport aux
autres contigus. Il faut donc ren@moter cette suite d’intervalles d’une autre fagon. Le
plus simple est d'utiliser un séma dyadique. Par exemple, appel6ide plus grand
contigu. EnsuiteC, sera le plus grand contigu s&t& gauche d€’1, etC; le plus grand
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a droite deC’;. Et ainsi de suite: on place les contigtis a C7, de taille maximale, de
gauchea droite a I'intérieur des 4 intervalles restants, etc Ce type de rangement est
symboli€ par I'arbre de la Figure 17pale chaque sommet repiesentant le contigu
C,, partent deux segments, aboutissamteux sommets, re@sentant deux contigus,
a gauche ea droite deC,,. Le fait que les contigus soieatchaque fois, pris de taille
maximale, assure qu’aucun contigu n’est oalalu cours de ce rangement.

8 9100 1112 1314 15

Figure 17. Arrangement des intervalles contigus de I'ensemble de Cantor

Remplacons I'entien par son éveloppement en base 2. On retrouve @estbppe-
ment sur les branches de l'arbre dyadique (Figure 18). Il suffit de faire correspondre,
a chaque sommet, la suite de 0 et de 1 du chemin qui part du premier sommet pour
arriver au sommet.

Figure 18. Arbre dyadique ref@sentant 'ensemble de Cantor
Il est donc commode de noter les intervalles contigus
C(1), C(1,0), C(1,2), ..., C(L,iq,i2,...,0p) :

étant doné un contigu quelconque, on sait maintenant quelle est exactement sa place
par rapport aux autres, par simple comparaison des suites. De plugsd@prricot

[8], cette nouvelle notation permet dédalder que I'ensemble triadique de Cantor est
parfait, non-@nombrable et qu’il a la cardinaitdu continu.

English extended abstract.In this paper, we study the solutions of the trinomial
equations
2 =azf+(1-a),

wherez = pe’ is a complex number, and k are two integers verifying: < n
anda is a real number. One systematic study of these families of arc solutions of the
trinomial equations is investigated. In fact, the problem of monotonicity of these arcs
was discussed in [5] and partially solved in [3] forOa < 1. In this work, takingy any
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real number, we point out all solutions of the trinomial equation, i.e., the sixteen types
of families of trinomial arcs. It is showed that those arcs are monotonic or quasi convex.
And so the problem of monotonocity is completely solved. Moreover, it is established
that those arcs induce a coloring in the sense introduced in [2] for the unit disk. The
color of a complex number is defined as the number of vertices of the convex hull of

the powers of that number. It is observed that there is a connection between the set of
points where the color changes and some families of trinomial arcs. Since these families
are fractals, they illustrate an example of connection between the fractal geometry and
number theory. Besides, there exist others examples of connection between these two

branches of mathematics, although we will restrict, in this paper, to the example of the
middle third Cantor set.
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