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SUR LA TOUR DES 2-CORPS DE CLASSES DE
HILBERT DES CORPS QUADRATIQUES R EELS

ALl MOUHIB

RESUME. Soientk un corps quadratiquesel, Cy ;. le 2-groupe de classes au sens
large dek, et C3 . le 2-groupe de classes au sens restreint.d@n suppose que
rang,(Cy ) € {4,5}. Alors on cetermine une famille particdire de corps dont

la tour des 2-corps de classes est infinie. En particulier, @iara les ésultats de

F. Lemmermeyer prouvant que si le 4-rang(dg, est sugrieur ouégala 3, alors

la tour de 2-corps de classes/dest infinie. '

ABSTRACT. Let K be a real quadratic number fieldy ;, the 2-class group of,

C3 . the 2-class group in the strict sense. We suppose thaj(@pk) € {4,5}.

Then we show that has an infinite 2-class field tower for some specific families of
fieldsk. In particular, we strengthen F. Lemmermeyer’s result that the 2-class field
tower of is infinite if C; , has 4-rank> 4.

1. Introduction. Soientk un corps de nombreg,un nombre premier;* (resp.k:;)
le corps de classes de Hilbert (resppteorps de classes de Hilbert) deet pourn
entier naturel"™** (resp.k;}*l) le corps de classes de Hilbert &2 (resp. lep-corps
de classes de Hilbert dg}). La suite(k"),en (resp.(k; )nen) €st appede tour des
corps de classes (resp. tour gesorps de classes) de S'il existe un entier naturel
n minimal tel quek™ = k! (resp.k, = k;}*l), alors on dit que la tour des corps de
classes dé (resp. tour deg-corps de classes dg est finie de longueut. Sinon, on
dit que la tour des corps de classeskd@esp. tour dep-corps de classes dg est
infinie.

En 1964, E. Golod et I. Shafarevich ont préuiexistence de corps de nombres dont
la tour des corps de classes est infinie. En effet, ils emtahté que la tour des 2-corps
de classes de

k=Q(-3-5-7-11-13-17-19)

est infinie. De plus, ils ont domnun criere qui permet de&montrer que la tour des
2-corps de classes d'un corps de nombres est infinie.

Dans ce qui suit, on suppose gkeest un corps quadratique. Séitimaginaire.
Alors rang(C>%) > 5 entrane que la tour des 2-corps de classestdest infinie.
Dans [Haj-00], F. Hajir a @monté que siC3;, contient un sous-groupe isomorpae
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L)AL < 1.] A7 x 7./ 47, alors la tour des 2-corps de classes ést infinie. Dans [Be-01],
E. Benjamin a @monté que si rang(C> ;) = 4, le 4-rang d&”, ;, est surieur ouégal
a 2 et le discriminant dé est divisible exactement par un premiee= —1 (mod 4,
alors la tour des 2-corps de classescdsst infinie.

Soit k£ un corps quadratiqueeel. Si rang(C> ) > 6, alors la tour des 2-corps de
classes dé& est infinie. On sait que si rap@> ) € {2, 3}, alors la tour des 2-corps
de classes de peutétre finie ou infinie et si rangC> ;) = 1, alors la tour des 2-corps
de classes dg est finie de longueur 1. Dans le cas @ng(C2 ) € {4,5}, jusqua
présent, il n'existe aucun exemple de cofpdont la tour des 2-corps de classes de
k est finie. Dans [Ma-96], C. Maire aédhonté que si le 4-rang dé€', ;, contient un
sous-groupe iSomorpleZ /47 x 7./47 x 7.]AZ x Z/4Z, alors la tour des 2-corps de
classes dé est infinie. F. Lemmermeyer a @fioré ce ésultat, en @montrant qu'il
suffit que le 4-rang d€’5, soit suggrieur ouégala 4 pour que la tour des 2-corps de
classes dé soit infinie.

Dans cet article, on suppose quest un corps quadratiqueel tel que rang(C> 1) €
{4,5}. Alors, on cetermine une famille de corgsdont la tour des 2-corps de classes
est infinie. De plus, on a@fiore les esultats de C. Maire et de F. Lemmermeyeg<it
précédemment. Ainsi, on@&montre les@sultats principaux suivants :

(1) On suppose que ragp@ > ;) = 5; alorson a:

o |l suffit que rang(ng) > 3 pour que la tour des 2-corps de classe$ deit
infinie;

e Sile discriminant deé: n’est pas somme de deux dasret est divisible par au
plus deux premiers congras—1 modulo 4, alors la tour des 2-corps de classes
dek estinfinie.

(2) On cetermine une famille de corps quadratiqueslsk dont la tour des 2-corps
de classes est infinie et le groupg,, vérifie :

(i) rangy(Co k) = 4,
(i) rang,(C2 k) = 0, c’esta-direCy , estélementaire.

Notations.

k. Corps de nombres;
k™) : Corps de genres de
Cy : Groupe de classes au sens largéde
C} . Groupe de classes au sens restreint;de
C> . 2-groupe de Sylow d€’;
C3}, : 2-groupe de Sylow déy;
E) : Groupe des uniés dek.

Soit G un groupe ablien. On @signe pap-rang deG;, qu’on note par rangG), la
dimension d&=/GP vu comme uriZ/pZ-espace vectoriel. Dans le cag p = 2, on
désigne par 4-rang d&, qu’on note par rangG), le 2-rang du group&?.
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2. Rappels sur le symbole du reste normiqueSoientk un corps de nombres,un
entier naturel sans facteurs @&syr le nombre des premiers deramifies dans:(v/d)
ete I'entier naturel @&finie par 2 = [E}, : E, NN (k(+/d)*)]. Notreétude repose sur
I'utilisation du symbole du reste normique dont voici quelques pédgsi

Soit f le conducteur de I'extensiok(v/d)/k. Pour chaque igal premierP de k,
on désigne parfp la plus grande puissance @equi divise f (P fini ou infini). Soit
b € k* et’P un ideal premier fini ou infini dé:. A I'aide du theome d’approximation,
il existe un nombreég verifiant

f

bo=b modfp et bg=1 mod-=

Ir
Si(bg) = P"I avecn € Z et(I,P) = 1 (n = 0 siP estinfini), on pose

(b,k(ﬂ)) _ (k(ﬂ))
P T
k(V/d)

ou <f> déesigne I'application d’Artin dans I'extensidr{v/d) /k appliqieea I'idéal
1. Pourb € k*, on cefinit le symbole du reste normique par

(L) - () (va)

P Va
ol P est un ickal premier dé:. Si P ne divise pas le conducteur #é\/d)/k, on pose

(4)- (*%) (va)
P Vd
Remarque 2.1La définition du symbole du reste normique qu’'on a dearpour
une extension quadratiqug+/d) /k peutétre prolongea une extension de la forme
k( %/d)/k ol m est un entier naturel ét contient les racines:-iemes de I'uni (voir
[Ha-30]).

Voici quelques propétés du symbole du reste normique :

.., (bib2, a b1, a bo, a
1) Onalegalie (| —— | = .
@ onasgaie (“3-4) = (%50) (%)
(2) SiP ne divise pas le conducteyrde I'extensionk( 1/a)/k et apparé avec

un exposant dans la @composition de I'iéal (b) en produit de puissances
d’'idéaux premiers, alors

b, a a\ —e
< P ) - (5)m ‘
(3) SiP n'apparét pas dans la@omposition def et dans la @composition de
I'id éal (b) en produit de puissances dddux premiers, alors

b, a
= =1
(%),
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(4) On alegalie [| <bpa> _1.
P

m

(5) Pour toutz € k, on a legalié <_3;>’ x) = 1.

Lemme 2.2. Le rang du2-groupe de classes d€+/d) estégalar — 1 — e.
Démonstration.\Voir [Gr-73]. O

Remarque 2.3Si k est un corps quadratiqueel etv/d ¢ k, alors I'entiere € {0, 1, 2}.
Lemme 2.4. Soientk un corps de nombreg, un entier naturel sans facteur carret

u € k* tel que l'ideal engende paru dansk est norme d’un idal dek(v/d). Alorsu
est norme dang(v/d) /k si et seulement s{i%d) = 1 pour tout premiefP dek qui se

ramifie dansk(v/d).
Démonstration.\Voir [Az-Mo-1]. [

Lemme 2.5. Soientk un corps de nombres contenant les racinesemes de I'uni,
k une extension finie de o € k* et € k*. On note parP un ideal premier dek et
par P un ideal premier de: au-dessus d@. Alors

() -(55).

PP
ou le produit est pris sur tous les premiers klgui sont au-dessus de.

Démonstration.Voir [Ha-30]. O

3. Position du probleme. Dans toute la suite, on suppose diest un corps quadratique
reel.

e Dans le casorang(C, ) > 6, on aque la tour des 2-corps de classek est
infinie (Golod et Shafarevich).

e Dans le caswrang(C> ) < 3, il existe des exemples de corpslont la tour
des 2-corps de classes est finie.

e Par contre, dans le casioang(C2;) = 4 ou 5, jusqua pesent, on n'a pas
d’exemples de corpk dont la tour des 2-corps de classes est finie. &migl,
on ne peut pas dire si la tour des 2-corps de classes d’un £apsfinie ou
infinie.

Voici quelques &centes contributiorssce sujet. On suppose que raf ) € {4,5}.

¢ C. Maire a @monte que sirang C ;) > 4, alors la tour des 2-corps de classes
dek estinfinie.

o F. Lemmermeyer a&monte que si rang(C5 ) > 4, alors la tour des 2-corps
de classes de est infinie.
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4. Resultats utilises.

Résultat 1. [Ré-Re-66]Soit k£ un corps quadratique de discriminadt Pour qu'il
existe une extension cycligie'k de degé 4 et non ramifee pour tous les premiers
finis il faut et il suffit qu’il existe une factorisatioth = d,d> telle qued; et d, sont
premiers entre eux e{l%) = (z—i) = 1 pour toutp; |d;. Si de plusi est somme de deux

z s . o d
carrés, alorsL est iéel si et seulement §f) , = (%),-

Le deuxeme Esultat est un criére qui permet de&@mnontrer que la tour dgscorps
de classes d’'un corps de nombkesst infinie.

Résultat 2. [Sc-86]SoientK /k une extension cyclique de dégsremien, p le nombre
des premiersfinis etinfinis rané8 dans I'extensiol / k; E}, et Ex sontrespectivement
les groupes des ui@is dek et K et H le sous-groupe dé&, formé des unis qui sont
normes dans I'extensiol /k. Alors la tour deg-corps de classes d& est infinie si

p > 3+rang(Ey/Ex N H) +2,/rang,(Ex) +1 ()

Le résultat suivant donne le nombre des classes arébigans une extension cy-
clique.

Résultat 3. [Gr-73] SoientK /k une extension cycliqué)x /;, le discriminant relatif de
I'extensionK /k, e(p) I'indice de ramification du premies dek dansK, E}, le groupe
des uniés dek, h(k) le nombre des classes deet N, la norme dans I'extension
K /E. Alors le nombre des classes amligule I'extensior /k, not Am(K/k), est
donre par la formule

h(k) HP\DK/k e(p) )
[K : E|[Ey : Ex ﬂNK/k(K*)}

AM(K/k) = [(K/k)™ : K] =

5. Quelques indications. Soientk un corps quadratiquesel, k*) le corps de genres
dek et(lc(*))l le 2-corps de classes de Hilbert k&), On suppose que rap@z ;) €
{4,5}.

Pour cemontrer que la tour des 2-corps de classe% d@sst infinie, on raisonne
comme suit : On étermine une sous-extension quadratifji& de (k(*))1/Q verifiant
I'in égalie (*) (voir résultat 2). Ceci revient par un calcul sur le symbole du reste
normique (voir chapitre 23 calculer ou donner une bonne majoration de I'indice

[Ex : Ex NNy (L¥)] = 27" (Ex/ExNNL k(L))

Ainsi, on a que la tour des 2-corps de classed.dest infinie et par suite, la tour
des 2-corps de classes @é*))! est infinie. Commék(*))!/k est une extension non
ramifiée, alors en conclusion la tour des 2-corps de classk®deinfinie.

6. Résultats cemontrés. Dans ce qui suit, on suppose que rg{id¢ ) = 5. On a alors
les esultats suivants.
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Lemme 6.1. Soitk un corps quadratiqueéel. On suppose quang(C> ) = 5 et
que le discriminant dé n’est pas somme de deux ca@st Supposons qu'il existe trois
premiers diférentsp1, p2 et p3 divisant le discriminant et tels qug = 1 (mod 4
pouri € {1,2,3} avec(%) = (7;—;) = 1. Alors la tour de2-corps de classes deest
infinie.

Lemme 6.2. Soit £ un corps quadratiqueé&el. On suppose queng(C2;) = 5
et que le discriminant dé est somme de deux cés. Supposons qu'il existe trois
premiers diféerentspy, py et p3 divisant le discriminant et tels que = 1 (mod 4
pouri € {1,2, 3} avec

()= (o) =2 ()= G = GR)= (R

Alors la tour de2-corps de classes deest infinie.

Théoreme 6.3. Soientk un corps quadratiqueéel dont le discriminanD n’est pas
somme de deux cas et soitang,(C5 ;) = 5.

(i) On suppose qu'il existe au plus deux premiers congrad modulo4 divisant
D. Alors la tour de2-corps de classes deest infinie.

(i) On suppose qu’au moins trois premiers congaus-1 modulo4 divisentD.
Alors pour que la tour de®-corps de classes de soit infinie, il suffit que
rang,(C3,) > 3.

Théoréme 6.4.Soientk un corps quadratiqueé&el, k*) le corps de genres de. On
suppose que le discriminant deest somme de deux cés et queang,(Co i) = 5.
(i) Pour que latour deg-corps de classes desoit infinie, il suffit queangl((]ik)
> 3.
(i) S'il existe un sous-corps biquadratique/de dont le discriminant est divisible
par trois premiers et |&-rang du groupe de classes &gjala 3, alors la tour
des2-corps de classes deest infinie.

Exemple 6.5. Soientp; = 5, p» = 181 etpz = 229 et soitM = Q(/p1, /P2P3)-

et rang(C2,7) = 3. De plus, la tour des 2-corps de classes de tout corps quadratique
de la forme

Q(\/P1P2p3P4apsps),
oup; # —1 (mod 4 avec 4< i < 6, est infinie.

Dans le t@oeme qui suit, on étermine une famille de corps quadratiquesls dont
le 2-groupe de classes @&démentaire d’ordré&gala 16 et dont la tour des 2-corps de
classes est infinie.
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Théoreme 6.6. Soientpy, p2, p3, p4, ps des nombres premiers difents et non congrus
a —1 modulo4 et soit

k = Q(y/p1p2p3paps)-

Si l'une des deux conditions suivantes ésifiee, alorsC ;, estélementaire et la tour
des2-corps de classes deest infinie :
() Meppm) = —1 () =1 et (1), = (%), pouri € {12} et € {3,4);

pj

@) Nene) = 1, (32) = -1 (5] =2 et (5) (%), = (), (3),
pouri € {1,2} etj € {3,4}.

7. Conclusion. En conclusion, uneésolution totale du probme de la tour des 2-
corps de classes detels que rang(C> ;) € {4,5} n'est pas encoreeali®e. Vu les
résultats @montés, il est inéressant dtudier le probme pour les corpk vérifiant
rang(Cz2x) = 5 et rang(Cy,) € {0,1,2}. Comme suite de recherche, nous pro-
posons :

0] Etudier le 2-rang du groupe de classes des corps biquadratiques et triquadra-
tiques;

(i) Soit L/K une sous-extension @& /Q et I'application normeVy i : Cr, —
Ck. On sait d’'apes [Je-79] que

rangy(Ker(Ny k) > p — 1 —rang(Ex /Ex N Np x(L*)).

On aimerait comparer rap@"> 1) et rang(Ker(Ny k).

English extended abstract.Let k£ be a real quadratic number field with discriminant
d. We will denote the 2-ideal class group/oby C> ;, and the 2-ideal class group bf

in the strict sense by , . By the Hilbert 2-class field tower dfwe mean the sequence
of fieldsk = ko C k1 ’g ko C --- Ck; C ---wherek;+1 is the Hilbert 2-class field
of k;. If k.41 # k; for eachi, then we say that the Hilbert 2-class field towerkok
infinite. If n is the minimal integer such that, = k,,+1, then we say that the Hilbert
2-class field tower of is finite of lengthn. In [Go-Sh], Golod and Shafarevich have
shown that the field has an infinite Hilbert 2-class field tower whenever the 2-rank of
Ca 1 is > 6. If the 2-rank ofC> , is equal to 1, then by group theory, the Hilbert 2-class
field tower ofk is finite of length 1. If the 2-rank of’> . is in {2, 3}, then there are
examples of field& with finite (resp. infinite) Hilbert 2-class field tower. In the case
where the 2-rank of’; ;; is in {4, 5}, no example of: with finite 2-class field tower has
ever been exhibited.

In [Ma], C. Maire has shown that if the 4-rank 6% ;. contains a subgroup of type
(4,4,4,4), then the Hilbert 2-class field tower éfis infinite and in [Le], F. Lemmer-
meyer has shown that if the 4—rank@£k contains a subgroup of tygd, 4,4, 4), then
the Hilbert 2-class field tower df is infinite.

In this paper we suppose thiats a real quadratic number field such that the 2-rank
of Cy, is equal to 5. Then using the inequality of Golod and Shafarevich, the quadratic
reciprocity law and results on quadratic residue norm symbols, we prove the following
results.
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Theorem.

(1) If the4-rank of C5 . is > 3, then the Hilber-class field tower of is infinite.

(2) If d is not a sum of two squares and there exist at most two prijreesd ¢’
dividingd such thay = ¢’ = —1 (mod 4), then the Hilber®-class field tower
of k is infinite.

In the next theorem, we suppose thas a sum of two squares. We say thldtas a
Cy-factorisation of the formil = didy if (d1,d) = 1 and(£) = (%) = 1 for every
primep; dividing d; (i = 1, 2). It is known that ifd; is prime, then the Hilbert 2-class
field tower ofk is infinite. Otherwise, if the 4-rank a[t‘;,k is equal to 2, then we prove
that there exists & -factorisation of the forna = p1p, - pspapspe Where the integers

pi, 1 < i < 6, are primes dividing.

Theorem. We suppose thatis a sum of two squares and theank oszfk is equal to

2. Assume that has aC;-factorisation of the forml = pipz - pspapspe. If (2) = —1,
then the Hilber2-class field tower of is infinite.
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