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PROPRIETES ARITHM ETIQUES ET COMBINATOIRES DES j-ENTIERS

ZUZANA MASAKOV A

RESUME. On consigére la repésentation des nombresals positifs en basé, ap-
pelee 3-développements, 03 est un entier algbrique. Les propéites de telles
repiesentations &endent de @Veloppement de &yi dz(1) de 1». Pour les

B dont dz(1) est ultimement @riodique (par exemple, les nombres de Pisot),
on étudie I'ensemble FifB) des s-développements finis, et I'ensembfe; des
(B-développements entiers. L'ensemlifg; définit naturellement un mot infini,
dont on crit certaines propgies combinatoires. Oétudie aussi les d@pations
arithmétiques sur FifB), notamment les conditions sous lesquelleq Fjrest un
anneau.

ABSTRACT. In this paper we consider numeration systems related to an irrational
bases > 1. In particular, we expose the interesting combinatorial and arithmetical
properties of integers in such a system and illustrate them with examples. We also
list some related open problems. Every non-negatitas a unique expression in
the form of itsg-expansion. We study in particular the Zgtof g-integers. 1i5is a
rational integer, theflg = Z. For 5 ¢ Z, the seZs has certain peculiar properties.
For example, not every finite sequenge - - o of coefficientse; € {0,1,...,[F]}

is a g-expansion of some > 0. The admissibility of sequences of coefficients
is given by the Parry condition using theéRyi development of 1. The sBs is
interesting also from the arithmetical point of view. dfe Z, thenZg = Z is a

ring. For other bases, not onlyZgs is not closed under addition and multiplication,
but the result of summing and multiplying-integers may even have an infinite
(3-expansion. We study the conditions under which the sg{Fis a ring.

1. Introduction. On consi@re des ref@sentations de nombresals non-traditionnelles
dans les sygimes de nugration avec une bageun nombreéel su@rieura 1. Une érie
convergentez:f}C>O x;5* d’entiers positifs ou nuls est appel unes-représentation

dez si
k

T = Z zi3 .

1=—00
Si de plus pour tout-co < ¢ < k la somme satisfait
¢

Z xzﬂl <5€+1’

1=—00
Recu le 15 septembre 2003 et, sous forrafinitive, le 24 janvier 2005.
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la strie est dite le3-developpemente z. Le 3-développement est unegeralisation
de ceveloppementé&cadique ou binaire. On utilise la notation naturelle

<=T>B = TpTp_1 " " TO®L_1T_2- " .

Les coefficients dys-développement de sont calcuks par I'algorithme glouton.
Ceci implique quez; € {0,1,2,...,[5]} pour 5 ¢ Z. Notons que si la basg
du syséme de nuraration est un entier € Z, 8 > 1, les coefficientsy; du -
développement appartiennenf0, 1,2, ..., 3 — 1}. De plus, toute suite de ces chiffres
qui ne se termine pas pé&f — 1)“ correspond aw-développement d’'umx: > 0. Si
B ¢ Z, la question sur les suites de chiffres interdits dangsleéveloppements est
plus compliq@e; elle sera traée dans la section 2.

On peut introduire I'ordre lexicographique sur |@sepésentations de la mame
suivante. Las-repesentationz,, 5" + z,_1 8" 1 + - - - est lexicographiquement sep
rieured x;,0% + x;,_185 1+ ... sik < n etles mots infinis correspondants satisfont

(n—k) fois

ou le symbole< dénote I'ordre lexicographique des mots dans un alphabet oedonn
La construction par I'algorithme glouton implique quededéveloppement est lexi-
cographiquement le plus grand parmi fesepiésentations de.

L'ensemble de tous les nombresle 5-développements finis, c'estdire les(|x|) 3
se terminant en une infigtde 2ros, est n@t

Fln(ﬂ) = {:L’ eR ‘ <‘.7J|>5 = TpTh—1"""TOOL_1"" -Ig} .

Les nombresé&elsz, dont le3-développement de:| est de la formezf‘:0 x; 3, sont
appeésg-entiers. L'ensemble des-entiers est né&

Zg:={x e R|(|z|)g = zpxp_1-- 200} .

Si g € Z, 'ensemble degi-entiers cincide avec les entiers rationnel&; = Z.
Par congquent/Zg est ferngé sous I'addition et la multiplication. Des&is sur la ligne
droite, les3-entiers poups € Z forment une suite de poinégjuidistants. Les prof@és
mentionreées ne sont plus valables®it Z.

L'ordre lexicographique des-déeveloppements correspoatiordre naturel desels.
On peut alorsecrire Zg comme une Suitg¢e, ),c7 croissante. Cependant, seulement
pour certaines basesil y a un nombre fini de distances.1 — e, entre lesléments
voisins deZg; voir la section 2. Si c’est le cas, on peut noter les distances par symboles
et associer naturellement agxentiers un mot infini. Les prog@és combinatoires de
ces mots soréttudiees dans la section 3. Lensemilg n’est pas ferra sous I'addition
et la multiplication. En gréral, la somme ou le produit de detxentiers peut r@me
avoir un g-développement infini. Dans la section 4, étudie le comportement des
(B-développements par rapport auxéogtions arithratiques.
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2.Laconditionde Parry. Sig € Z,toutes les suites finies des chiffigs 1, ..., 5—1}
correspondent aw-déeveloppement d’'unc > 0. Parmi les suites infinies, seule-
ment celles qui se terminent €@ — 1)“ sont interdites. Quand la bage n’est
pas engre, la situation est plus complige. Pour dcider quelle suite de chiffres
dans{0,1,2,...,[3]} correspondh un -développement, on utilise la condition de
Parry [11]. Dans ce but, onéfinit le developpement de &yi dg(1) de 1. Soit
Ts(x) := fx — [Bx]. Alors

dg(1) = titatz---, OU t; = [ﬂTé‘l(l)} pouri > 1.

Si parmi lest; deds(1) il'y ainfinité de coefficients non-nuls, on pagg(1) = ds(1).
Siau contrairen est le plus grand indice d'un coefficient non-nuktigl), c’esta-dire

:1L1+1§722+...+tﬂ7
g B pm

alors on posels(1) = (tatz- - tm—1(tm — 1)) (tat2- - tm-1(tm — 1)) --- La suite
dj(1) est ultimement priodique avec unedgsiode de longueur.

1 tm #£0,

Théoreme 2.1. (PARRY) Soitzf:_oo z;3' uneB-représentation d’un nombre > 0.
Alors la srie Zf}oo z; 3" est le3-développement de si et seulement si pour tout
j < klasuitez;z;_1x;_--- estlexicographiquement strictemengéinéurea la suite
d5(1), c’esta-dire, formellement,

TjTj—1Tj—2 " = d:’é(l) .

Notez qu’un mot finicycr_1 - - - ¢o de chiffres entiers ou nuls satisfait la condition
du Theoeme 2.1 si

cjcj—1---co < dg(l) pourtoutj =0,1,... k.

Les mots satisfaisant la condition ci-dessus sont @g@elmissiblesUn mot fini de
chiffres entiers ou nuls est appéhterdit s’il n’est pas admissible. Commg = [5],
seulement les mots aux chiffresl). . ., [5] sont admissibles.

Parmi les bases de n@mation, celles qui ont uné&yeloppement de &yi de 1
ultimement @riodique sontremarquables. De tels nomigresnt appedsbéta-nombres
ou nombres de Parry11]. Il est facile de voir que chaquetta-nombre3 est racine
d’'uneéquation

(2.1) 2" —ap 12" — - — a1 —ag = 0, an_1,...,a1,a0 € 7Z.

Par congquent,3 est un entier algbrique. On note ses conjugaipar3®, ..., 5,
ou d est le dege deg3. Si on ne consiére qu’un conjugé des, on le cenote pays’. Les
isomorphismes correspondants entre les c@g8) et Q(5) (ou Q(#)) associent
z — (), 2’ respectivement.

Il est connu que tous lesela-nombres sont des nombres de Perron, a'elite
des entiers akgpriqgues> 1, dont tous les conju@s sont inérieursa 5 en module.
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Par contre, parmi leséta-nombres on trouve tous les nombres de Pisot, a‘elste
les entiers algbriqgues> 1 dont tous les conjugs sont en module iafieursa 1;
voir [4,12]. La description compte des bta-nombres n’est pas triviale. Pour d’autres
résultats on renvoie aux travaux [5,6,13].

Les Bta-nombres ont des propiés ineressantes comme les bases deéamation.
Par exemple, 'ensemble des distances entrélégaents voisins d& s est fini et peut
étre cetermireé en connaissant legdeloppements deéyi dg(1) de 1 de la maire
suivante [14].

Proposition 2.2. Soit5 > 1, et soit{e,, | n € Z} la suite croissante des-entiers.
Alors

o
envt—en € {A;1j=0,1,2,...}, ol Aj:Z ) pourj =0,1,2,...
=1

t
= 7

Il estévident que poutg(1) ultimement @riodique, les distanceg., —e,, prennent
un nombre fini de valeurs, sdit\o, ..., Ax_1}, dont la plus grande est

AO:;;:L

Il est apparent qul 'ensemble deg-entiers on peut associer une suite de distances
dans l'ordre correspondaatl’'ordre dess-entiers sur la droiteéelle. ComméZs est
symétrique par rappod l'origine, on ne consire que la partie norégativeZ, et on
définit le mot infini dans I'alphabet de symboles{ay, . .., a;—1} par

(2.2) ug = upuiu-- -, OUUp = a; Si ep+1 —en = Ay

Exemple 2.3. Prenons I'exemple d'un sy&@ne de nurdration ai la bases est un
béta-nombre ayant leédeloppement de 1 finijz(1) = 201. Evidemment,3 est un
nombre de Pisot cubique complexe, racineade= 222 + 1. Comme[s] = 2, les
(-développements ont des chiffres{0, 1, 2}. De plus, la condition de Parry implique
gue less-développements ne contiennent pas les mots

22, 21, 202 201.
On peut alor€crire I'ensembl@g dans l'ordre lexicographique

Z; = {0,1,2,10,11,12, 20,100,101 102 110,111 112,120
200,100Q 1001 1002 1010 1011 1012 102Q 1100 1101
110211101111 1112 1120 1200 200Q 2001 2002 1000Q. ... }

Dessiré sur la demi-droitegelle,Z3 a la forme

—0—0 00 0 00 0 0 00 0 00 0 0 0 00 0 00 0 0 00 0

0 1 8 32 383
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Les distances entre l&éments voisins d&g prennent trois valeurs défentes, no-
tamment

t1 t2 t3

A0:E+?+@:1’ —o
to i3 1

M= e TR
t3 1

A = —_— = — . *—o
’ 8 8

On consiére alors un alphabet de trois symbo{es, a1, a2} = {a,b,c} pour sim-
plicité. Le motug est alors don@ par

ug =aabaabcaabaabcaaabaabcaabaabcaaab --- .

3. Propriétés combinatoires des motsg. Pour ce qui suit, il est utile d’'introduire
quelques notions de la combinatoire des mots. Zait alphabet fini de lettres (ou de
chiffres). Un mot fini est une concatenatian= ws - - - wy, de lettres ded. L'ensemble
A* des mots finis avec le mot videet muni de l'ogration de concénation est un
mondde libre. Un mot infiniu = ugujus--- est une suite infinie de lettres dé
Lensemble des mots infinis est goti™Y. On dit qu’'un motw est unfacteurdewv € A*
(resp.AVY), s'il existe des motsv™ € A*, w®? e A* (resp.w® e AV) tels que
v = wBww@, Le motw est unpréfixedewv siw® = . Le motw est unsuffixedev
siw® = e. Un mot infiniv estultimement priodiques’il est de la formey = wz¥,
ou w etz appartiennerd A* etz¥ = zzz - - -.

Unmorphismesur le mondde libreA* est une applicatiop : A* — A* qui satisfait
p(wz) = ¢(w)ep(z) pour toutw, z dans4*. Le morphismep est uniquement&termire
parp(a) poura € A. Le morphismep est appe# substitutionsi ¢(a) # ¢ pour tout
a € A et s'il existe une lettre, € A telle quejp(a)| > 1. Un mot infiniv est dit un
point fixede la substitutiorp, ou invariant par la substitutiop, si

(3.1) p(vo)p(v1)p(v2) - -+ = vovivz- - - .

Ceci implique quep(vg) = vov ety™(v) = v pour toutn € N. La longueur du mot
©"(vp) monte vers l'infini avea et pour chaque € N, le moty™(vg) est un pefixe
du point fixev. Formellement, on a

v= lim ¢"(vo).
n—oo

Chaque sysime de nuraration @ la bases3 est un @ta-nombre corresporadune
substitutionyz canonique [8]. Cette substitution engendre le meptéfini par (2.2),
c’'esta-direug est le point fixe deog.

Soit dg(1) = tita---t,, fini. Les distances entre leséments voisins de I'en-
sembleZs prennent alorsn valeurs. Le motug correspondantétant dans I'alpha-
bet A = {ao,...,am-1}, est le point fixeus = lim,_ ¢"(ao) de la substitution
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¢ =gz A* — A* suivante :

plao) = agar
p(a1) = agaz
(3.2)
Plam—2) = ag" "am1
plam-1) = ag".

Soit maintenandz(1) infini ultimement @riodique

da(1) = tata ..t (tm1- - tmep)”

avecm, p minimaux. Les distances; entre les3-entiers voisins prennent+p valeurs
différentes. Pour le may; il faut alors consiérer 'alphabeid = {ao, a1, . . ., am+p—1}-
La substitutiony = ¢z : A* — A* est donie par

p(ag) = agm
p(a1) = agaz
(3.3)
Plamep—2) = ag""  amap 1
o(amep-1) = agmpam.

Dans les deux cas, org = lim,,_.o ¢"(ao).
La complexié d’'un mot infiniv est une fonctio : N — N définie par

C(n) := #{vvis1- - Viun—1 |1 € Z, i >0} .

Il n’est pas difficile de @montrer qu’un mot infini, est ultimement griodique si et
seulement s’il existe un € N tel que sa complexétsatisfaiC(n) < n. C’est pourquoi
un mot aggriodique le moins complexe possible doit avoir la comp&Xitn) = n + 1
pour toutn € N. CommeC(1) = 2, ces mots sont sur un alphabet binaire; ils sont
appeéssturmiensou mots de Sturm

On trouve les mots sturmiens aussi parmi les mgtsorrespondant aug-entiers,
notamment pouf des nombres de Pisot quadratiques unitaires, &ahte racines de

2=tr+1 teN,
#?=tr—1, teN, t>3,

dont le ceveloppement de &hyi de 1 estig(1l) = t1 etdg(l) = (t — 1) (t — 2)*
respectivemenA part les mots sturmiens correspondant auxesysis de nugrations,
il'y aun nombre indnombrable de mots de Sturm neguivalents qui ne sont invariants
par aucune substitution.

Dans [9] nous avongtudé des mots:z pour le cas gréral ai 5 est un @ta-nombre
ayantd(1) fini. En particulier, on a @monte le esultat suivant.
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Théoreme 3.1.Soitdg(1) = tito-- -ty tel quet; = tp = -+ = tp—1 OU L >
max{ts, t3,...,tm—1}. Alors la complexi& du mot infinius satisfait

(m—1n+1 < C(n) < mn—1.
Side plug,, = 1, alors
C(n) =(m—1)n+1, pourtoutn € N.

La formule explicite pouC(n) sous les conditions mentiogées dans le thééme
est compligée et cessite d’autresadfinitions; elle esh trouver dans [9].

Exemple 3.2. Revenonsa I'exemple du nombre de PisgGtavecds = 201 (exemple
2.3). Comme le éveloppement de 1 est fini, la substitution canonique sur I'alphabet
{a, b, c} est donge par

@g(a):aab, @ﬁ(b)zca SOB(C):Q-

Cette substitution a un point fixe unique, Jim. gog(a) = ug, qu’on obtient par
itération de la substitution, soit

a — aab — aabaabc — aabaabcaabaabca

— aabaabcaabaabcaaabaabcaabaabcaaab — - - -
Notez que chaqueétation a comme pffixe le mot pecedent. D’apes le tleoeme 3.1,

la complexi€é du motug estC(n) = 2n+1, ce qui correspond au fait que les ensembles
L,, des mots de longueur sont

L1 ={a,b,c}, C(1) =3,
Ly ={aa,ab,ba,be,ca}, C(2) =5,
L3 = {aaa, aab, aba, abc, baa, bea, caa} C(3) =7,
L4 = {aaab, aaba, aabe, abaa, abca, baab, beaa, caaa, caab} , C(4) =9,

4. Arithm étique sur les 3-développements.Si 5 € Z, 'ensemble des3-entiers
coincide avec les entiers rationnelsZz = Z. Par congquent,Zgz est ferné sous
I'addition et la multiplication. Si par contrg ¢ Z, la somme et le produit de deux
(-entiers ne sont pagoessairement dgésentiers.

Exemple 4.1.Soit § > 2 un nombre arbitrairej ¢ Z. L'addition = + y de deux
g-entiersx = [[], y = 1 n'est pas urs-entier. Comme3 > 1, on a[f] +1 < 20.
Pour 3 > 2, on aévidemment aussis] + 1 < (2. Si alors[] + 1 € Zg, on a
nécessairemenl] + 1 = ag + (8 pourag € Z quelconque, ce qui contredit¢ Z. Par
consquent/[3] + 1 ¢ Zg. Notons que la i@me chose est valable patire (1, 2), mais
la demonstration est plus complige. Pour le cadz(1) = 201, on &) = 2. Dans la
table suivante, on&ermine le3-déeveloppement dg5] + 1 = 3. Pour mieux visualiser,
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onécrit le signe de soustraction au-dessus du chiffre. La ligne verticale marque le point
fractionnaire. On utilise plusieurs foigalie —3° + 262 + 1 = 0.

2
+ 1
2
+ 1
+ 12 0 1
212 0 1
+ 1 2|0 1
02 1 1
+ 12 01
1 0j1 1 1 1

Le 3-développement de 3 est alaf® 3 = 10e 1111.

Il est interessant de noter que la somme et le produit de deemtiers peut rame
avoir ung-développement infini. En d’autres motséme I'ensemble Fift) n’est pas
fermé sous I'addition et la multiplication eregéral.

Remarquons que I'ensemble Fif), par cefinition, contient de€léments positifs
et regatifs. Neanmoins, si on veut trouver les conditions supour que Firi3) soit
un anneau, il est suffisant de coregier seulement I'addition dé&déments positifs. La
justification est donee par la proposition suivante.

Proposition 4.2. Soit > 1 etdg(1) le developpement deéRyi del.
(i) Sids(1) estinfini, alorsFin(/) n’est pas un anneau;
(i) Sidg(1) estfini, alorsFin(3) est un anneau si est seulemertftisi(5) est ferné
sous I'addition deglements positifs.

Pour cemontrer (i), il suffitde voir que sig(1) estinfini, alors3—1 ¢ Fin(3). Dansle
cas @ dg(1) estfinidans (i), on&ecrit la soustractiom —y dex, y € Fin(3)N (0, +oo)
comme l'additionc™*g dez, § € Fin(3)N (0, +o0). Pour les @tails de la @monstration,
voir [3].

Les conditions sur la base de naration pour que Fifp) ait la structure d’'un anneau
ont éte étudiees par exemple dans les travaux [1], [3] et [10]. Frougny et Solomyak
dans [10] donnent une conditio@ecessaire; en particulier, ils montrent que si(Bin
est un anneau, alofsest un nombre de Pisot. Par contrej @st un nombre de Pisot,
on trouve des conditions suffisantes dans [1] et [3].

Il est simple de voir que $# est un nombre de Pisot, les images demntiers sous
les isomorphismes des corfi3) etQ(5() sont boriees. On énote

HY = sup{|z¥| : z € Zg} < +o0
pouri = 2,...,d, oud estle dege deg. Il n’est pas difficile de calculer

B
1189
Avec cette notation, il est possible derdontrer le teoeme suivant.

HY <
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Théeoreme 4.3. Soit3 un nombre de Pisot de ddg. Alors
Zg+Zg C ZLg+Fg,
Zs x Zg C Lg+Fg,
ou les ensembles finfs;, et Fix, sont don@s par
Pé:{x:%+mﬁ+u+w4w4’%627O§x<1JﬂW<ZH@}
Fg = {x:ao+a1ﬂ+---+ad,1ﬂd_1 ‘ a; €Z,0<x <1,
‘ﬂm<quHm+g}_

Les 3-développements dédéments dé, et Fiy jouent le Ble des parties fraction-
naires de I'addition ou de la multiplication de detentiers. Si tous leélements de
F ont unj-développement fini, alors 'ensemble Eit) est ferngé sous I'addition. La
condition suffisante pour que Kijf) soit un anneau &crit alors de la magre suivante :

Corollaire 4.4. Soit3 un nombre de Pisot de dewi. Si F, C Fin(53), alors Fin(5)
est un anneau.

On peut aussi utiliser le @oeme 4.3 pour @river plus d’informations sur I'arithgy
tiqgue dess-développements. En particulier, on pe@t@miner une borne sapeure
aux quantiésLg, Lg qui donnent les nombres maximaux de chiffres fractionnaires qui
résultent de la somme et le produit de deligntiers. Plus @cisemment, on dfinit

Lg = Lg(B) = min{kENo|x,y€detx+y€ Fin(ﬁ):>x+yeﬁ_kZ5} ,
Lg = Lg(B) = min{k: € Np | x,y € Zg etzy € Fin(8) = zy € B_kZﬁ} .

Il est connu [7] que pour un nombre de Pigoles quantiés Lg, L sont finies.
Exemple 4.5. Soit 3 le nombre de Pisot cubique tel quig(1) = 201. Les racineg®,

5 conjugees des sont complexes3® = 5®). Par congquent,H? = HO, La
valeur exacte dé/(? n’est pas faciléx calculer. En utilisant une estimation, on obtient
un sur-ensemble dE&-,. Les3-développements de tous sgéments sont finis, et
F;; C{0,0e1, 002 0001 0002 Oe11 Oe12 0e001 Oe 011
0e101 0e102 Oe111 Oe112 0e 0001 Oe 0011 Oe 0101
Oe0111 O0e 1001 0Oe 1011 Oe 1101 Oe 1111 Oe 00101
0e 00111 001111 Oe 100101 Oe 200101 O 120010%
donc d’apes le corollaire 4.4, Fi8) est un anneau. Il est clair qu&, C 5~ "Zg. Par

congquent, on alaborne sepeureLs < 7. Rappellons-nous quetedéveloppement
de 3 est3)3 = 10e 1111, ce qui donne

4< Ly <T.

Dans [3] nous avons doerd’autres rethodes de &ermination dd g, et L. Ony
dérive aussi d’autres conditions suffisantes pour quéd}isoit un anneau.
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5. Conclusion. Beaucoup de questions concernant la structure et les ptepiie
I'ensembleZg dess-entiers restent ouvertes. Par exemple, la com@adés mots:s
correspondant aug-entiers &te determiree seulement poul; (1) fini, et cela encore
sous des conditions additionnelles. On a menogue si la basg est un nombre de
Pisot quadratique unitaire, le mog est un mot de Sturm, c’esi-dire la complex
deug estC(n) = n + 1 pour toutn € N. Beaucoup de prog@ies combinatoires sont
connues pour des mots sturmiens, comme par exemple la structure depadisdes
mots de retour, les balances, etc. leamgyalisation pour d’autres mots infinis n’a pas
encoreete étudee.

Exceptes les conditionsétessaires et suffisantes pour la structure d’anneau de
Fin(5), les travaux [3], [10] donnent aussi des algorithmes pour desatipns arithra-
tiques sur leg-developpements finis. Le logiciel qui utilise ces algorithmes est disponi-
ble; voir [2]. Au cas @ 3 est un nombre de Pisot, il&é proue en [4] et [12] que
toutélementz € Q() a unp-développement fini ou ultimemenégpodique. Il serait
intéressant de trouver des algorithmes pouridéveloppementsgriodiques.

Pour un nombre de Pisgt les valeurd o, (3), Lg () sontfinies. Les @me quantés
peuvengétre cefinies pour un nombre > 1 arbitraire. N\anmoins, le comportement des
(3-développements par rapport auxeogtions arithratiques n’est pas clair eregeral.
Est-ce qu'il existe une bagetelle queLg () = +oo, 0ULg () = +00?
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English extended abstract. In this paper we consider numeration systems related to
an irrational base > 1. In particular, we expose some interesting combinatorial and
arithmetical properties of integers in such a system and illustrate them with examples.
In conclusion, we list some related open problems.

Every non-negative has a unique expression in the form offt&®xpansion, i.e. the
convergent power series

k
T = Z z;3", denoted by(z)s = xpap—1---z0@T_1" -

i=—00

where the coefficients; are integers & z; < 8 such thaEf}oo z; 3 < 1 for all
—oo < £ < k. We study in particular the sét; of 3-integers, i.e., numbers for which
x| = 32, #;4%, andin extensdhe set Fir3) := | J°°, 3 "Zg.

If 5 is a rational integer, theflg = Z. For 8 ¢ Z, the setZgz has certain
peculiar properties. For example, not every finite sequence - xo of coefficients
x; € {0,1,...,[0]} is ap-expansion of some > 0. The admissibility of sequences of
coefficients is given by the Parry condition using thenig development of 1, defined
by

dﬁ(l) = t1totz -+,
wheret; = |3] and) 2 , ¢, " is the 5-expansion of 1- t15~1. A numbers, for
which dg(1) is eventually periodic (finite), is called a (simple) beta-number.

The elements oZg determine a tiling of the real line. The distances between con-
secutive elements take valugs:®, t;+, 5" for n € No. If 3 is a beta-number, they
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are finitely many. In such a case the order of distances on the positive half-line can be
coded by an infinite wordig = uoujuz - - - in a finite alphabetd whose cardinality
is determined by the lengths of pre-period and periodgfl). The infinite wordug
has interesting combinatorial properties. For example, it is invariant under a primitive
substitution. Using this fact, one can show that the compleXty) (the number of
different factors of given length) is sublinear. For a large class of simple beta-numbers
B, we determine the first differene®C(n) € {m,m — 1}, wherem is the number of
letters in the alphabed.

The setZg is interesting also from the arithmetical point of view,Afc Z, then
Zg = Zis a ring. For other base$, not onlyZs is not closed under addition and
multiplication, but the result of summing and multiplyiggintegers may even have an
infinite 5-expansion. We study the conditions under which the sét#iis a ring. This
question is in general very complicated. The necessary condition is that thg bése
the numeration system is a Pisot number, i.e., an algebraic integer with all conjugates
inside the unit disc. Some sufficient conditions are given in terms of the coefficients of
the Renyi development of 1. if is a Pisot number, it is shown that

Zﬁ*‘ZﬁCZﬁ*‘F@, ZﬂXZﬁCZﬁ‘FF@,

for finite setsFy, Fiy C [0, 1). If the S-expansions of their elements are finite, then
Fin(3) is a ring, since they play the role of possiblg-fractional parts” of sums
and products of3-integers. Even in case that i) is not closed under addition
and multiplication, interesting information about the arithmetics in@dhmumeration
systems is given by the quantities

Lg = Lg(B) :=min{n € Ng |Vz,y € Zg, x+y € Fin(3) =z +y € B "Zg},
Ly = Lg(B) :=min{n € Ng | Vz,y € Zg, xy € Fin(B) = zy € 5~ "Zs} .

They are the bounds on the length of the fractional parts arising in the addition and the
multiplication of 5-integers.

The notions presented in this paper have been in focus of numerous mathematicians
inrecent years; nevertheless, there remain many open questions concerning the structure
of B-integers and other properties of the related non-standard numeration systems.
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