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PROPRIÉTÉS ARITHM ÉTIQUES ET COMBINATOIRES DES β-ENTIERS

ZUZANA MASÁKOVÁ

RÉSUMÉ. On consid̀ere la repŕesentation des nombres réels positifs en baseβ, ap-
peĺee β-développements, òu β est un entier alǵebrique. Les propriét́es de telles
repŕesentations d́ependent de «d́eveloppement de Ŕenyi dβ(1) de 1». Pour les
β dont dβ(1) est ultimement ṕeriodique (par exemple, les nombres de Pisot),
on étudie l’ensemble Fin(β) desβ-développements finis, et l’ensembleZβ des
β-développements entiers. L’ensembleZβ définit naturellement un mot infini,
dont on d́ecrit certaines propriét́es combinatoires. Ońetudie aussi les opérations
arithmétiques sur Fin(β), notamment les conditions sous lesquelles Fin(β) est un
anneau.

ABSTRACT. In this paper we consider numeration systems related to an irrational
baseβ > 1. In particular, we expose the interesting combinatorial and arithmetical
properties of integers in such a system and illustrate them with examples. We also
list some related open problems. Every non-negativex has a unique expression in
the form of itsβ-expansion. We study in particular the setZβ of β-integers. Ifβ is a
rational integer, thenZβ = Z. Forβ /∈ Z, the setZβ has certain peculiar properties.
For example, not every finite sequencexk · · ·x0 of coefficientsxi ∈ {0, 1, . . . , [β]}
is a β-expansion of somex > 0. The admissibility of sequences of coefficients
is given by the Parry condition using the Rényi development of 1. The setZβ is
interesting also from the arithmetical point of view. Ifβ ∈ Z, thenZβ = Z is a
ring. For other basesβ, not onlyZβ is not closed under addition and multiplication,
but the result of summing and multiplyingβ-integers may even have an infinite
β-expansion. We study the conditions under which the set Fin(β) is a ring.

1. Introduction. On consid̀ere des représentations de nombres réels non-traditionnelles
dans les systèmes de nuḿeration avec une baseβ, un nombre ŕeel suṕerieurà 1. Une śerie
convergente

∑k
i=−∞ xiβ

i d’entiers positifs ou nuls est appelée uneβ-représentation
dex si

x =
k∑

i=−∞
xiβ

i .

Si de plus pour tout−∞ < ` < k la somme satisfait

∑̀

i=−∞
xiβ

i < β`+1 ,
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la śerie est dite leβ-développementdex. Le β-développement est une géńeralisation
de d́eveloppement d́ecadique ou binaire. On utilise la notation naturelle

〈x〉β = xkxk−1 · · ·x0 • x−1x−2 · · · .

Les coefficients duβ-développement dex sont calcuĺes par l’algorithme glouton.
Ceci implique quexi ∈ {0, 1, 2, . . . , [β]} pour β /∈ Z. Notons que si la baseβ
du syst̀eme de nuḿeration est un entier,β ∈ Z, β > 1, les coefficientsxi du β-
développement appartiennentà{0, 1, 2, . . . , β−1}. De plus, toute suite de ces chiffres
qui ne se termine pas par(β − 1)ω correspond auβ-développement d’unx > 0. Si
β /∈ Z, la question sur les suites de chiffres interdits dans lesβ-développements est
plus compliqúee; elle sera traitée dans la section 2.

On peut introduire l’ordre lexicographique sur lesβ-repŕesentations de la manière
suivante. Laβ-repŕesentationxnβn + xn−1β

n−1 + · · · est lexicographiquement supé-
rieureà xkβ

k + xk−1β
k−1 + · · · si k ≤ n et les mots infinis correspondants satisfont

xnxn−1 · · · Â 00· · ·0︸ ︷︷ ︸
(n−k) fois

xkxk−1 · · · ,

où le symbole≺ dénote l’ordre lexicographique des mots dans un alphabet ordonné.
La construction par l’algorithme glouton implique que leβ-développement est lexi-
cographiquement le plus grand parmi lesβ-repŕesentations dex.

L’ensemble de tous les nombresx deβ-développements finis, c’est-à-dire les〈|x|〉β
se terminant en une infinité de źeros, est noté

Fin(β) := {x ∈ R | 〈|x|〉β = xkxk−1 · · ·x0 • x−1 · · ·x`} .

Les nombres ŕeelsx, dont leβ-développement de|x| est de la forme
∑k

i=0 xiβ
i, sont

appeĺesβ-entiers. L’ensemble desβ-entiers est noté

Zβ := {x ∈ R | 〈|x|〉β = xkxk−1 · · ·x0•} .

Si β ∈ Z, l’ensemble desβ-entiers cöıncide avec les entiers rationnels :Zβ = Z.
Par conśequent,Zβ est ferḿe sous l’addition et la multiplication. Dessinés sur la ligne
droite, lesβ-entiers pourβ ∈ Z forment une suite de pointséquidistants. Les propriét́es
mentionńees ne sont plus valables siβ /∈ Z.

L’ordre lexicographique desβ-développements correspondà l’ordre naturel des réels.
On peut alorśecrireZβ comme une suite(en)n∈Z croissante. Cependant, seulement
pour certaines basesβ il y a un nombre fini de distancesen+1 − en entre leśeléments
voisins deZβ; voir la section 2. Si c’est le cas, on peut noter les distances par symboles
et associer naturellement auxβ-entiers un mot infini. Les propriét́es combinatoires de
ces mots sont́etudíees dans la section 3. L’ensembleZβ n’est pas ferḿe sous l’addition
et la multiplication. En ǵeńeral, la somme ou le produit de deuxβ-entiers peut m̂eme
avoir unβ-développement infini. Dans la section 4, onétudie le comportement des
β-développements par rapport aux opérations arithḿetiques.
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2. La condition de Parry. Siβ ∈ Z, toutes les suites finies des chiffres{0, 1, . . . , β−1}
correspondent auβ-développement d’unx > 0. Parmi les suites infinies, seule-
ment celles qui se terminent en(β − 1)ω sont interdites. Quand la baseβ n’est
pas entìere, la situation est plus compliquée. Pour d́ecider quelle suite de chiffres
dans{0, 1, 2, . . . , [β]} correspond̀a un β-développement, on utilise la condition de
Parry [11]. Dans ce but, on définit le d́eveloppement de Ŕenyi dβ(1) de 1. Soit
Tβ(x) := βx− [βx]. Alors

dβ(1) = t1t2t3 · · · , où ti =
[
βT i−1

β (1)
]

pouri ≥ 1 .

Si parmi lesti dedβ(1) il y a infinité de coefficients non-nuls, on posed∗β(1) = dβ(1).
Si au contrairem est le plus grand indice d’un coefficient non-nul dedβ(1), c’est-̀a-dire

1 =
t1

β
+

t2

β2 + · · · + tm
βm

, tm 6= 0 ,

alors on posed∗β(1) =
(
t1t2 · · · tm−1(tm − 1)

)(
t1t2 · · · tm−1(tm − 1)

) · · · La suite
d∗β(1) est ultimement ṕeriodique avec une période de longueurm.

Théorème 2.1. (PARRY) Soit
∑k

i=−∞ xiβ
i uneβ-représentation d’un nombrex > 0.

Alors la śerie
∑k

i=−∞ xiβ
i est leβ-développement dex si et seulement si pour tout

j ≤ k la suitexjxj−1xj−2 · · · est lexicographiquement strictement inférieureà la suite
d∗β(1), c’est-̀a-dire, formellement,

xjxj−1xj−2 · · · ≺ d∗β(1) .

Notez qu’un mot finickck−1 · · · c0 de chiffres entiers ou nuls satisfait la condition
du Th́eor̀eme 2.1 si

cjcj−1 · · · c0 ≺ dβ(1) pour toutj = 0, 1, . . . , k.

Les mots satisfaisant la condition ci-dessus sont appelésadmissibles. Un mot fini de
chiffres entiers ou nuls est appelé interdit s’il n’est pas admissible. Commet1 = [β],
seulement les mots aux chiffres 0, 1, . . . , [β] sont admissibles.

Parmi les bases de numération, celles qui ont un développement de Ŕenyi de 1
ultimement ṕeriodique sont remarquables. De tels nombresβ sont appeĺesbêta-nombres
ou nombres de Parry[11]. Il est facile de voir que chaque bêta-nombreβ est racine
d’uneéquation

(2.1) xn − an−1x
n−1 − · · · − a1x− a0 = 0 , an−1, . . . , a1, a0 ∈ Z .

Par conśequent,β est un entier alǵebrique. On note ses conjugués parβ(2), . . . , β(d),
où d est le degŕe deβ. Si on ne consid̀ere qu’un conjugúe deβ, on le d́enote parβ′. Les
isomorphismes correspondants entre les corpsQ(β) etQ(β(i)) (ouQ(β′)) associent
x 7→ x(i), x′ respectivement.

Il est connu que tous les bêta-nombres sont des nombres de Perron, c’est-à-dire
des entiers alǵebriques> 1, dont tous les conjugués sont inf́erieursà β en module.
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Par contre, parmi les bêta-nombres on trouve tous les nombres de Pisot, c’est-à-dire
les entiers alǵebriques> 1 dont tous les conjugués sont en module inférieursà 1;
voir [4,12]. La description complète des b̂eta-nombres n’est pas triviale. Pour d’autres
résultats on renvoie aux travaux [5,6,13].

Les b̂eta-nombres ont des propriét́es int́eressantes comme les bases de numération.
Par exemple, l’ensemble des distances entre leséléments voisins deZβ est fini et peut
être d́etermińe en connaissant les développements de Rényi dβ(1) de 1 de la manière
suivante [14].

Proposition 2.2. Soit β > 1, et soit{en | n ∈ Z} la suite croissante desβ-entiers.
Alors

en+1− en ∈ {∆j | j = 0, 1, 2, . . . } , où ∆j =
∞∑

i=1

ti+j

βi
pour j = 0, 1, 2, . . .

Il estévident que pourdβ(1) ultimement ṕeriodique, les distancesen+1−en prennent
un nombre fini de valeurs, soit{∆0, . . . , ∆k−1}, dont la plus grande est

∆0 =
∞∑

i=1

ti
βi

= 1 .

Il est apparent qu’à l’ensemble desβ-entiers on peut associer une suite de distances
dans l’ordre correspondantà l’ordre desβ-entiers sur la droite réelle. CommeZβ est
symétrique par rapport̀a l’origine, on ne consid̀ere que la partie non négativeZ+

β, et on
définit le mot infini dans l’alphabet dek symboles{a0, . . . , ak−1} par

(2.2) uβ = u0u1u2 · · · , où un = ai si en+1− en = ∆i .

Exemple 2.3. Prenons l’exemple d’un système de nuḿeration òu la baseβ est un
bêta-nombre ayant le développement de 1 fini,dβ(1) = 201. Évidemment,β est un
nombre de Pisot cubique complexe, racine dex3 = 2x2 + 1. Comme[β] = 2, les
β-développements ont des chiffres∈ {0, 1, 2}. De plus, la condition de Parry implique
que lesβ-développements ne contiennent pas les mots

22, 21, 202, 201.

On peut alorśecrire l’ensembleZ+
β dans l’ordre lexicographique

Z+
β = {0, 1, 2, 10, 11, 12, 20, 100, 101, 102, 110, 111, 112, 120,

200, 1000, 1001, 1002, 1010, 1011, 1012, 1020, 1100, 1101,

1102, 1110, 1111, 1112, 1120, 1200, 2000, 2001, 2002, 10000, . . . }

Dessińe sur la demi-droite réelle,Zβ a la forme

0 1 β β2 β3
• • •• • •• • • •• • •• • • • •• • •• • • •• •
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Les distances entre leséléments voisins deZβ prennent trois valeurs différentes, no-
tamment

∆0 =
t1

β
+

t2

β2 +
t3

β3 = 1 , • •

∆1 =
t2

β
+

t3

β2 =
1
β2 , ••

∆2 =
t3

β
=

1
β

. • •

On consid̀ere alors un alphabet de trois symboles{a0, a1, a2} = {a, b, c} pour sim-
plicité. Le motuβ est alors donńe par

uβ = a a b a a b c a a b a a b c a a a b a a b c a a b a a b c a a a b · · · .

3. Propriétés combinatoires des motsuβ. Pour ce qui suit, il est utile d’introduire
quelques notions de la combinatoire des mots. SoitA un alphabet fini de lettres (ou de
chiffres). Un mot fini est une concatenationw = w1 · · ·wk de lettres deA. L’ensemble
A∗ des mots finis avec le mot videε et muni de l’oṕeration de concaténation est un
monöıde libre. Un mot infiniu = u0u1u2 · · · est une suite infinie de lettres deA.
L’ensemble des mots infinis est notéAN. On dit qu’un motw est unfacteurdev ∈ A∗
(resp.AN), s’il existe des motsw(1) ∈ A∗, w(2) ∈ A∗ (resp.w(2) ∈ AN) tels que
v = w(1)ww(2). Le motw est unpréfixedev si w(1) = ε. Le motw est unsuffixedev
si w(2) = ε. Un mot infini v estultimement ṕeriodiques’il est de la formev = wzω,
où w etz appartiennent̀aA∗ etzω = zzz · · · .

Unmorphismesur le monöıde libreA∗ est une applicationϕ : A∗ → A∗ qui satisfait
ϕ(wz) = ϕ(w)ϕ(z) pour toutw, z dansA∗. Le morphismeϕ est uniquement d́etermińe
parϕ(a) poura ∈ A. Le morphismeϕ est appeĺe substitutionsi ϕ(a) 6= ε pour tout
a ∈ A et s’il existe une lettrea ∈ A telle que|ϕ(a)| > 1. Un mot infiniv est dit un
point fixede la substitutionϕ, ou invariant par la substitutionϕ, si

(3.1) ϕ(v0)ϕ(v1)ϕ(v2) · · · = v0v1v2 · · · .

Ceci implique queϕ(v0) = v0ṽ et ϕn(v) = v pour toutn ∈ N. La longueur du mot
ϕn(v0) monte vers l’infini avecn et pour chaquen ∈ N, le motϕn(v0) est un pŕefixe
du point fixev. Formellement, on a

v = lim
n→∞ϕn(v0) .

Chaque système de nuḿeration òu la baseβ est un b̂eta-nombre correspond̀a une
substitutionϕβ canonique [8]. Cette substitution engendre le motuβ défini par (2.2),
c’est-̀a-direuβ est le point fixe deϕβ.

Soit dβ(1) = t1t2 · · · tm fini. Les distances entre leśeléments voisins de l’en-
sembleZβ prennent alorsm valeurs. Le motuβ correspondant,́etant dans l’alpha-
betA = {a0, . . . , am−1}, est le point fixeuβ = limn→∞ ϕn(a0) de la substitution
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ϕ = ϕβ : A∗ → A∗ suivante :

(3.2)





ϕ(a0) = at1
0 a1

ϕ(a1) = at2
0 a2

...
...

ϕ(am−2) = a
tm−1
0 am−1

ϕ(am−1) = atm
0 .

Soit maintenantdβ(1) infini ultimement ṕeriodique

dβ(1) = t1t2 . . . tm(tm−1 · · · tm+p)ω ,

avecm, p minimaux. Les distances∆j entre lesβ-entiers voisins prennentm+p valeurs
diff érentes. Pour le motuβ il faut alors consid́erer l’alphabetA = {a0, a1, . . . , am+p−1}.
La substitutionϕ = ϕβ : A∗ → A∗ est donńee par

(3.3)





ϕ(a0) = at1
0 a1

ϕ(a1) = at2
0 a2

...
...

ϕ(am+p−2) = a
tm+p−1
0 am+p−1

ϕ(am+p−1) = a
tm+p

0 am.

Dans les deux cas, on auβ = limn→∞ ϕn(a0).
La complexit́ed’un mot infiniv est une fonctionC : N→ N définie par

C(n) := #{vivi+1 · · · vi+n−1 | i ∈ Z , i ≥ 0} .

Il n’est pas difficile de d́emontrer qu’un mot infiniu est ultimement ṕeriodique si et
seulement s’il existe unn ∈ N tel que sa complexité satisfaitC(n) ≤ n. C’est pourquoi
un mot aṕeriodique le moins complexe possible doit avoir la complexitéC(n) = n + 1
pour toutn ∈ N. CommeC(1) = 2, ces mots sont sur un alphabet binaire; ils sont
appeĺessturmiensoumots de Sturm.

On trouve les mots sturmiens aussi parmi les motsuβ correspondant auxβ-entiers,
notamment pourβ des nombres de Pisot quadratiques unitaires, c’est-à-dire racines de

{
x2 = tx + 1, t ∈ N ,

x2 = tx− 1, t ∈ N , t ≥ 3 ,

dont le d́eveloppement de Ŕenyi de 1 estdβ(1) = t 1 et dβ(1) = (t − 1) (t − 2)ω

respectivement.̀A part les mots sturmiens correspondant aux systèmes de nuḿerations,
il y a un nombre ind́enombrable de mots de Sturm non-équivalents qui ne sont invariants
par aucune substitution.

Dans [9] nous avonśetudíe des motsuβ pour le cas ǵeńeral òu β est un b̂eta-nombre
ayantdβ(1) fini. En particulier, on a d́emontŕe le ŕesultat suivant.
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Théorème 3.1.Soit dβ(1) = t1t2 · · · tm tel que t1 = t2 = · · · = tm−1 ou t1 >
max{t2, t3, . . . , tm−1}. Alors la complexit́e du mot infiniuβ satisfait

(m− 1)n + 1 ≤ C(n) ≤ mn− 1 .

Si de plustm = 1, alors

C(n) = (m− 1)n + 1 , pour toutn ∈ N.

La formule explicite pourC(n) sous les conditions mentionnées dans le théorème
est compliqúee et ńecessite d’autres définitions; elle est̀a trouver dans [9].

Exemple 3.2. Revenons̀a l’exemple du nombre de Pisotβ avecdβ = 201 (exemple
2.3). Comme le d́eveloppement de 1 est fini, la substitution canonique sur l’alphabet
{a, b, c} est donńee par

ϕβ(a) = aab , ϕβ(b) = c , ϕβ(c) = a .

Cette substitution a un point fixe unique, limn→∞ ϕn
β(a) = uβ, qu’on obtient par

itération de la substitution, soit

a 7→ aab 7→ aabaabc 7→ aabaabcaabaabca

7→ aabaabcaabaabcaaabaabcaabaabcaaab 7→ · · ·

Notez que chaque itération a comme préfixe le mot pŕećedent. D’apr̀es le th́eor̀eme 3.1,
la complexit́e du motuβ estC(n) = 2n+ 1, ce qui correspond au fait que les ensembles
Ln des mots de longueurn sont

L1 = {a, b, c} , C(1) = 3 ,

L2 = {aa, ab, ba, bc, ca} , C(2) = 5 ,

L3 = {aaa, aab, aba, abc, baa, bca, caa} , C(3) = 7 ,

L4 = {aaab, aaba, aabc, abaa, abca, baab, bcaa, caaa, caab} , C(4) = 9 ,

...
...

...
...

4. Arithm étique sur les β-développements.Si β ∈ Z, l’ensemble desβ-entiers
cöıncide avec les entiers rationnels :Zβ = Z. Par conśequent,Zβ est ferḿe sous
l’addition et la multiplication. Si par contreβ /∈ Z, la somme et le produit de deux
β-entiers ne sont pas nécessairement desβ-entiers.

Exemple 4.1. Soit β > 2 un nombre arbitraire,β /∈ Z. L’addition x + y de deux
β-entiersx = [β], y = 1 n’est pas unβ-entier. Commeβ > 1, on a[β] + 1 < 2β.
Pour β > 2, on aévidemment aussi[β] + 1 < β2. Si alors [β] + 1 ∈ Zβ, on a
nécessairement[β] + 1 = a0 + β poura0 ∈ Z quelconque, ce qui contreditβ /∈ Z. Par
conśequent,[β] + 1 /∈ Zβ. Notons que la m̂eme chose est valable pourβ ∈ (1, 2), mais
la démonstration est plus compliquée. Pour le casdβ(1) = 201, on a[β] = 2. Dans la
table suivante, on d́etermine leβ-développement de[β] + 1 = 3. Pour mieux visualiser,
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onécrit le signe de soustraction au-dessus du chiffre. La ligne verticale marque le point
fractionnaire. On utilise plusieurs fois l’égalit́e−β3 + 2β2 + 1 = 0.

2
+ 1

2
+ 1

+ 1 2 0 1
2 2 0 1

+ 1 2 0 1

1 0 2 1 1
+ 1 2 0 1

1 0 1 1 1 1

Le β-développement de 3 est alors〈3〉β = 10• 1111.

Il est int́eressant de noter que la somme et le produit de deuxβ-entiers peut m̂eme
avoir unβ-développement infini. En d’autres mots, même l’ensemble Fin(β) n’est pas
fermé sous l’addition et la multiplication en géńeral.

Remarquons que l’ensemble Fin(β), par d́efinition, contient deśeléments positifs
et ńegatifs. Ńeanmoins, si on veut trouver les conditions surβ pour que Fin(β) soit
un anneau, il est suffisant de considérer seulement l’addition deséléments positifs. La
justification est donńee par la proposition suivante.

Proposition 4.2. Soitβ > 1 etdβ(1) le développement de Rényi de1.

(i) Sidβ(1) est infini, alorsFin(β) n’est pas un anneau;
(ii) Sidβ(1) est fini, alorsFin(β) est un anneau si est seulement siFin(β) est ferḿe

sous l’addition deśeléments positifs.

Pour d́emontrer (i), il suffit de voir que sidβ(1) est infini, alorsβ−1 /∈ Fin(β). Dans le
cas òudβ(1) est fini dans (ii), on ŕeécrit la soustractionx−y dex, y ∈ Fin(β)∩(0, +∞)
comme l’addition ˜x+ỹ dex̃, ỹ ∈ Fin(β)∩(0, +∞). Pour les d́etails de la d́emonstration,
voir [3].

Les conditions sur la base de numération pour que Fin(β) ait la structure d’un anneau
ont ét́e étudíees par exemple dans les travaux [1], [3] et [10]. Frougny et Solomyak
dans [10] donnent une condition nécessaire; en particulier, ils montrent que si Fin(β)
est un anneau, alorsβ est un nombre de Pisot. Par contre, siβ est un nombre de Pisot,
on trouve des conditions suffisantes dans [1] et [3].

Il est simple de voir que siβ est un nombre de Pisot, les images desβ-entiers sous
les isomorphismes des corpsQ(β) etQ(β(i)) sont borńees. On d́enote

H(i) := sup{|x(i)| : x ∈ Zβ} < +∞
pouri = 2, . . . , d, où d est le degŕe deβ. Il n’est pas difficile de calculer

H(i) <
[β]

1− |β(i)| ·

Avec cette notation, il est possible de démontrer le th́eor̀eme suivant.
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Théorème 4.3.Soitβ un nombre de Pisot de degréd. Alors

Zβ + Zβ ⊂ Zβ + F⊕ ,

Zβ × Zβ ⊂ Zβ + F⊗ ,

où les ensembles finisF⊕ etF⊗ sont donńes par

F⊕ =
{

x = a0 + a1β + · · · + ad−1β
d−1

∣∣ aj ∈ Z , 0≤ x < 1 , |x(i)| < 2H(i)
}

,

F⊗ =
{

x = a0 + a1β + · · · + ad−1β
d−1

∣∣ aj ∈ Z , 0≤ x < 1 ,

|x(i)| < H(i)
(
H(i) + 1

)}
.

Lesβ-développements deséléments deF⊕ etF⊗ jouent le r̂ole des parties fraction-
naires de l’addition ou de la multiplication de deuxβ-entiers. Si tous leśeléments de
F⊕ ont unβ-développement fini, alors l’ensemble Fin(β) est ferḿe sous l’addition. La
condition suffisante pour que Fin(β) soit un anneau s’écrit alors de la manière suivante :

Corollaire 4.4. Soitβ un nombre de Pisot de degré d. SiF⊕ ⊂ Fin(β), alors Fin(β)
est un anneau.

On peut aussi utiliser le théor̀eme 4.3 pour d́eriver plus d’informations sur l’arithḿe-
tique desβ-développements. En particulier, on peut déterminer une borne supérieure
aux quantit́esL⊕, L⊗ qui donnent les nombres maximaux de chiffres fractionnaires qui
résultent de la somme et le produit de deuxβ-entiers. Plus pŕeciśemment, on d́efinit

L⊕ = L⊕(β) := min
{

k ∈ N0
∣∣ x, y ∈ Zβ etx + y ∈ Fin(β) =⇒ x + y ∈ β−kZβ

}
,

L⊗ = L⊗(β) := min
{

k ∈ N0
∣∣ x, y ∈ Zβ etxy ∈ Fin(β) =⇒ xy ∈ β−kZβ

}
.

Il est connu [7] que pour un nombre de Pisotβ, les quantit́esL⊕, L⊗ sont finies.

Exemple 4.5. Soitβ le nombre de Pisot cubique tel quedβ(1) = 201. Les racinesβ(2),

β(3) conjugúees deβ sont complexes;β(2) = β(3). Par conśequent,H(2) = H(3). La
valeur exacte deH(2) n’est pas facilèa calculer. En utilisant une estimation, on obtient
un sur-ensemble deF⊕. Lesβ-développements de tous seséléments sont finis, et

F⊕ ⊂ {0, 0 • 1, 0 • 2, 0 • 01, 0 • 02, 0 • 11, 0 • 12, 0 • 001, 0 • 011,

0 • 101, 0 • 102, 0 • 111, 0 • 112, 0 • 0001, 0 • 0011, 0 • 0101,

0 • 0111, 0 • 1001, 0 • 1011, 0 • 1101, 0 • 1111, 0 • 00101,

0 • 00111, 0 • 01111, 0 • 100101, 0 • 200101, 0 • 1200101}
donc d’apr̀es le corollaire 4.4, Fin(β) est un anneau. Il est clair queF⊕ ⊂ β−7Zβ. Par
conśequent, on a la borne supérieureL⊕ ≤ 7. Rappellons-nous que leβ-développement
de 3 est〈3〉β = 10• 1111, ce qui donne

4≤ L⊕ ≤ 7 .

Dans [3] nous avons donné d’autres ḿethodes de d́etermination deL⊕ etL⊗. On y
dérive aussi d’autres conditions suffisantes pour que Fin(β) soit un anneau.
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5. Conclusion. Beaucoup de questions concernant la structure et les propriét́es de
l’ensembleZβ desβ-entiers restent ouvertes. Par exemple, la complexité des motsuβ

correspondant auxβ-entiers áet́e d́etermińee seulement pourdβ(1) fini, et cela encore
sous des conditions additionnelles. On a mentionné que si la baseβ est un nombre de
Pisot quadratique unitaire, le motuβ est un mot de Sturm, c’est-à-dire la complexit́e
deuβ estC(n) = n + 1 pour toutn ∈ N. Beaucoup de propriét́es combinatoires sont
connues pour des mots sturmiens, comme par exemple la structure des palindrômes, les
mots de retour, les balances, etc. La géńeralisation pour d’autres mots infinis n’a pas
encoréet́e étudíee.

Except́ees les conditions nécessaires et suffisantes pour la structure d’anneau de
Fin(β), les travaux [3], [10] donnent aussi des algorithmes pour des opérations arithḿe-
tiques sur lesβ-développements finis. Le logiciel qui utilise ces algorithmes est disponi-
ble; voir [2]. Au cas òu β est un nombre de Pisot, il áet́e prouv́e en [4] et [12] que
tout élémentx ∈ Q(β) a unβ-développement fini ou ultimement périodique. Il serait
intéressant de trouver des algorithmes pour desβ-développements ṕeriodiques.

Pour un nombre de Pisotβ, les valeursL⊕(β),L⊗(β) sont finies. Les m̂eme quantit́es
peuvent̂etre d́efinies pour un nombreβ > 1 arbitraire. Ńeanmoins, le comportement des
β-développements par rapport aux opérations arithḿetiques n’est pas clair en géńeral.
Est-ce qu’il existe une baseβ telle queL⊕(β) = +∞, ouL⊗(β) = +∞?

Remerciements. Cette recherche áet́e support́ee par Czech Science Foundation GAČR
201/05/0169 et ŇCLF.

English extended abstract.In this paper we consider numeration systems related to
an irrational baseβ > 1. In particular, we expose some interesting combinatorial and
arithmetical properties of integers in such a system and illustrate them with examples.
In conclusion, we list some related open problems.

Every non-negativex has a unique expression in the form of itsβ-expansion, i.e. the
convergent power series

x =
k∑

i=−∞
xiβ

i , denoted by〈x〉β = xkxk−1 · · ·x0 • x−1 · · ·

where the coefficientsxi are integers 0≤ xi < β such that
∑`

i=−∞ xiβ
i < β`+1 for all

−∞ < ` < k. We study in particular the setZβ of β-integers, i.e., numbers for which
|x| = ∑k

i=0 xiβ
i, andin extensothe set Fin(β) :=

⋃∞
n=0 β−nZβ.

If β is a rational integer, thenZβ = Z. For β /∈ Z, the setZβ has certain
peculiar properties. For example, not every finite sequencexk · · ·x0 of coefficients
xi ∈ {0, 1, . . . , [β]} is aβ-expansion of somex > 0. The admissibility of sequences of
coefficients is given by the Parry condition using the Rényi development of 1, defined
by

dβ(1) = t1t2t3 · · · ,

wheret1 = bβc and
∑∞

n=2 tnβ−n is theβ-expansion of 1− t1β
−1. A numberβ, for

whichdβ(1) is eventually periodic (finite), is called a (simple) beta-number.
The elements ofZβ determine a tiling of the real line. The distances between con-

secutive elements take values
∑∞

i=1 ti+nβ−i for n ∈ N0. If β is a beta-number, they
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are finitely many. In such a case the order of distances on the positive half-line can be
coded by an infinite worduβ = u0u1u2 · · · in a finite alphabetA whose cardinality
is determined by the lengths of pre-period and period ofdβ(1). The infinite worduβ

has interesting combinatorial properties. For example, it is invariant under a primitive
substitution. Using this fact, one can show that the complexityC(n) (the number of
different factors of given lengthn) is sublinear. For a large class of simple beta-numbers
β, we determine the first difference∆C(n) ∈ {m,m − 1}, wherem is the number of
letters in the alphabetA.

The setZβ is interesting also from the arithmetical point of view. Ifβ ∈ Z, then
Zβ = Z is a ring. For other basesβ, not onlyZβ is not closed under addition and
multiplication, but the result of summing and multiplyingβ-integers may even have an
infinite β-expansion. We study the conditions under which the set Fin(β) is a ring. This
question is in general very complicated. The necessary condition is that the baseβ of
the numeration system is a Pisot number, i.e., an algebraic integer with all conjugates
inside the unit disc. Some sufficient conditions are given in terms of the coefficients of
the Renyi development of 1. Ifβ is a Pisot number, it is shown that

Zβ + Zβ ⊂ Zβ + F⊕ , Zβ × Zβ ⊂ Zβ + F⊗ ,

for finite setsF⊕, F⊗ ⊂ [0, 1). If the β-expansions of their elements are finite, then
Fin(β) is a ring, since they play the role of possible “β-fractional parts” of sums
and products ofβ-integers. Even in case that Fin(β) is not closed under addition
and multiplication, interesting information about the arithmetics in theβ-numeration
systems is given by the quantities

L⊕ = L⊕(β) := min{n ∈ N0 | ∀x, y ∈ Zβ, x + y ∈ Fin(β) ⇒ x + y ∈ β−nZβ} ,

L⊗ = L⊗(β) := min{n ∈ N0 | ∀x, y ∈ Zβ, xy ∈ Fin(β) ⇒ xy ∈ β−nZβ} .

They are the bounds on the length of the fractional parts arising in the addition and the
multiplication ofβ-integers.

The notions presented in this paper have been in focus of numerous mathematicians
in recent years; nevertheless, there remain many open questions concerning the structure
of β-integers and other properties of the related non-standard numeration systems.
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