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QUASI-MONOG ÉNÉIT É DE L’ANNEAU DES ENTIERS

OUAFAE LAHLOU ET MOHAMED ELHASSANI CHARKANI

RÉSUMÉ. Il est bien connu que la propriét́e de la monoǵeńeité d’un corps de nombres
de degŕe fini surQ est rarement satisfaite. On définit alors une notion dequasi-
monoǵeńeitépour l’anneau des entiers d’une famille plus large de corps de nombres
et on d́etermine une base pour l’anneau des entiers algébriques de ces corps. Ensuite,
on donne un crit̀ere pratique caractérisant la quasi-monogéńeité de l’anneau des
entiers de ces corps. Enfin, on caractérise la monoǵeńeité des corps de nombres de
degŕe fini surQ au moyen d’́equations diophantiennes.

ABSTRACT. It is well known that the property of monogeneity of a number field of
finite degree overQ occurs only rarely. We define a notion ofquasi-monogeneity
which is satisfied by the ring of integers of a larger family of number fields and
which allows to determine an integral basis. We also give a practical criterion
for characterizing the quasi-monogeneity of the ring of integers of a number field.
Finally, we characterize the monogeneity of quasi-monogeneous number fields of
finite degree overQ by a diophantine equation.

1. Introduction. Le but de cet article est de définir un nouveau proćed́e de recherche
de bases de l’anneau des entiersOK d’un corps de nombresK = Q(α) de degŕe
n. Le principe consistèa d́eterminer le plus grand entier positif non nulλi tel que
αi/λi ∈ OK , pouri = 1, . . . , n − 1, et ainsi

{
1, α/λ1, . . . , α

n−1/λn−1
}

devient une
base deOK si et seulement si Ind(α) =

∏n−1
i=1 λi. Ces anneaux d’entiers sont alors dits

quasi-monog̀enes. On donne ainsi un critère pratique caractérisant la quasi-monogéńeité
de l’anneau des entiers. Un autre résultat de cet article est une caractérisation de la
monoǵeńeité des corps de nombres de degré n quasi-monog̀enes par deśequations
diophantiennes.

2. Quasi-monoǵenéité de l’anneau des entiers.SoientK = Q(α) un corps de nom-
bres de degrén, OK l’anneau des entiers deK, P (X) ∈ Z[X] le polyn̂ome minimal de
α etσ1, . . . , σn lesn−plongements distincts deK dansC. Soient∆0(X1, . . . , Xn) = 1
et

∆j(X1, . . . , Xn) =
∑

1≤i1<i2<···<ij≤n

Xi1 . . . Xij ,

pourj = 1, . . . , n, les polyn̂omes syḿetriqueśelémentaires etSj(x) = ∆j(σ1(x), . . . ,
σn(x)) la j-ième fonction syḿetrique dex ∈ K.
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Proposition 2.1. [3] Les assertions suivantes sontéquivalentes :

(1) L’ élémentxλ ∈ OK avecx ∈ K etλ ∈ Q∗;
(2) Pour toutj = 1, . . . , n, on aSj(x) ∈ λjZ.

Lemme 2.2. [2] LesSk(x), pour x ∈ K et k = 0, . . . , n, se calculent̀a l’aide des
formules (analogues aux formules de Newton)

{
ρk(x)− ρk−1(x)S1(x) + · · · + (−1)nρk−n(x)Sn(x) = 0 si k ≥ n,

ρk(x)− ρk−1(x)S1(x) + · · · + (−1)kkSk(x) = 0 si k ≤ n,

où ρk(x) = S1(xk), et aussìa l’aide de la formule

Sk(x) =
1
k!

det




ρ1(x) 1 0 0 . . . 0
ρ2(x) ρ1(x) 2 0 . . . 0
ρ3(x) ρ2(x) ρ1(x) 3 . . . 0

...
...

...
...

...
ρk−1(x) ρk−2(x) ρk−3(x) ρk−4(x) . . . k − 1
ρk(x) ρk−1(x) ρk−2(x) ρk−3(x) . . . ρ1(x)




.

Définition 2.3. Soit x ∈ OK . On appelleK-contenu dex le plus grand entier positif
non nulλ tel quex

λ ∈ OK . On le noteraCK(x). Un élémentx deOK est dit admissible
si CK(x) = 1.

Proposition 2.4. [3] Soientx =
∑n

j=1 ajxj ∈ OK =
⊕n

i=1Zxi etλ = CK(x). Alors
λ = pgcd(aj , j = 1, . . . , n).

Remarque 2.5.Soit x ∈ OK . Pour quex soit unélément d’une base d’entiers il faut
quex soit admissible.

Proposition 2.6. [3] Pour i = 1, . . . , n− 1, soitλi ∈ N∗ tel queαi

λi
∈ OK . On a :

(1) D
(

1, α
λ1

, . . . , αn−1

λn−1

)
=

[OK : Z[α]]2dK(∏n−1
i=1 λi

)2 ;

(2) SoientM = Z⊕ Z α
λ1
⊕ · · · ⊕ Zαn−1

λn−1
ete l’exposant deOK/Z[α]. Alors

(i) [M : Z[α]] =
∏n−1

i=1 λi,

(ii)
∏n−1

i=1 λi diviseInd(α) eten,

(iii) SiM = OK alorse divise
∏n−1

i=1 λi;

(3) De plus,
{

1, α
λ1

, . . . , αn−1

λn−1

}
est une base deOK si et seulement siInd(α) =

∏n−1
i=1 λi.

Définition 2.7. Pouri = 1, . . . , n− 1, soitλi = CK(θi) pour un certainθ ∈ OK . On

dit queOK est quasi-monog̀ene si et seulement si
{

1, θ
λ1

, . . . , θn−1

λn−1

}
est une base de

OK . Par abus de language, on dit queK est quasi-monog̀ene.
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Proposition 2.8. Pour i = 1, . . . , n− 1, soitλi = CK(αi).

(1) On a l’égalit́e λi =
∏

p∈P pc avecc = inf1≤j≤n

([
vp(Sj(α

i)
j

])
où [x] désigne

la partie entìere du ŕeelx, vp(x) est le plus grand entierm tel quepm | x etP
est l’ensemble des nombres premiers.

(2) De plus,

vp(dK) ≤ vp(Disc(P ))− 2vp

(
n−1∏

i=1

λi

)

oùdK (resp.Disc(P )) désigne le discriminant deK (resp. du polyn̂omeP (X)).

Démonstration.La partie (1) ŕesulte de la proposition 2.1, de la définition 2.3 et
de la d́efinition du pgcd. La partie (2) résulte de la proposition 2.6 et du fait que
Disc(P ) = (Ind(α))2dK (voir la proposition 4.4.4 en page 166 de [2]).¤

3. Crit ères de quasi-monoǵenéité et de monoǵenéité.

Lemme 3.1. [2] SoientK = Q(α) un corps de nombres de degrén, P (X) ∈ Z[X] le
polynôme minimal deα, OK l’anneau des entiers deK etp un nombre premier. Soit

P (X) =
r∏

i=1

P
ei

i (X)

la factorisation deP (X) modulo p en facteurs irŕeductibles dansFp[X] avecPi(X) ∈
Z[X] unitaire, image ŕeciproque deP i(X) et soit

T (X) =
1
p

(
P (X)−

r∏

i=1

P ei
i (X)

)
∈ Z[X].

(1) Sip ne divise pasInd(α), alors

pOK =
r∏

i=1

βei
i

avecβi = pOK + Pi(α)OK . De plus, le degŕe résiduelfi est égal au degŕe
dePi.

(2) Le premierp ne divise pasInd(α) si et seulement si(P i, T ) = 1 dansFp[X]
pour touti tel queei ≥ 2.

Proposition 3.2. En reprenant les notations du lemme 3.1 on a quep ne divise pas
Ind(α) si et seulement sivp(Res(Pi, P )) = deg(Pi) pour touti tel queei ≥ 2.

Démonstration.Résulte du lemme 3.1, du corollaire 2, p. 73 de [1] et des propriét́es du
résultant de [2]. ¤
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Théorème 3.3. (CRITÈRE) En reprenant les notation ci-dessus, on a l’équivalence des
affirmations suivantes :

(1) OK =
⊕n−1

i=0 Z
αi

λi
, c’est-̀a-direOK est quasi-monog̀ene;

(2) Pour tout nombre premierp tel quevp(Disc(P )) ≥ 2, on a :

(i) Sivp

(∏n−1
i=1 λi

)
≥ 1, alorsvp(Ind(α)) = vp

(∏n−1
i=1 λi

)
,

(ii) Si vp

(∏n−1
i=1 λi

)
= 0, alors vp(Res(Pi, P )) = deg(Pi) pour tout i tel que

ei ≥ 2.

Démonstration.D’après la proposition 2.6, d’une part, on aOK =
⊕n−1

i=0 Z
αi

λi
si et

seulement si Ind(α) divise
∏n−1

i=1 λi. D’autre part, Disc(P ) = (Ind(α))2dK . Ainsi, le
résultat s’obtient̀a l’aide de la proposition 3.2.¤
Corollaire 3.4. (CRITÈRE) OK = Z[α] si et seulement si pour tout nombre premierp
tel quevp(Disc(P )) ≥ 2, on avp(Res(Pi, P )) = deg(Pi) pour touti tel queei ≥ 2.

4. Sur la monoǵenéité des corps de nombres quasi-monogènes.SiP (X)=
∑n

i=0 tiX
i,

avecti ∈ Z pour touti et tn = 1, on aαn =
∑n−1

i=0 (−ti)αi. Si on poseαn+k =∑n−1
i=0 ri,kα

i, alors la repŕesentation standard deαn+k est (r0,k, . . . , rn−1,k, 1) et les
ri,k se calculent par inductioǹa l’aide des formules suivantes :

ri,0 = −ti et ri,k+1 =
{

ri−1,k − tirn−1,k si i ≥ 1;

−t0rn−1,k si i = 0.

Posons

βi =
n−1∑

j=0

ai,jα
j , A = (ai,j)0≤i,j≤n−1 et bl,k =

∑

i+j=k

a′1,ia
′
l−1,j

avecai,j =
a′i,j
di

, di > 0, a′i,j ∈ Z et pgcd(a′i,0, . . . , a
′
i,n−1, di) = 1.

Proposition 4.1. On a :

(1) di = d1di−1 et a′i,j = bi,j +
n−2∑

k=0

rj,kbi,n+k pour 2 ≤ i ≤ n − 1 et

0≤ j ≤ n− 1.
(2) Siβ ∈ OK alors Ind(β) = |detA| Ind(α).

Démonstration.On a que(a′1,0, . . . , a
′
1,n−1, d1) et (a′i−1,0, . . . , a

′
i−1,n−1, di−1) sont les

repŕesentations standards deβ etβi−1. Donc la partie (1) ŕesulte de la propriét́e multi-
plicative deβ etβi−1 (voir [2], p. 160). La partie (2) ŕesulte du fait que pourx ∈ OK ,

D(1, x, . . . , xn−1) = (Ind(x))2dk = (det(σi(xj−1))1≤i,j≤n)2. ¤
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Théorème 4.2.SiOK est quasi-monog̀ene, alors les assertions suivantes sontéquiva-
lentes :

(1) K est monog̀ene;
(2) L’ équation diophantienne

det




x1 x2 . . . xn−1

λ1a2,1 λ2a2,2 . . . λn−1a2,n−1
...

...
...

λ1an−1,1 λ2an−1,2 . . . λn−1an−1,n−1


 = ±1

admet des solutions enx1, . . . , xn−1 ∈ Z.

Démonstration.Si OK =
⊕n−1

i=0 Z
αi

λi
, alorsK est monog̀ene si et seulement si il

existeβ =
∑n−1

i=0 xi
αi

λi
∈ OK tel que Ind(β) = 1. Or d’apr̀es les propositions 2.6 et

4.1, on a

Ind(α) =
n−1∏

i=1

λi et Ind(β) = |detA| Ind(α).

Donc K est monog̀ene si et seulement si il existeβ =
∑n−1

i=0 xi
αi

λi
∈ OK tel que

det(ai,jλj)0≤i,j≤n−1 = ±1, avecλ0 = a0,0 = 1, a0,j = 0 pourj = 1, . . . , n − 1 et
a1,j = xj

λj
pourj = 0, . . . , n− 1. ¤

Corollaire 4.3. SoitK est un corps de nombres cubique quasi-monogène. AlorsK est
monog̀ene si et seulement si l’équation diophantienne

x1λ2

(
x1

λ1
− t2

x2

λ2

)2

+ t1

(
x1x

2
2

λ2
− t2

λ1x
3
2

λ2
2

)
+

t0λ1x
3
2

λ2
2

= ±1

admet des solutions enx1, x2 ∈ Z.

Donc on retrouve le résultat donńe dans le th́eor̀eme 3.1 de [3].

English extended abstract.Let K = Q(α) be a number field of degreen overQ, OK

its ring of integers, and letP (X) ∈ Z[X] be the minimal polynomial ofα.

Definitions. (1)Let x ∈ OK . The largest positive integerλ such thatxλ ∈ OK is called
theK-contentof x and is denoted byCK(x). If CK(x) = 1 for some algebraic integer
x in OK , then the elementx is said to beadmissible.

(2) For i = 1, . . . , n − 1, let λi = CK(θi) for someθ ∈ OK . We say thatOK is
quasi-monogeneousif and only if {1, θ

λ1
, . . . , θn−1

λn−1
} is a basis ofOK .

We have the following criterion.

Theorem 1. (CRITERION) Under the assumptions of Lemma 3.1, the following state-
ments are equivalent:

(1) OK =
⊕n−1

i=0 Z
αi

λi
, with λi = CK(αi) for i = 1, . . . , n− 1.

(2) For every prime numberp such thatvp(Disc(P )) ≥ 2 we have:

(i) If vp

(∏n−1
i=1 λi

)
≥ 1, thenvp

(
Ind(α)

)
= vp

(∏n−1
i=1 λi

)
.
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(ii) If vp

(∏n−1
i=1 λi

)
= 0, thenvp

(
Res(Pi, P )

)
= deg(Pi) for everyi such that

ei ≥ 2.

Corollary 1. (CRITERION) The following statements are equivalent:

(1) OK = Z[α].
(2) For every prime numberp such thatvp(Disc(P )) ≥ 2, we havevp(Res(Pi, P ))

= deg(Pi) for everyi such thatei ≥ 2.

Under the assumptions of Section 4, and from Propositions 2.3 and 4.1, we obtain
the following Theorem.

Theorem 2. If OK =
⊕n−1

i=0 Z
αi

λi
, with λi = CK(αi) for i = 1, . . . , n − 1, then the

following statements are equivalent:

(1) OK is monogeneous.
(2) The diophantine equation

det




x1 x2 . . . xn−1

λ1a2,1 λ2a2,2 . . . λn−1a2,n−1
...

...
...

λ1an−1,1 λ2an−1,2
... λn−1an−1,n−1


 = ±1

has the solutionsx1, . . . , xn−1 ∈ Z.

Corollary 2. Suppose thatP (X) = X2 + t1X + t2 is the minimum polynomial ofα.
Assume that we have

OK =
2⊕

i=0

Z
αi

λi
with λi = CK(αi).

ThenOK is monogeneous if and only if the diophantine equation

x1λ2

(
x1

λ1
− t2

x2

λ2

)2

+ t1

(
x1x

2
2

λ2
− t2

λ1x
3
2

λ2
2

)
+

t0λ1x
3
2

λ2
2

= ±1

has solutionsx1, x2 ∈ Z.
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O. Lahlou et M. E. Charkani 143

O. LAHLOU ET M. E. CHARKANI

DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES
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