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QUASI-MONOG ENEIT E DE UANNEAU DES ENTIERS
OuAFAE LAHLOU ET MOHAMED ELHASSANI CHARKANI

RESUME. Il estbien connu que la pro@te de la monogréité d’un corps de nombres

de dege fini surQ est rarement satisfaite. Orefihit alors une notion deguasi-
monogreite pour I'anneau des entiers d'une famille plus large de corps de nombres
et on cetermine une base pour I'anneau des entiemigues de ces corps. Ensuite,
on donne un crére pratique caragetisant la quasi-monégeiteé de I'anneau des
entiers de ces corps. Enfin, on caéaiste la monogréité des corps de nombres de
dege fini surQ au moyen déquations diophantiennes.

ABSTRACT. It is well known that the property of monogeneity of a number field of
finite degree ovef) occurs only rarely. We define a notion @fiasi-monogeneity
which is satisfied by the ring of integers of a larger family of number fields and
which allows to determine an integral basis. We also give a practical criterion
for characterizing the quasi-monogeneity of the ring of integers of a number field.
Finally, we characterize the monogeneity of quasi-monogeneous number fields of
finite degree ove® by a diophantine equation.

1. Introduction. Le but de cet article est dexfinir un nouveau prdek de recherche
de bases de I'anneau des entiérg d’'un corps de nombre& = Q(«) de dege

n. Le principe consisté determiner le plus grand entier positif non nyl tel que
a'/Ni € Ok, pouri =1,...,n— 1, etainsi{l,a/Ay,...,a" 1/\,_1} devient une
base d&) si et seulement si Indy) = H;‘:_ll Ai. Ces anneaux d’entiers sont alors dits
guasi-monognesOn donne ainsi un cBte pratique caragtisant la quasi-mon@geité

de l'anneau des entiers. Un autésultat de cet article est une ca&ation de la
monogereité des corps de nombres de degrquasi-monognes par degquations
diophantiennes.

2. Quasi-mono@nréité de I'anneau des entiers SoientK’ = Q(«) un corps de nom-
bres de de@n, Ok I'anneau des entiers d€, P(X) € Z[X] le polyrbme minimal de
aetoy, ..., o, lesn—plongements distincts d€ dansC. SoientAg(Xy,..., X,) =1
et

Aj(X1,..., X,) = Z Xy X,

1<in<ip<-++<i;<n

pourj =1,...,n,les polylomes syrétriqueslementaires ef;(x) = Aj(o1(z), ...,
on(x)) la j-ieme fonction syrétrique der € K.

Recu le 10 septembre 2003 et, sous forrafinitive, le 17 février 2005.
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Proposition 2.1. [3] Les assertions suivantes s@ufuivalentes :
(1) L'élement{ € O avecz € K et € Q;
(2) Pourtoutj =1,...,n,0onas;(z) € VZ.

Lemme 2.2.[2] LesSi(z), pourz € K etk = 0,...,n, se calculent I'aide des
formules (analogues aux formules de Newton)

{Mmﬂmmwmw~+&wmww&@=0smzm
pr(x) — pre_1(z)S1(x) + -+ (=1)*kSk(z) = 0 si k <n,

ol pi(x) = S1(z¥), et aussa I'aide de la formule

pi(z) 1 0 0 e 0

p2(z) p1(x) 2 0 . 0

Su(2) = ?1' det Psfl’) Pz(:x) plfx) 3 e 0
pr-1(z)  pr—2(x) pr-3(x) pr-alz) ... k-1
pe(@)  pe-1(@) pr—2(x) pr-3(®) ... pi(x)

Définition 2.3. Soitz € Ok . On appelleK-contenu dex le plus grand entier positif
non nul\ tel ques € Of. On le noterdlx (). Unélementr de O est dit admissible
Si CK(:L‘) =1.

Proposition 2.4. [3] Soientr = >~ a;x; € Ox = @i, Zx; etA = Ck(x). Alors
A=pgcda;, j=1,..., n).

Remarque 2.5Soitx € Ok. Pour quer soit unélement d’'une base d’entiers il faut
quex soit admissible.

Proposition 2.6. [3] Pouri = 1,..., n — 1, soit\; € N* tel que% €Ok.Ona:
n—1 O Z (6% 2d
@ D (1g.....5) = QB e,
n—1
(Hi:l )‘i>
(2) SoientM =Z®Z5. & - & Z% ete I'exposant de&Dx /Z[«]. Alors
(M) [M : Z[a]] = TS A,
(i) [T= i diviselnd(a) ete™,
(i) SiM = O alorse divise['—{ \;;

(3) De pIus,{l, Torees ‘;n—j} est une base d@x si et seulement $nd(a) =
H?:_ll Ai-
Définition 2.7. Pouri = 1,...,n — 1, soit\; = Ck(6%) pour un certaid € Og. On
dit que Ok est quasi-monagne si et seulement {il, %, ceey iZ—j} est une base de

Oy . Par abus de language, on dit gideest quasi-monagne.
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Proposition 2.8. Pouri = 1,...,n — 1, soit\; = Cx(a?).

(1) Onarégalit \; = [[,.p p° avecc = inf1;<, ([M]) ou [z] désigne
la partie entére du €elz, v,(z) est le plus grand entien. tel quep™ | x et P
est I'ensemble des nombres premiers.

(2) De plus,

n—1
vp(dx) < vp(DiSC(P)) — 2u, (H A,—)
=1

oudy (resp.Disc(P)) désigne le discriminant d& (resp. du polypmeP(X)).

Démonstration.La partie (1) esulte de la proposition 2.1, de l&fehition 2.3 et
de la cfinition du pgcd. La partie (2)ésulte de la proposition 2.6 et du fait que
Disc(P) = (Ind(«))?dx (voir la proposition 4.4.4 en page 166 de [2])]

3. Criteres de quasi-monognéité et de monognreité.

Lemme 3.1. [2] SoientK = Q(«) un corps de nombres de dégt, P(X) € Z[X] le
polyrdbme minimal dev, Ok I'anneau des entiers d& etp un nombre premier. Soit

P(x) =[] Pi'x)
i=1

la factorisation deP”(X') modulo p en facteurs ireductibles danB),[ X | avecP;(X) €
Z[X] unitaire, image éciproque deP;(X) et soit

T(X) = ; (P(X) - ﬁPf%X)) € Z[X].
i=1
(1) Sip ne divise pa$nd(«), alors
rOx =[] 57
=1

avecs; = pOk + P;(a)Og. De plus, le dege residuel f; estégal au degé
deP,.

(2) Le premierp ne divise pasnd(«) si et seulement giP;, T) = 1 dansF,[X]
pour tout: tel quee; > 2.

Proposition 3.2. En reprenant les notations du lemme 3.1 on a guee divise pas
Ind(«) si et seulement si,(Res P;, P)) = deq P;) pour tout: tel quee; > 2.

Démonstration.Résulte du lemme 3.1, du corollaire 2, p. 73 de [1] et des petzidu
resultant de [2]. O
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Théoreme 3.3. (CRITERE) En reprenant les notation ci-dessus, onéqtiivalence des
affirmations suivantes :

1) O = @?;012%, c'esta-dire Ok est quasi-monaene;
(2) Pour tout nombre premies tel quew,(Disc(P)) > 2,0n a:

() Siv, (H;:ll )\i) > 1, alorsw,(Ind(a)) = v, (m;ll >\>

(i) Siv, (H;:ll /\i> = 0, alors v,(RegP;, P)) = deg P;) pour tout: tel que
€; 2 2.

Démonstration.D’aprés la proposition 2.6, d’'une part, ona = ;- 01Z si et

seulement si In@h) divise Hi:l ;. D’'autre part, Dis¢P) = (Ind(«a))?d. A|n5|, le
résultat s’obtiend I'aide de la proposition 3.2.[

Corollaire 3.4. (CRITERE) O = Z|a] si et seulement si pour tout nombre premyer
tel quev,(Disc(P)) > 2, on av,(Reg P;, P)) = ded P;) pour tout: tel quee; > 2.

4. Surlamonogenéité des corps de nombres quasi-moneges. Si P(X) =" o t; X",
avect € Z pour touti ett, = 1, on aa" = S5 (—t;)a’. Si on posent =

ZZ o Ti ka alors la repesentation standard de*** est (roks--->Tn—1k,1) €t les
ik S€ calculent par inductici I'aide des formules suivantes :

Ti—ik — tiTn—1k Sl i>1,

rio=—t; et ripa= .
—torn—1k sii=0.

Posons

n—1
i . / /
B=>ai;0d, A= (aj)ocijen-1 € bip= Y ala_y;
—

i+j=k
aveca; ; = d L, d; > 0,a;; € Zetpgedagg, ..., a;, 4,di) = 1.
Proposition4.1. On a:
n—2
(1) di = dadi1 et af; = bij+ > ripbinee poUr 2 < i < n-—1 et
k=0
0<j<n—1
(2) Sip € Ok alorsiInd() = | detA| Ind(«).
Démonstration.On a que(ay o, - . -, a7, 1,d1) €t(a;_10,---,a; 1, 1,di—1) sontles

repésentations standards dest 3°~1. Donc la partie (1)&sulte de la propéie multi-
plicative des et 3°~1 (voir [2], p. 160). La partie (2)@sulte du fait que pour € Ok,

DL, z,...,2" Y = (Ind(z))%d;, = (del(ai(xj_l))lgi,jgn)z. (]
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Théeoreme 4.2.SiOg est quasi-monagne, alors les assertions suivantes seniva-
lentes :

(1) K est monogne;

(2) L’ équation diophantienne

x| T2 PN Tpn—1
A1a2,1 A2a22 ... Ap—1G2n-1
det . . ) =41
AMOn-11 A2p-12 ... Ap—10p—1n-1

admet des solutions en, ..., z,_1 € Z.

Démonstration.Si O = @?:’012% , alors K est monogne si et seulement si il

existes = Z?:‘Ol mzi‘— € Ok tel que Indj3) = 1. Or d’apes les propositions 2.6 et
41,ona

n—1

Ind(e) = J[[ A et IndB) =|detA|Ind(c).
i=1

Donc K est monogne si et seulement si il existé = Z?:_ol x,f\‘— € Ok tel que
det(a; jAj)o<ij<n—1 = £1, aveChg = ago = 1,a0; = 0pourj =1,...,n —1 et

al,j:%pourjzo,...,n—l. O

Corollaire 4.3. SoitK est un corps de nombres cubique quasi-mémeg Alorsk est
monogne si et seulement séfjuation diophantienne

2 2 A3 toA1z3
10 <xl —h”) +y (W:z — 5 122> + 0002 _ 4

admet des solutions en, z, € Z.
Donc on retrouve legsultat doné dans le thoeme 3.1 de [3].

English extended abstract.Let X' = Q(«) be a number field of degreeoverQ, Og
its ring of integers, and leP(X) € Z[X] be the minimal polynomial of.

Definitions. (1)Letz € Og. The largest positive integersuch thaty € Ok is called
the K'-contentof = and is denoted b{'x (x). If Cx(x) = 1 for some algebraic integer
z in Ok, then the element is said to beadmissible

(2 Fori =1,...,n—1, let\; = Cx(6) for somed € Of. We say thaOy is

. . . n—1 . .
quasi-monogeneoufand only if {1, %, ce ﬁ 71} is a basis 0D .

We have the following criterion.

Theorem 1. (CRITERION) Under the assumptions of Lemma 3.1, the following state-
ments are equivalent:

(1) Ok = @}g 2§, with \; = C(a’) fori =1,....n — 1.
(2) For every prime numbes such that, (Disc(P)) > 2 we have:
Q) If v, (Hggll Ai) > 1, thenu, (Ind(a)) = v, (H;“;ll )\i) .



142 Quasi-monogénéité de I'anneau des entiers

(i) If v, <H?:_1l )\i> = 0, thenv, (RegP;, P)) = degP;) for everyi such that
€; 2 2.

Corollary 1. (CrRITERION) The following statements are equivalent;
(1) OK = Z[Oé]
(2) For every prime numbey such that, (Disc(P)) > 2, we havey,(ResP;, P))
= deq P;) for everyi such that; > 2.

Under the assumptions of Section 4, and from Propositions 2.3 and 4.1, we obtain
the following Theorem.

Theorem 2. If O = @?:’01 ZC;— with \; = Ck(a?) fori = 1,...,n — 1, then the
following statements are equivalent:

(1) Ok is monogeneous.
(2) The diophantine equation

T1 T2 .. Tpn-1
A1a21 A2az2 ... Ap—1G2n-1
det . . . =41
AMAp—11 A20p-12 :  Ap—1Gp—1p-1
has the solutionsy, ..., z,_1 € Z.

Corollary 2. Suppose thaP(X) = X2 +t1X +t, is the minimum polynomial af.
Assume that we have

2 i
Ox =@z with A = Cx(a).
i=0

ThenOg is monogeneous if and only if the diophantine equation

2 2 3 3
1 T2 125 A3 toA175
Mo (2 =122 ) +¢ —t + = 41
1 2<)\1 2)\2> 1< " 2 )\% > )\%

has solutionsey, x5 € Z.
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