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A PROPOS D’'UNE CONJECTURE SUR LES CODES CONJUGLES
OmMAR KHADIR

RESUME. L'objectif de ce travail est d’exposer et de retracedtgpes qui ont meén
a la esolution d’'une conjecture sur les codes conggyll s’agit de la caraétisa-
tion des codes qui commutent, et plusngralement la caragtisation de tous les
ensembles ayant cette pragé.

ABSTRACT. The aim of this paper is to set out and retrace the steps that lead to the
resolution of an old conjecture on commuting codes. Furthermore, simple proofs
are given for some particular cases. This work is related to the characterization of
commuting codes, and more generally to the characterization of all sets having this

property.

1. Introduction. Les codes sont au centre de l&adhie de I'information. lls ont pris

une importance consétlable avec les besoins, sans cesse croissants, de communication,
de stockage de doéms, de cryptographie, de compression des images... La question
traitee dans cet article concerne une conjecture issue du domaine de l'informatique
théorique, pubke en 1989 e&solue en 2002. Orédinit une loi de composition interne

non commutative sur un ensemble particulier, appeé mondde libre; ensuite on
etend cette loi aux sous-ensemblesAie On cesire caradriser les partieX etY de

A* qui commutent entre elles.

Dans la section 2, nous allons d’abordgiser les notations et rappeler quelques
définitions. Ensuite dans la section 3, nous allons exposer les codes particuliers qui
vérifient la conjecture. Enfin, dans la derré section, ags le retour sur la solution
globale du prol#me et la gréralisation aux langages quelconques, nous concluons
par quelques suggestions sur les perspectives. Le vocabulaire qu’on utilisera ici est
essentiellement insg@rdes volumes [1] et [8].

2. Notations et cefinitions.

Définitions 2.1. Soit A un ensemble fi& apped alphabet

(i) Une lettre est unélement quelconque dé. L'ensemble de toutes les listas
élements dansl est noé A*. Formellement,

A = UAn:{(al,az,...,an) |neN eta; € A} et Ao:{l},
n>0

Recu le 16 septembre 2003 et, sous forrafinitive, le 24 janvier 2005.

(©Association matematique du Qebec



114 A propos d’'une conjecture sur les codes conjugués

ou 1 césigne la liste vide.
(i) La conca€énationest la loi de composition interne, @@ «- » et cefinie surA*
par

(a1,a2,...,an) - (b1,b2,...,bm) = (a1,a2,...,an,b1,b2,...,bm),

1-(ag,ap,...,an) = (a,a2,...,a,) - 1= (a1,az,...,a,).

(iii) Muni de cette loi, 'ensembled* admet une structure dmondade dit aussi
monade libre Pour aleger les notations, oécrira aiaz---a, au lieu de

(a1,az,...,a,), €t I'on dira que lemot w = ajap---a, admetn pour
longueur ce que 'on notera pdiv| = n. La longueur du mot particulier 1 est
0.

A partir de ces @finitions, nous avons imetliatement deugonsequences
(1) Quels que soient les matsv, w ett tels queuv = wt, nous avons :
(i) Si|u| > |w]|, alors il existe un mod tel queu = wa (et doncawv = t);
(i) Si |u| < |w], alors il existe un mot tel quew = u« (et doncv = at).
(2) Quels que soient les maisv, w ett, alorsuv = wt et |u| = |w| entranentu = w
(etdoncv = t).

Deéfinition 2.2. Unlangageest une partie quelconque dé. Un langageX est uncode
si toute relation de la forme

! /
TAT2 - Ty, = T1Xo "+ Ty

n,m>1 et xi,x;» € X,

entrane
n=m et z; =z, pourtout: tel que 1<i < mn.

Autrement dit, si on recoit un message, s@tadage en mot8lementaires ne
peut conduired une confusion. Par exempl&, = {ab,ba} est un code. Par contre,
Y = {a,ba,aba} N'est pas un code car la eception du messageua il risque d'y
avoir une confusior sa lecture :aba = (a)(ba) ou (aba).

La proposition suivante est connue depuis leseasrb0. Elle admet plusieurg-d
monstrations dont voici une de plus.

Proposition 2.3. Soientu et v deux mots non vides. Les tr@gson@&s suivants sont
equivalents :

(1) v etv commutent, c’est-a-dire - v = v - u;

(2) u etwv sont puissances d’'un@me motw, c'est-a-direu = w™, v = w™;

(3) Il existep, g € N* tels queu? = v9.

Démonstration.(1) = (2). Par Ecurrence sur la longueur du mot produit, et en se
servant des colsjuences @wdentes.

(2) = (3). On peut prendrg = m etq = n.

(3)= (1). D’'une partu commute avea?, donc aussi avec?. De plus,y commute
avecv?, donc aussi avee?. Puisqueu etv? commutent, nous avons

+1 g+
uP T = Py,
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Puisquev etu? commutent, nousé&tluisons

uPvluv = vuPo? .
Donc

uP Tt = puPrd .

D’autre part,
uP Iyt — 20t

A cause de (2), commiew| = |vul, on obtientuy = vu. O

On s’est naturellement peda question de savoir si césjuivalences ne peuvent
pasétre étendues aux ensembles de mots. Sbitin code; é@signons par mipX)
la longueur minimale deglements deX, et par Xmin I'ensemble des mots d¥ de
longueur mig.X).

Ratoandromanana [3] a juséfie esultat suivant et a psené une @monstration
laborieuse dont on retiendra que les exposaets; ci-dessous peuveldtre choisis de
telle sorte quep = min(Y') etq = min(X).

Proposition 2.4. SoientX etY deux codes. Les de@ron&s suivants sogguivalents :

(1) X etY commutent, c'est-a-dir -Y =Y - X;

(2) Il existep, ¢ € N* tels queX? = Y1.

Dans le n&éme article, on trouve&non@ de la conjecture suivante.

Conjecture. Deux codes commutent si et seulement si ils sont puissances éina m
code.

3. Codes particuliers \erifiant la conjecture.

Définition 3.1. Un langageX estpréfixesi pour tout moti; - - - a,, de X, aucun facteur
gauchea - --a; (1 < i < n)n'estdansX. C'est alors un code.

Exemple. X = {ab, aab, b} est un code f@fixe. Le message
m = aabababbbbab - - -
se cecode au fur ed mesure qu’on le recoit :
m = (aab)(ab)(ab)(bbb)(ab) - - -

De plus,Y = {a, aba} est un code non gfixe cara est un facteur gauche déa.

Définition 3.2. Un codeX estsinguliera gauches’il admet au moins ulementz

dont aucun facteur gauche n’est dant siz n'est pas facteur gauche d'@tement

de X. Ainsiles codes pafixes deviennent des codes singuliers particuliers. Un code est
primitif s'il n’est pas puissance d’un autre code. Un code lemtogne si tous ses
mots ont la néme longueur.

D. Perrin [2] a monte, en 1972, que les codeséefires \erifient la conjecture.
Ratoandromanana [3] I'a fait aussi en 1989 pour les codes singuliers.
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Lemme 3.3. Si X, Y sont deux codes hom@ges qui commutent, et Xi est primitif,
alorsY est une puissance de.

Démonstration.Les codes homames sont un cas particulier des codégipes. Donc,
d’apres le esultat de D. Perrin [2], il existe un codétel queX etY s’écrivent sous
la formeX = T® etY = T%. CommeX est primitif, « = 1 et par suite}” est une
puissance d&. [

Proposition 3.4. Si X etY sont deux codes qui commutent efGii, est un code
primitif, alors Y est une puissance d€.

Démonstration.PuisqueXY = Y X, on peut erifier que XminYmin = YminXmin-
D’aprés le lemme grcédent, il existe un entiex tel queYmin = X5, D’autre part,
X min(Y) — ymin(X) et doncX® Mn(X) = ymin(X) ce qui entrtneY = X*. O

Corollaire 3.5. Soitn un entier> 1. Si X etT™ sont deux codes qui commutent et si
Tmin €st primitif, alorsX est une puissance de

Démonstration.CommeX etT™ c_ommutentXm‘”(T”) =T7n min(X) poncXx™ min(T)
= (T™n(X))n Dou XMIn(T) — 7min(X) et par congquent,X etT sont des codes qui
commutent ave@m,n primitif. La proposition pecdente permet de conclurel]

Proposition 3.6. SoientX etY deux codes tels que la factorisation du cardinalXle
verifie
Card X) = p*---p" avec I'un desy; = 1.
Si X, Y commutent, alor§” est une puissance d€.
C’est le cas par exemple si Caxl) = 2,3,5,6,7,10,11,12 13,. ..

Démonstration.Désignons par. et m les entiers respectifs mix’) et min(Y’). On
peut supposer, sans perte dagyalite, quep; < --- < p, et quea; = 1. PuisqueX
etY sont des codes qui commutent, o&&"(Y) = ymMin(X): doncY est de cardinal
fini. Par suite(Card X ))™ = (CardY"))". Soit

CardY) = ¢ ¢% avecqs < - < g,

la decomposition en facteurs premiers de I'entier C&rd Nous avons alors

mao

Py

Moy __

D’apres I'unicite de la @composition d’un entier en facteurs premiers, gn & ¢; et
maq = nB1. Commex; = 1, nous obtenons = n3; etlarelationy™n(Y) — ymin(X)
entrdneY = X%, O

Plus geréralement, on a :

Corollaire 3.7. SoitT un code tel que

Car({T) = p?l .. .p;“‘r’ avec 'un desy; = 1.
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Pour tout entier naturel non nut, si7T"™ commute avec le codE, alors il existe un
entier naturel non nuin tel queX soit de la formel™.

Démonstration. 7™ commute avecX implique queT” commute aussi ave& car il
existe des entierg et g tels queX? = (7™)?. On applique ensuite directement la
proposition pecdente. [

En particulier, si 'un des deux codes qui commutent est de la fqnme}™ ou n
est un entier non nul et,v € A* — {1}, alors l'autre code est une puissance dev}.
C’est la un exemple de codes qui ne sont ni codésixes ni codes singulieesgauche.

4. Solution de la conjecture et cas des autres langagen 2002, Karhumalet al.[6]
sont venus bout de la conjecture eegondant une question qui peut péire plus
gérérale : Quels sont les ensemblégjui commutent avec un code &X ?

Théoreme 4.1.Un langage quelconqueE commute avec le codg si et seulement si
il existe un codeZ, un entiern et un ensemble d’indicdstels que

X=z7"ety=|]Z
iel
La justification qu'ils ontélaboke consistea ramener le probime aux éries
formelles et plus @cimenta un tleoeme de Cohn. Ce dernier affirme que deux
series formelles commutent si et seulement si elles peldteaécritesa I'aide d’'une

seule érie formelle commune. Et I'on a, comme simple cas particulier, @pernse
affirmativea la conjecture de Ratoandromanana.

Corollaire 4.2. Deux codes commutent si et seulement si ils sont puissances&hoe m
code.

Démonstration.Si X etY sontdes codes quicommutent, d@ple tiltoeme pecedent,
il existe un codeZ, un entiem et un ensemble d’'indicektels que
X=7"ety=|]Z
iel
Mais siY est un code, 'ensemble des indidesst obligatoirement un singleton et par
suite X etY sont puissances dugme codeZ. [

Autre question : Peut-on affirmer que si deux langages finis quelcon\juetsy”
commutent, alors ils sont union de puissances d'@m ensemble? Autrement dit,
pour toutX,Y C A*\ {1}, a-t-on

XY =YX =3ZcCA"\{1}, ,JCNtelsqueX = | JZ"ety = | | Z7?
iel jeJ

Choffrutet al.[5] ont résolu le cas o Card X ) < 2. Karhumakiet al.[6] ont résolu
le cas @ Card X') = 3. Les deux donnent des contre-exemples pour Caye= 4 :

X = {a,ab,ba,b?}, Y = X U X?U {bab, b°}
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ou X, Y ne sont pas union de puissances d'uamme ensemble, et pourtant ils commu-
tent. En effet,

XY = X2U X3U X {bab, b} etYX = X?U X3U {bab, b*} X.

Si on poseZ = X{bab,b*} etT = {bab,b®} X, alors on aZ C X2 U X3 U T et
T Cc X2U X3U Z et par congquentXY = Y X.

En guise de conclusion, si la conjecture estémtinent esolue, il reste revoir
certaines @monstrations trop complig@es ou trop longues et tenter d’en trouver de
plus simples et de plus courtes.

English extended abstract. The aim of this paper is to set out and retrace the steps that
lead to the resolution of an old conjecture on commuting codes. Furthermore, simple
proofs are given for some particular cases. This work is related to the characterization
of commuting codes, and more generally to the characterization of all sets having this
property.

First, let us recall some definitions regarding combinatorics on words. Consider a
finite set of symbolsA that we callalphabet A word « is a finite sequence of elements
in A, thatis:

u=(a1,...,an), a; € A.

We define the operation abncatenatioras follows:
(al,...,an) . (bl,...,bm) = (al,...,an,bl,...,bm).

We can denote a wordsimply by :u = aiaz - - - a,,. Moreover we denote™ then-th
power ofu, that is the word obtained by concatenatingmes the word: with itself.

A languageX is a set of words. A languagk€ is acodeif every equationus - - - u,, =
V1 U, With g, v; € X, givesn = m andu; = v; for all 4.

Proposition 2.3. Let A be a finite alphabet, and, v two nonempty words. Then the
following three statements are equivalent:

(1) wandwv are commuting uv = vu.
(2) wandwv are powers of the same wotd v = w™, v = w™, for somen, m € N*,
(3) There exisp, ¢ in N* such thatw? = v1.

Ratoandromanana [3] proved that statements (2) and (3) are still true for sets that are
codes. LetXY = {uv | u € X,v € Y'}. Then we have the following result [3].

Proposition 2.4. The two following statements are equivalent:

(1) The codesX andY are commuting XY = Y X.
(2) There exisp, ¢ in N* such thatX? = Y.

In the same paper, the author conjectured that two céde®¥ are commuting if
and only if they are powers of the same codgi.e., X = Z", Y = Z™ for some
n,m € N*.

We have treated some cases and successively showed:
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Lemma 2.3. Let X andY be two homogeneous codesXliis primitive and commutes
with Y, thenY is a power ofX : Y = X" for somen € N*.

Proposition 3.4. Let X andY be two commuting codes. Ky is a primitive code
thenY is a power ofX: Y = X" for somen € N*,

Corollary 3.5. For all n € N*, if X andT™ are two commuting codes affgh, is
primitive, thenX is a power off".

Proposition 3.6. Let X andY be two commuting codes such that the factorization of
the cardinality ofX in prime numbers is

Card X) = p7*-- - p" with one of the exponents being1.

If X andY are commuting, thel” is a power ofX.
We have this situation when Cdd) = 2,3,5,6,7,10,11,12/13, ...

Corollary 3.7. LetT be a code. Suppose that the factorization of the cardinalif§ of
is
CardT) = p;*- - - pi~ with one of the exponentg being1l.

For all n € N*, if ™ commutes with a cod¥, thenX is a power off".

These were some particular cases. In 2002 Karhuetali. [6] resolved the conjec-
ture by answering a question which seems to be more geneéhat are the languages
Y that are commuting with a fixed codé?

Theorem 4.1. A languageY is commuting with the fixed cod€ if and only if there
exist a codeZ, an integern € N* and a set of indexebsuch that

X =" andY:U A
el

Corollary 4.2. Two codes are commuting if and only if they are powers of the same
code.
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