Ann. Sci. Math. Qébec28 (2004), no. 1-2, 103-112.

CORPS CUBIQUES PURS DONT LE NOMBRE DE
CLASSES EST EXACTEMENT DIVISIBLE PAR 3

MouLAY CHRIF ISMAILI ET RACHID EL MESAQOUDI

RESUME. Soientl’ = Q(¥/n) un corps cubique pur,ton est un entier naturel sans
facteur cubiquek = Q(/n, j) sa cbture normale; = ¢%7/3. Moyennant les
proprietes arithnétiqgues dd” et de son normalesk, et en utilisant la thorie des
groupes, la thorie des genres et les prdgés du symbole cubique, nousatisons

un grand pas vers laétermination de tous les corps cubigques purs dont le nombre
de classes est exactement divisible par 3.

ABSTRACT. LetT' = Q(/n) be a pure cubic field with being a cubic-free natural
number, and lek = Q(¥/n, j) be the normal closure dfwherej = ¢%7/3, Using

the arithmetic of” and of its Galois closurg, and by means of group theory, genus
theory and the properties of the cubic residue symbol, we exhibit good progress
towards the determination of all pure cubic fields whose class number is divisible
by 3.

1. Notations.

e La lettrep désignera un nombre premier congrd (mod 3 et les lettreg; et
gi, oui € {1, 2, 3}, désigneront des nombres premiers congrad (mod 3);

e I' = Q(/n) : un corps cubique pur,ton est un entier naturel sans facteur

cubique;

j= e2im/3 etko = Q(])1

k = Q(/n,j) : lacloture normale d&

E}, : le groupe des uréis dek;

u : 'indice du sous-groupé), engende par les uniés des corps interadiaires

dek/Q dansEy;

hr le nombre de classes @ie h;, celui dek;

e (o) =Gallk/Q(j)) et(r) = Gal(k/T);

e H(k) le 3-groupe des classes cdiaux dek;

N~

= 1< X3 = ¢ (modp) est Esoluble dan&
3

AR

& P13 =1 (modp) (critere d’Euler).

Recu le 15 septembre 2003 et, sous forrafinitive, le 24 janvier 2005.
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2. Introduction. L'id ée de éterminer tous les corps cubiques purs, dont le nombre de
classes est exactement divisible par 3, trouve ses origines dans certains tealiges r
par M. C. Ismaili dans sa &se de doctoraa I'universigé Laval (voir [Is]), ai il a
établi que le 3-groupe de classes dadixH (k) du normali€ k del est de typé€3, 3),
c’est-a-dire isomorpha Z/3Z x 7Z/3Z, si et seulement si 3 divise exacteméntet

u = 3. Il a aussi don@ toutes les formes possibles de I'entielorsque’ (k) est de
type (3, 3). Nous arrivons montrer que ces degres formes sont les seules possibles
pour les corps cubiques purs que nous voulagtemniner. Pour ce faire, nous avons
partitionré I'ensemble des corps cubiques purs en quatre types : A, B, C et D.

L'un des isultats les plus souvent utéis, et qui met erevidence le lien entre
I'arithmétique dd” et de son normalésk, est la proposition suivante; voir [B-C1].

Proposition 2.1.
Q) SOItu = [E} : Epl. Alors il y a deux possibilés : ou bienw = 1, E), = Ep =

(e,e9,—7), ou ¢ est 'unitt fondamentale d&, ou bienu = 3, Ey # Ej =
(n,n°,—j); oun € Ej et pour unc € Z fixé modula3 on an® = jel=7,
u
2) hy = h2
(2) hi,=hi 3+

3. Corps cubiques purs de type A.
Définition 3.1. Un corps cubique pur = Q(/n) est dit de type A sh S’écrit sous
I'une des formes suivantes :

(i) n=p°avecp =1 (mod 3 ete € {1,2};
(i) n=3pravecp =4ou7(mod9 ete,e1 € {1,2};
(i) n=p°¢*=+1 (mod 9 avecpou—g=4ou7(mod9 ete,e; € {1,2}.

Théoréme 3.2.SoitI" = Q(¥n) un corps cubique pur de type A.
(1) Sin =3, 0up=40u7 (mod 9, e € {0,1,2} ete; € {1,2}, alors

<3> 41— (3|hr etu = 1).
P/3

(2) Sin=p°¢** =41 (mod 9,0upou—g=4ou7 (mod9 ete,e; € {1,2},
alors

(;ﬁ)s # 1= (3)|hr etu = 1).

Remarque 3.3Dans le tltoreme pecedent, on a exclu le cas = p°t avecp = 1
(mod 9 ete; € {1,2}. Dans ce cas, on a troendes nombres premiers pour lesquels
la divisibilité exacte par 3 du nombre de classes des corps cubiquds pug¥ &/p°t)

ne cepend pas du symbole cubiq(&/p), (voir Table 1).
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v 1 C) e [ CG) e |G |
PJs b/s P/3
19 #1 3 577 1 15 | 2053 | #1 3
37 #1 3 613 1 3 12089 | #1 3
73 1 3 631 #1 3 2143 | #1 12
109 | #1 3 739 #1 21 | 2161 | #1 9
127 #1 3 757 1 3 | 2179 1 3
163 | #1 3 811 #1 15 | 2251 1 3
181 | #1 3 829 #1 3 | 2269 1 9
199 | #1 9 883 #1 3 | 2287 1 3
271 1 9 919 1 9 | 2341 1 12
307 1 6 937 #1 3 2377 | #1 9
3719 | #1 3 1009 1 3 2467 | #1 45
397 #1 3 1063 | #1 6 2503 | #1 3
433 | #1 6 1117 1 3 2521 | #1 6
487 #1 18 | 1153 | #1 3 | 2539 | #1 3
523 1 9 1171 | #1 6 | 2557 | #1 3
541 | #1 9 1999 | #1 9 | 2593 | #1 9
TABLE 1

Exemples nuneriques. (1) Nous avons &rifié pour les nombres premigrs= 7, 13,
31,79, 97, 139, 175, 211, 223, 229, 241, 277, ngg # 1, de sorte que d'aps la
partie(1) du theoeme 3.2, §hr, ou I' = Q(¥p®) avece € {1,2}; de plus, I'indice
u = [Ey : Ep| vaut 1. Par suite, le groupe des @sity;, dek = ko(/p°) est cetermiré
explicitementA noter que les cagp = 7,13,31, 43 sont en accord avec lessultats
donres par Barrucand et Cohn dans [B-C1j,is montrent que:, = 1.

(2) Pour les rBmes nombres premiers &t dans(1), d’'apres la partie (2) du
theome 3.2, §hr ou T = Q(¥/3°p1) avece, e1 € {1,2} etu = 1; ainsi, le groupe
des uniesEy, dek = ko(¥/3°p°t) est cetermireé explicitement.

(3) Pour les entiera =2-13=26,7-4=287-5=3511-13=1435-43=
21511-31= 341, 0n a(z%)3 # 1, qu’on peutetablir en utilisant le logiciel de calcul
PARI. D'ou 3||hr etu = [E) : Eol = 1, du ' = Q(¥/p®q%) etk = ko(/p°1q°2) avec
e1,e2 € {1,2}.

Conclusion.SoitT" = Q(\¥n) un corps cubique pur de type A tel quen’est pas de
la formen = p¢,0up=1 (mod 9 ete € {1,2}.Ona:

<;>3 # 1< (3||hr etu=1)

ou ¢ est un entier naturel qu’'orétermine selon la forme de
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4. Corps cubiques purs de type B.

Définition 4.1. Un corps cubique puf = Q(¥n) est dit de type B si s’écrit sous
I'une des formes suivantes :
(i) n =3 avecg; = —1 (mod 9 ete,e1 € {1,2};
(i) n=qi'¢z? avecqr = go = —1 (mod 9 eteq, e € {1,2};
(i) n = 3%'¢? siung; =2 0ub5(mod 9 avecey, ez € {1,2},e = 0,1 0u 2 et
n # +1 (mod 9);
(iv) n =q'¢%¢5* siung; =2 ou5 (mod 9 avecn = +1 (mod 9 etes, ez, e3 €

(1,2}

Proposition 4.2. SoitT" = Q(+/n) un corps cubique pur de type B. Alors nous avons
toujours3|har.

Remarque 4.3Lorsquel’ = Q(\¥n) est un corps cubique pur de type B, on a t@uv
des exemples d’entiefspour lesquels la divisibilé par 3 du nombre de classSgsne
dépend pas des diviseurs premiersigle’est-a-dire de la factorisation deen nombres
premiers (voir Table 2).

n hr | n hr
3.17=51 3 |3-22.83=996 36
32.17=153 9 |32.2.83=1494 6
3.107=321 9 |32.22.83=2988 9
32.107=963 3 |3.5.59=2885 6
17-71= 1207 9 |3.52.59=4425 54
172.71=20519 | 3 | 3?.5.59= 2655 3
17-53=901 6 |3-5-83=1245 18
172.53=15317 | 3 |3-52.83=6225 6
17-89= 1513 9 |3%2.5%2.83=18675 3
172.89=25721 | 3 |3?.5.83=23735 18
17-179= 3043 21 | 3.5.107= 1605 54
172.179=51731 | 117 | 3-5%2-107= 8025 126
53.71= 3763 9 |32.5.107=4815 9
53%.71=199437 | 6 | 3%.5%2.107= 24075 | 54
3.5.23=1345 3 [112.17-29=59653 | 81
3.52.23=1725 | 18 | 11-17-2% = 157267| 9
32.52.23=5175| 18 | 2-17-41=1394 18
32.5.23=1035 | 6 |2 -172-41= 23698 9
3.5.41=615 6 |5-11-17=935 3
32.5.41=1845 | 3 |5%2.112.17=51425 | 3
32.52.41=9225| 18 | 22.11-107= 4708 3
3.52.41=3075 | 9 |2-112-107=25894 | 3

TABLE 2
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5. Corps cubiques purs de type C.
Définition 5.1. Un corps cubique puf = Q(¥n) est dit de type C sk s’écrit sous
'une des formes suivantes :
(i) n=3pravecp =1 (mod 9 ete, e € {1,2};
(i) n=¢prtavec—g=p=1 (mod 9 ete,e1 € {1,2};
(i) n = p°qi*¢5? avecp ou—g1 0u—go = 4o0u7(mod 9, n = £1 (mod 9 et
e e1,e2 € {1,2};
(iv) n=31¢°2avecpou—g=4o0u7 (mod9,e=0,10u2.epe; € {1,2} et
n # £1 (mod 9.
SoitT" = Q(¥n) un corps cubique pur de type QJ @ est un entier naturel sans
facteurs cubes. Soieptq, g1, et g des nombres premiers tels ques —q¢ = —q1 =
—q@ =1 (mod 3,etA=1—j € ko.

Théoréme 5.2.(1) Sin = 3°p“t, 0up =1 (mod 9 ete,e; € {1,2}, alors

b/3

(2) Sin =p°¢®,oup=—g=1 (mod 9 ete, e; € {1,2}, alors

<Z>3 £ 1 <= 3||hr.

(3) Soitn = p°qi*gy?, avecp ou—gi ou—go = 4ou7 (mod 9, n = +1 (mod 9,
ete,e1,ep € {1,2}.
(i) Sip=1 (mod 9,0na

e1 e
(qq) 21 s 3fhp
p 3

(i) Soitp # 1 (mod 9, on posep = mymp, 3 = —q1 €tma = —q, OU lesw; sont
des premiers dé&g congrusal (mod 30y,).
(@)Sims # 1 (mod \3) etr = 1ou2est choisi tel que;7; = 1 (mod A\3),

ona
qel+rqeg
(12> # 1 <= 3||hr.
p 3

(b)Sims = 1 (mod \3), etr = 1ou2est choisitel que;; = 1 (mod A\3),
ona

q61q62+r
<12> # 1 <= 3||hr.
p 3

(4)Soitn = 3°p1¢°2, 0upou—g = 4ou7 (mod 9,n £ +1 (mod 9,e € {0,1,2}
etey,es € {1, 2}
(i) Sip=1 (mod 9,0na

3eq€2
( a ) £ 1 <= 3|hr.
3

p
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(i) Soitp #1 (mod 9.
(a)Sie =0, alors

<Z>3 £ 1 <= 3||hr.

(b) Sie # 0,7 = —q # 1 (mod \%), etr = 1 ou 2 est choisi tel que
mn” =1 (mod A\3), alors

<qez+7‘3e

) £1 < 3|hr.
3
(c)Sie #0etr = —¢g =1 (mod \%), alors

<q> £ 1 <= 3||hr.
D/3

Conclusion.Le probEme de la divisibilié exacte par 3 du nombre de classes d’'un
corps cubique pur = Q(\¥n) de typeC' est E€solu comptement. Pour ce type, on a:

(;)3 £ 1 <= 3||hr

ou ¢ est un entier qu'on&termine selon la forme de Ceci veut dire aussi que nous
avons un crigre de divisibilieé par 9 déehy :

<c> =1 <= 9hr.
P/3

De plus, nous avons mogtgue

C

<> #1=—u=3
P/3

pour les corps cubiques purs de type C. Pour plusataild voir [I-EIM1] ou [EIM].
6. Corps cubiques purs de type D.

Définition 6.1. Un corps cubique pur = Q(.¥n) est dit de type D s'il n’est ni de type
A, ni de type B, ni de type C.
Théoréme 6.2. SoitI" = Q(¥n) un corps cubique pur de type D.

(1) Sin estdivisible par un premies = 1 (mod 3, alors9|hr.
(2) Sin n'estdivisible par aucun premier=1 (mod 3), alors9|hr ou (3, hr) = 1.
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Principaux moyens utilises
e Les proprétés arithniétiques des corps cubiques purs, de leurs norgsésdu

corpsQ(j).
Les proprétes des symboles cubiques dans le norrédljslanskg et dansz.
La theorie des genres et la formule des classes argbigu
Les travaux de G. Gras sur leslasses d’'idaux (voir [Grl] et [Gr2]).

Les travaux de F. Gerth sur les 3-groupes de classes (voir [Gel,Ge2,Ge3]).

n=23p hr | n=3p hr
3-13633=40899 | 12 | 3-15649= 46947 | 120
3-13669= 41007 | 12 | 3-15739=47217 | 60
3-13711=41133 | 3 | 3-15817=47451 3
3-13729=41187 | 6 | 3-15907=47721 6
3-13759=41277 | 3 | 3-15973=47919 3
3-13831=41493 | 6 | 3-16063= 48189 3
3-14107=42321 | 6 | 3-16087= 48261 | 24
3-14173=42519 | 6 | 3-16477= 49431 6
3-14197=42591 | 3 | 3-16573=49719 3
3-14323=42969 | 12 | 3-16657=49971 | 12
3-14341=43023 | 30 | 3-16693= 50079 6
3-14407=43221 | 3 | 3-17053=51159 6
3-14533=43599 | 3 | 3:17239=51717 3
3-14557=43671 | 3 | 3-17257=51771 3
3-14629= 43887 | 12 | 3-17383=52149 | 75
3-14731=44193 | 6 | 3-17401=52203 | 12
3-14821=44463 | 3 | 3-17599= 52797 3
3-14827=44481 | 6 | 3-17683=53049 3
3-14929=44787 | 6 | 3-17761=53283 | 12
3-15091=45273 | 6 | 3-17863= 53589 3
3-15187=45561 | 12 | 3-17923= 53769 6
3-15271=45813 | 3 | 3-17977= 53931 3
3-15313=45939 | 3 | 3-18049= 54147 3
3-15361=46083 | 30 | 3-18061= 54183 3
TABLE 3

109

Remarque 6.3Pour tous les premiers = 4 ou 7 (mod 9 et inférieursa 18313

vérifiant(}%)3 = 1 (qui sontau nombre de 216), nous avons caltaihombre de classes
des corps cubiques purs= Q(/n), oln = p® oun = 3p°, avece, e, e € {1,2},
et nous avons tro@que 3 Ar en utilisant le logiciel de calcufari. Ceci nous a incés

a formuler la conjecture suivante.

Conjecture. SoitI' = Q(¥n) un corps cubique pur,ton = p¢ ou 3“p°2, avecp un
premier congria4ou?7 (mod 9 ete, e1, e2 € {1, 2}; alors 3||hr.
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n =9 hr | n=9 hr
9.13633= 122697 6 | 9-15649=140841| 12
9.13669= 123021 3 | 9-15739=141651| 3
9.13711=123399 12 | 9-15817= 142353| 6
9.13729=123561 3 | 9-15907=143163| 12
9.13759= 123831 30 | 9-15973= 143757| 6
9.13831=124479 6 | 9-16063= 144567| 12
9.14107= 126963 3 | 9-16087=144783| 3
9.14173= 127557 3 | 9-16477=148293| 12
9.14197= 127773 12 | 9-16573= 149157| 3
9.14323=128907 3 | 9-16657=149913| 6
9.14341=129069 3 | 9-16693=150237| 24
9.14407= 129663 3 | 9-17053= 153477| 3
9.14533= 130797 12 | 9-17239= 155151| 6
9.14557=131013 6 | 9-17257=155313| 3
9.14629= 131661 3 | 9-17383= 156447| 3
9.14731= 132579 6 | 9-17401= 156609| 75
9.14821=133389 3 | 9-17599=158391| 6
9.14827= 133443 3 | 9-17683= 159147 15
9.14929=134361 3 | 9-17761=159849| 156
9.15091=135819 3 | 9-17863=160767| 6
9.15187= 136683 12 | 9-17923=161307| 12
TABLE 4

Conclusion.Gracea tous lesésultats que nous avoatablis, et dont les&monstra-
tions sont dans [Is], [I-EIM1], [I-EIM2] et [EIM], nous pouvons affirmer que si le
nombre de classes d’un corps cubigue Past exactement divisible par 3, aldrest
detype A,BouC.

English extended abstract.LetT" = Q(/n) be a pure cubic field, whereis a cube-
free positive integels = Q(/n, j) is its normal closure with = e27/3, E is the unit
group ofk, u is the index of the units generated by the intermediate fieldg @fin the
unit groupEy, andhr is the class number @f. If p is a prime numbep = 1 (mod 3,

for ¢ € Z, the symbol(c/p)s = 1 means that the congruen&® = 1 (modp) has a
solution inZ.

In this survey paper, by exploiting the arithmetic propertie$' @nd of its normal
closurek, and by using group theory, genus theory and the properties of the cubic
symbol, we try to classify all the pure cubic fields whose class number is exactly
divisible by 3. The first step is to classify all the pure cubic fields in four different types
A, B, C and D, depending on the form of the integesuch thaf® = Q(¥/n).

A pure cubic field of typeA is defined byl' = Q(¥/n), wheren has one of the
following forms involving the prime numbegsandgq:

(i) n=p°withp=1 (mod 3 ande € {1,2},
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(i) n=3prwithp=4or7 (mod9 ande,e; € {1,2},
(i) n=pq*==+1 (mod 9 withpor—g=4or7 (mod 9 ande,e; € {1,2}.
For this kind of pure cubic fields we have:

Theorem 3.2. LetI’ = Q(¥/n) be a pure cubic field of type A.
(1) If n=3p%, wherep=4o0r7 (mod 9, e € {0,1,2} ande; € {1,2}, then

<3> £ 1= (3|hr andu = 1).
P/3

(2) Ifn =p° ==+1 (mod 9, withpor —¢g = 4or7 (mod 9 ande, e; € {1, 2},
then

(5,2 e s

The only information we have for the moment about pure cubic fiEldétype B is
that ahp.

The type C case is completely solved (see [I-EIM1]).

For the pure cubic fieldE of type D, we have that eithet/&- or (3, hr) = 1.

Finally, if I" is a pure cubic field whose class number is exactly divisible by 3, then
we know thafl" is of type A, B or C.

BIBLIOGRAPHIE

[B-C1] P. Barrucand et H. CohRemarks on principal factors in a relative cubic field
Number Theons (1971),226-239.

[B-C2] P.Barrucand et H. CohA rational genus, class number divisibility, and unit theory
for pure cubic fieldsJ. Number Theory2 (1970),7-21.

[BI] N. Blackburn,On a special class gf-groups Acta Math.100(1958),45-92.

[B-W-Z] B. D. Beach, H. C. Williams et C. R. Zarnk§ome computer results on units in
quadratic and cubic fieldsProceedings of the Twenty-Fifth Summer Meeting of
the Canadian Mathematical Congress (Lakehead Univ., Thunder Bay, Ont., 1971),
Thunder Bay, Lakehead University, 1971, pp. 609-648.

[EIM] R. El Mesaoudi,Sur la divisibilitt exacte paB du nombre de classes d'un corps
cubigue pur et prolime de capitulationThese de doctorat; Oujda, Univeisivo-
hamed §", 2002.

[Gel] F. Gerth I11,0n 3-class groups of cyclic cubic extensions of certain number fiélds
Number TheonB (1976),84—-98.

[Ge2] F. Gerth 111,0n 3-class groups of pure cubic fields Reine Angew. MatH278/279
(1975),52-62.

[Ge3] F. Gerth lllRanks o8-class groups of non-Galois cubic fie]dsta Arith. 30(1976),
307-322.

[Gr1] G. GrasSur les I-classes d'iehux dans les extensions cycliques relatives deédegr
premier | Ann. Inst. Fourier (Grenoble)3; no. 3 (1973)1-48.

[Gr2] G. GrasSur les I-classes d'ieaux des extensions non galoisienne€dde degé
impair [ a cloture galoisienne didrale de deg# 2, J. Math. Soc. Japa?6 (1974),
677-685.

[Hal] H. HasseNewe begdindung und verallgemeinerung der theorie der normenrest
SymbolsJ. Reine Angew. Mathl62(1930),134-143.



112  Corps cubiques purs dont le nombre de classes est exactement divisible par 3

[Ha2] H. HasseBerichtiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der
algebraischen Zahtikper, Zweite, durchgesehene Auflagehysica-VerlagWirz-
burg-Vienna1965.

[Ho] T. Honda,Pure cubic fields whose class numbers are multiples of flredumber
Theory3 (1971),7-12.

[Ish] M. Ishida, The genus fields of algebraic number figllecture Notes in Math.,
vol. 555, Springer-VerlagBerlin-New York,1976.

[Is] M. C. Ismaili, Sur la capitulation de8-classes d’i@éaux de la dture normale d’'un

corps cubique purThese de doctorat; @loec, Universé Laval, 1992.
[I-EIM1] M. C.Ismaili et R. El MesaoudiSur la divisibilitt exacte paB du nombre de classes
de certains corps cubiques punn. Sci. Math. Qébec25(2001),153-177.
[I-EIM2] M. C. Ismaili et R. El MesaoudiSur la capitulation de$-classes d'i@¢aux de la
cloture normale de certains corps cubiques péusn. Sci. Math. Qébec & pardtre).

M. C. ISMAILI ET R. EL MESAOUDI

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

UNIVERSITE MOHAMED 1"

FACULTE DES SCIENCES

B. P. 524, JbA, MAROC

COURRIEL: ismaili@sciences.univ-oujda.ac.ma



