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UNE INTRODUCTION AUX ANNULATEURS ARITHM ETIQUES
CoORNELIUS GREITHER

RESUME. Nous nous proposons de faire un tour d’horizon de quelques aspects
concrets des annulateurs arithtigues. En commencant par I&€t®eme de Stickel-
berger, nous f@sentons leg€non@&s des conjectures de Brumer et de Brumer et
Stark. Puis, nous indiquons unérdarche qui s’appuie sur laébrie d’'lwasawa

et annoncons quelquessultats écents. L'article ne contient pratiguement pas de
demonstrations, et il n’explique pas les liens avec des sujets voisins importants,
comme laK -théorie algbrique, les nombresquivariants de Tamagawa, et autres.
Bref, cet article se veut seulement une invitattoen apprendre plus dans d’autres
sources.

ABSTRACT. This paper offers a short tour of a few selected and concrete aspects of
the subject in its title. We begin with Stickelberger’s classical theorem about the an-
nihilation of ideal class groups and discuss a modified version dubbed Stickelberger-
Stark (fewer annihilators, but a sharper notion of annihilation). A straightforward
generalisation leads us to the statement of the conjectures of Brumer, and of Brumer
and Stark. We explain in which sense these conjectures localize well. Then we
describe an lwasawa-theoretic setup which allows to prove affirmative results, under
suitable assumptions. We obtain the validity of thpart of the Brumer conjecture

in two different (but overlapping) cases, and we conclude with a result on Brumer-
Stark. This article contains practically no proofs, nor does it explain the link to
important related subjects, for instance algebraic K-theory, equivariant Tamagawa
numbers, equivariant main conjectures, and Rubin-Stark conjectures concerning
higher-order zeros of abelidirfunctions. In a word, this article is just an invitation

to learn more about these things from the recent literature.

1. Le theoreme de Stickelberger.Fixons un nombre naturé¥ > 1 non congrua 2
modulo 4, et poson$’ = Q, K = Q((n), G = Gal(K/F). On sait bien qué&- est
canoniguement isomorphe au groyffe N7)*, moyennant I'application qui attaclée
b € (Z/NZ)* 'automorphismer, donré paroy,(Cy) = 4.

PuisqueG opere sur tous les objets aritl@tiques attadds au corps, tels les
groupes additifé( et Ok, les groupes multiplicatif&™ et O3, et le groupe des classes
Clk, tous ces objets arithetiques deviennent des modules sur I'anneau de groupe
Z|G].

Recu le 10 septembre 2003 et, sous forrafinitive, le 24 janvier 2005.
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L’ element de Stickelberger assbeiu corpds est cfini dans ce cadre par

WEF) =+ Y aote Q]
1<a<N-1
(a,N)=1
et on pose
J = J(K/F) = 9(K/F)Z[G] N Z[C),

ce qui est un idal dansZ[G]. On peut \erifier que.J est engendr parNvJ(K/F) et
la famille (b — 03)9(K/F') ou b parcourt les &sidus modulaV copremiersa N. Le
theéoeme classique de Stickelberger (voir [Wa]) affirme :

Théoréme 1.1.J annule l1eZ[G]-moduleCli; plus succinctement. - Clx = 0.

Pour voir un exemple non trivial mais bien maniable, prenns- 23. Puisque le
corpsK est alors de de@r22, ce qui est un paale\e, consi@rons plubt son sous-corps
quadratiqueiXy = Q(1/—23), avec son groupé&’y de Galois sufQ. Donc Gy est une
imageépimorphe dé&- et consiste seulement éhet j (conjugaison complexe). Notons
7 I'épimorphisme canoniqué[G| — Z[Gy|. Alors 7(o}) vautid ou j selon qué est
un résidu quadratique modulo 23 ou non. Puisg(@—o,) = 2—1 = 1, nous trouvons
que Jo := 7(J) est engendr pardg := 7((2 — o2)9(K/F)). Puisque I'application
naturelleClx — Clg, est surjective, le tioeme 1.1 entfime queClg, est annué par
vo. De plus,j agit surClx, comme inversion (car 1 +annule ce groupe de classes).
Si x dénote donc le caragte non trivial de&p, on trouve quely agit commey (Jo);
en d’'autres termesy (dg) annuleClg,. Un petit calcul montre que

_ _ ool
(2—02)0(K/F) = 232 (2a — [2a)) azlza

ou [2a] signifie le plus petitésidu non &gatif de 2 modulo 23. En appliquant et en

remarquant qug(m(o,)) = (%) (le symbole de Legendre), on trouve :

22 11
a a
X =3 (53) =~ L () =n- e
ou n+ (resp.n_) désigne le nombre dé&sidus quadratiques (respsidus non quadra-
tiqgues) mod 23 parmi les nombres2]... 11. Puisque 1, 2, 3, 4, 6, 8 et 9 sont
résidus quadratiques et 5, 7, 10, 11 sé@stdus non quadratiques, on trouve finalement
que x(¥o) = —3. En effet, le nombre des classe&(\/—23)) vaut 3, de sorte que
I'annulation donie par le tBoreme de Stickelberger est la meilleure possible.

On peut aussi bien regarder un sous-caffgsquelconque d&Q((y), en posant
Go = Gal(Ko/Q) et .Jy 'image deJ dansZ[Go] comme ci-haut, et on peut se poser
la question siJy est I'annulateur g@cis deClg,. Une question &s proche est de se
demander sCl, a le méme ordre que le quotiedt{Go|/Jo. Ceci ne peuktre vrai
littéralement car dans la plupart des @&/o]/Jo n'est néme pas fini. Mais si on
consictre seulement les parties moingdalie a parfois lieu. Expliquons : sojtla
conjugaison complexe darigy; pour toutZ[Go]-module M, soit M~ = {z € M :
jx = —x}. Alors on peut @montrer (voir [Wa, TRoeme 6.19] et [Si]) :
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Proposition 1.2. SiN est une puissance d’un nombre premier, alors les ordresige
et de(Z[Gol]/Jo)~ coincident,a un facteur puissance depres.

Ceci ne épond toujours paa la question de I'annulateurgmis. Mais un exemple
montre que rame dans la situation de la proposition 1.2,dad de Stickelberger ne
fournit pas I'annulateur @cis en gréral. Remplagons le premier 23 dans I'exemple
ci-haut par le premier 3299k, étant alors le corp§)(v/—3299). Par calcul (sur
ordinateur!) on trouve (o) = —27, maisClg, = Z/9 x Z/3 etj opere comme-1
sur ce groupe de classes tout entier. Donc I'annulate@ desurZ[Go| est strictement
plus grand quely, et aussi strictement plus grand glie+ (1 + j)Z[Go]. Des calculs
ulterieurs montrent qu'il n’est pas du tout facile dgerminer I'annulateur gcis néme
si on conni I'id éal de Stickelberger. Il serait donc bon de trouver un invariant d@tach
aux groupes de classes qui soit @&di I'annulateur, mais moins erratiqgue dans son
comportement.

2. « Stickelberger-Stark ». Jetons un regard sur l&&ghonstration du #oeme de
Stickelberger. Soit toujours’ = Q, K = Q({y) etd := J(K/F). On prend une
classe[a] € Clk et un entiera copremiera N et on doitétablir que la puissance
b := ale—9)Y repiesente la classe triviale. On peut se borner au tas-0 p, un icéal
premier deOg, copremiera N et de dege absolu 1 (pour justifier cett@duction, il
faut invoquer le teoreme de Tchebotarev). On exhibe de fagon expliciteaneigteur
de I'idealb, au moyen d’une somme de Gauss= xOf ou

p—1
r=G(x, )" avec G(x,v) =Y x(e)y(c) € QUn,G)-
c=1

Dans cette formulep dénote le premier rationnel au-dessouspyd@our le choix des
carackresy (multiplicatif) et (additif) nous renvoyona la litterature, par exemple
[Wa, chap. 6]. L'exposant — o, serta éliminer ¢, : la somme de Gauss est dans
Q(¢w, ¢p) Mais on veut que soit dansk’.

Or il existe un exposant plus simple qui a I&éme effet iy := G(x, )" se trouve
aussi dang. L'id al principal engenérpary estp’V’. Puisquey pos®de, trivialement,
une N-ieme racine dans une extensioreldnne deQ, nous avons leasultat suivant,
appeé pour l'instant « teoreme de Stickelberger-Stark » :

Théoreme 2.1.Avec les notations duétbut, pour chaque &bl a # 0 dans K la
puissancar™” posgde un grérateury € K tel quey"N engendre une extension de
K qui est alelienne surF’ = Q.

3. Brumer et Brumer-Stark. Passons maintenaatune situation pluséyérale. Soit
F un corps de nombres totalemesdel, et soitK'/F une extension a@lienne, de
groupeG, telle queK est un corps CM, c’est-dire queK est totalement complexe et
extension quadratique d’un sous-codg3 (d'ailleurs unique) qui est totalemeréel.
On veut trouver des substituts patitet pour.J. Pour ce faire, fixons un ensemifie
fini de places dé&", contenant les places rangifis dand<, et notonsA I'annulateur
duZ[G]-moduleyuk (racines de 'uni contenues danfs). On peut maintenané&dinir
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un élementd(K/F, S) € C[G], que noucrironsy si le contexte le permet, par les
conditions
x(¥) = Ls(0,x™1) pour tout caraéirey deG.

La fonction L qui intervient est donee parLgs(s,v) = Z(a,s):lw(a)Na_s pour
Re(s) > 1 et par continuation Bromorphe sufC, pour tout caraére de G. La
somme sttend sur tous les @uxa # 0 dansOy dont le support est disjoint d€,

et par abus de notatio,(a) désigne la valeur de a I'automorphisme de Frobenius
attacte a I'idéala.

Dans la situation dg1, ¥ redonnea quelgues modifications banalegpt’élement
de Stickelberger, voir par exemple [Gr3]. On saitagga [Ca] et [DR], queJ =
J(K/F,S) := A est contenu dang[G], donc est un idal deZ[G]. C'est apped
I'id éal de Brumer. Nous sommesfsaénoncer :

Conjecture B (BRUMER). J(K/F,S) annule le group&'lx.

La conjecture de Brumer-Stark, que nous allons introduire maintenagtr@stment
lieea la conjecture de Brumer. Pouefion&, posonsvx = |ux|, et pour tout diviseur
w dewg, appelong € K* unélementw-akélien si 'extensionk (/%) est alélienne
sur F'. (Elle est certainement @lienne sutk’, d’apres la tleorie de Kummer.)

Conjecture BS BRUMER-STARK). Pour tout ickal a # 0 dans, la puissancei’x?
admet un @rérateury qui estw -abélien.

Les deux conjectures qu’on vientaioncer sont vraies dans le das= Q, comme
congquence des @oemes de Stickelberger et de Stickelberger-Stark. (Il reste quelques
détailsa fournir, puisque poulN impair et K = Q((x), le nombrewy vaut 2V, et
non N.) Il faut signaler que d’habitude on ajouad’énon& de BS la restriction qug
est une « anti-uni »; la difference entre les deux versions n’'est pas cénalde.

Les deux conjectures se localisent dans un sétwgrB eséquivalenté I'ensemble
desénonés B, (p parcourant les nombres premiers) B), est obtenue de B en ajoutant
I'nypothése que la clasge] est dans la partig-primaire deC'l i . Pareillement, BS est
équivalentea I'ensemble degnonés BS,, ol BS, est obtenue de BS en ajoutant la
méme condition que pour,Bet en remplacantx par sap-partie; voir [GRT].

Sous certaines hypatkes, B et BS sogiguivalentes (dans le sens qu’on saiddire
'une de l'autre directement), voir [GRT]. Erégéral, BS entrtne B (voir [Po]), et
BS est une corgxjuence de la validitd’'une famille (B-)r de conjectures de Brumer
« renfor@es », qui font intervenir des ensembles auxiliaires finis de plAcdssjoints
a S (voir plus loin et [Po]; les ides remonterd Tate, Stark et G. Robert, voir [Ta,

p. 83)).
4. Méthodes et esultats.

4.1. Conjecture de Brumer. A part le cas absolument alien, on ne saipasdonner

de cerérateurs explicites pour les@dux-puissances dont il s’agit dans la conjecture
de Brumer. En coréxjuence, toutes leeharches date pour la @montrer sont assez
indirectes. Elles ont en commun que tou tard il faut calculer plus qu’un annulatear,
savoir : un ickal de Fitting. Nous rappelons ce que c’est : $bitnh anneau commutatif

quelconque) un R-module de type fini. Pour touteémentatiorRain —- M -0
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(ou A est une matrice parb), on peut prendre I'idal engendr par les mineurs par

b de la matriceA. |l s’avere que cet idal ne @pend pas de la psentation; il est donc
un invariant du modulé/, et on I'appelle Fit(M) (idéal de Fitting). SiM = R/I
est cyclique, on voit a@&ment que Fjt (M) = 1. Dans ce cas, Rt M) coincide donc
visiblement avec I'annulateur de. En geréral, I'idéal de Fitting est toujours contenu
dans I'annulateur. Prenons par exemBle- Z et M = Z/miZ & - - - & Z/nyZ. Alors
I'annulateur deM est engendr par le ppcm des nombres, . .., ng, et I'on trouve
facilement que Fit(M) = ny - - - ngxZ.

Nous allons écrire une pren@ire cemarche qui provient de [Gr32]. (Signalons
en passant que Kurihara a obtenu desultats prochement réh, voir [Ku].) Tout
d’abord on fixe un nombre premier impair dans le but de @montrer B. La con-
jecture est facilea vérifier dans la partie plus, de sorte qu’'on peut se boiné&
partie moins deClx{p}. Consierons I'extensiorp-cyclotomique K, = UJ,, K
de K, et posonsG, = GallK,/F), Go = GalK./F). A chague corpsk,,

n > 1, on associe élémenty,, := J(K,,/F, S,) comme ci-haut (iciS,, est la Bunion

de S avec I'ensemble de toutes les places au-dessuyg).dEeséléements se trou-
vent dansQ|[G,,]. Les¥,, sont compatibles par rapport aux normes relatives; pour
tout 8 € Ax = Anng (g, (limproj, pk, ), les élementspd, sont dansz, (G,

et cefinissent urélementgd,, € limproj, Z,[G,] = Z,[[Gx]]. Lensemble de ces
B estun i@al J,, dansZ,[[G~]], appeé I'idéal de Brumer-Stickelbergarniveau
infini. Dans cette situation on est capable dendntrer que/_ annule le module

X =lim, ClKn{p}_.

Mais le vrai but de la preuve est une annulation au niveau{deon veut que

J(K/F,S)~ annuleClx{p}—. Pour pouvoir éduire cela de €non@& qui pécde,

il faut évidemment que les deux applications naturettes J,, — J(K/F,S) et

v : X — Clg{p} soient les deux surjectives dans la partie moins, ce qui n'est pas
le cas en gréral. Mais il s’aere qu'une rdme condition (AZT) assure les deux
surjectiviés dans la partie moins. Expliquons : L'extensidpiF’ satisfaita (AZT) (=
absence de&os triviaux) si aucune plageadique deK™ ne se @écompose dank'.
Le nom de cette condition provient du fait que si au moins une pladiquep de K*

se cecompose dan&’, alors il y aura des caraaies impairg deG tels queL, (s, xw)
s’annule ens = 0 pour la raison que le facteur éudlen appartenartp est nul, et il est
courant d'appeler un tekzo d'une fonctionL p-adique un &ro trivial. Le ©sultat est
le suivant (voir [Gr2§2]) :

Théoreme 4.1.En plus de I'hypothse (AZT) supposons que :

(1) linvariant p d'lwasawa est nul pouk etp;
(2) I'extensionp-cyclotomiquel,, est lineairement disjointe d&’, et au moins un
premierp-adique deK est totalement raméidansK ..

Alors la partiep-primaire B, de la conjecture de Brumer est vraie paldy/ F'.

Nous ne donnerons pas la preuve, mais seulement quelques mots sur la partie au
niveau infini de la @monstration. Comme nous le disions, &ablit queJ_ annule
X . Faute d'un raisonnement plus direct, on calculegiéitide Fitting deX — et puis
on montre qu’il contient/__, ce qui sulffit.



98 Une introduction aux annulateurs arithmétiques

Parmiles hypotbses du teoreme 4.1, la condition (AZT) est, de loin, la pluésrgante.
D’aprés une ancienne conjecture d’lwasawa, I'hygsth (1) est toujours vraie. C'est
connu depuis longtemps dans le cas absolumegltestb(Ferrero-Washington). Tout
recemment, Barsky a annanane preuve (me disponible comme @publication)
pour tous les corps totalemegils; malheureusement, ces corps sont sag@trttans
le theoeme qui peade, parce que la conjecture de Brumer s'occupe de la partie
moins seulement. Les conditioBaon@es en (2) sont techniques et serventdilla
commodié que le besoin. Pour contourner (AZT), il y a une auémdrche, quiimpose
de nouvelles conditions suf/F' (encore un peu restrictives, il faut 'admettre), et ces
conditions assurent que l&al.J devient principal dans la partie moins, c'éstlire que
J~ est principal suZ,[G]/(1 + j). (Nous ne distinguons pas entfest sa comtion
p-adique.) Passons augtails.

Définition. Une extensionk’/F comme ci-haut est appd agréable(« nice exten-
sion ») si
(1) (AZT) vaut pourK /F et tout premier rationnel attactea K/ F', ot on attache
a K/F premirement tous leg au-dessous de premiers qui se ramifient dans
K/F et deuxemement tous legtels queK< C (K<)*(¢,) (ici K¢ désigne
la cléture normale dé sur F),
(2) la partie impaire du modulex estG-cohomologiquement triviale.

En cepit de la lourdeur de cettéfinition, il y a beaucoup d’exemples. Un exemple
type est fourni pat” = Q et K absolument aklien de conducteur une puissance d'un
premier, mais rame sufQ il y en a beaucoup d’autres. Pour des exemples AvegcQ
nous renvoyona [Grl, p. 518]. Leésultat (titoemes 4.10, 4.11 de loc. cit.)e&sionce
de fagon un peu pluslegante que dans le dernieetieme.

Théoreme 4.2.Pour n’importe quelle extension aggble K/ F' et tout premiep # 2,
I'id éal de Fitting deC'lx {p}~ sur R := Z,[G]/(1 +j) estdonk parJ(K/F, S) avec
le choix minimal de I'ensembl8, et a fortiori, B, est toujours vraie pour n'importe
quel choix des.

Le point le plus élicat dans la @monstration de cé&sultat est la descente de niveau
infini vers K, en I'absence de la condition (AZT). Oegsout ce prol@me en s’appuyant
sur une @réralisation des &thodes develofes par Wiles dans [Wi].

4.2. Conjecture de Brumer-Stark. Nous allons regarder les deuxésarios, celui
du theoeme 4.1 et celui du #oeme 4.2. Quant au dernier, nous pourrons conclure
rapidement, dice au esultat suivant [GRT] qui a ausst troue par Popescu.

Proposition 4.3. Pour une extension agable K/ F' et un premiem # 2, les conjec-
tures B, et BS sontéquivalentes.

Comme corollaire, on obtient que B8st aussi vraie dans le cas &ajple.

D’autre part, il est aussi possible derdontrer le r@me Esultat dans une situation
sans eros triviaux. Ce qui suit est pris dans [Gr2] et [Gr3]. Pour tout enseffilde
places finies dé", disjointa S, posons

9(K/F,S,T) =9(K/F,S)  [J(@A— N Fr,; %)

veT
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ou Fr, € G estle Frobenius de Sile seuklement dg:x congrua 1 modulo toutes les
places au-dessus @eest 1 (appelon$ « convenable » dans ce cas), aldf&/ F, S, T')
appartienf Z|G]. La conjecture modiéie By affirme alors :

Pour tout ickal a # 0 dans K dont le support est disjoint d&, la puissance
a?(K/FST) agdmet un grérateur qui est congra 1 modulo toutes les places au-dessus
deT.

Lesénoné&s By (T parcourantles ensembles convenables) pris ensembiecgona-
lentsa la conjecture de Brumer-Stark pdkiy F' et.S (voir par exemple [Po, Prop. 3.4]).
L'id ée est alors deaontrer B-, ce qui fait encore intervenir desadux de Fitting, et
une monée suivie d’'une descente dans la tour cyclotomique. On a par contre besoin
d’une hypotlese sup@mentaire par rapport augheme 4.1.

Théoreme 4.4.En plus de I'hypothse (AZT) supposons que :

(1) linvariant i d’lwasawa est nul pouk etp;

(2) I'extensionp-cyclotomiquer,, est linrtairement disjointe d&’, et au moins un
premierp-adique deK est totalement raméidansk . ;

(3) aucun premier au-dessus gee se ramifie sauvagement daigF'.

Alors la partiep-primaire B, de la conjecture de Brumer-Stark est vraie p@dfF.

A titre d'illustration, citons guelques exemples avéain corps quadratiqueel et
K/F de dege six. Posong” = Q(/79) et K* égal au corps de classes de Hilbert pour
F au sens ordinaire (pas de ramificatéinfini). Puisque le nombre des classes de
F vaut 3,K*/F est cubique adlienne. Prenons pouf le corpsK ™ (y/—q) ol g # 79
est un nombre premier congeu3 modulo 4, que nous voudrionsepiser de fagon
que K/ F devienne une extension &able. Aussit queq > 3, la partie impaire de
wx Sera triviale, et la deugime partie de la&finition d’une extension agable sera
automatiqguement satisfaite. Dé&me, les seuls premiepsattactesa K/ F' seront ceux
au-dessous des premiers qui se ramifient; dpest le seul nombre premier atté&ch
K/F.Onveutdonc que les premiers au-dessugriese @écomposent pas dahy/ K™,
ce qui revienta dire que les premiers dé au-dessus dgne se écomposent pas dans
F(y/—q); mais c’est toujours satisfait, comme on le voit en regardant la ramification.
Donc K/ F est ageable. Par contre, (AZT) est satisfaite si et seulement si les places
au-dessus de 3 sont noBabmposées dansg’'(,/—q)/F'; puisque 3 est&écompoé dans
F, ceci revient dire que 3 ne sedtompose pas dafiy,/—¢). Donc, dansi peu pés
la moitié des choix poug, I'extensionK*(,/—q)/F ne satisfait pa& (AZT) pour le
premier 3.

Par contre, on peutérifier que K = K*({3) (ou K* est le néme qu'auparavant)
satisfaita toutes les hypo#ises des #pemes 4.1 et 4.4, poyr = 3, sans qués/F
soit une extension agable. Les deux cadres dans lesquels on a trasilt donc, en
un sens, compmentaires. Bien(s, il reste encore plein de cas qui ne sont pas couverts
ni par I'une ni par I'autre @marche.

English extended abstract. For a natural numbe¥ > 1 not congruent to 2 mod 4, we
considerF = Q, K = Q(¢n), G = Gal(K/F). The groupG acts on all arithmetical
objects attached to the field, and these may therefore be considered as modules over
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Z|G]. Stickelberger’s element attachedAois given by

1 -1
WE/F)=% Y. a0t eQld),
1<a<N-1
(a,N)=1
and we look at the ideal
J=J(K/F) =9(K/F)Z|G] n Z|G].

The classical result is now thdtannihilates the class grodg i of K. Itis known that

J is not always the exact annihilator, not even if we complete at an odd priamel

take minus parts of all our objects. This motivates the search for an invariarit;of
which behaves more predictably than the annihilator, and one of course wants a wider
scope than just abelian fields over the rationals. This leads to the conjectures of Brumer
and Brumer-Stark. For brevity we only formulate the former: Egbe totally real and

K /F abelian with groug= such thatK is a totally complex quadratic extension of a
totally real subfieldK* O F'. Via L-functions, one can again construct a Stickelberger
elementy attached ta/F', and an ideall (K/F, S) obtained by multiplying? with

the Z[G]-annihilator of k.

Conjecture B (BRUMER). J(K/F,S) annihilatesClg.

The Brumer-Stark conjecture says, roughly speaking, that a somewhat smaller ideal
has a somewhat stronger annihilation property: the ideal powers in question are not
only principal but admit a generator with an extra property callggrabelianness.

Both conjectures hold true ové&, as a consequence of Stickelberger’s theorem, and
both of them may be localized in a precise sense.

When trying to prove Brumer’s conjecture, it has turned out practical to calculate a
Fitting ideal instead of an annihilator. (The former is contained in the latter, properly
in general.) We describe a setup dealt with in [G}2]. Let p be a fixed odd prime
and letB, denote Brumer’s conjecture for thepart Clx{p} of Cix. The essential
problem is the proof for the minus part©1x {p}. We consider the-cyclotomic tower
Ko = U, Kn, letting G, = Gal(K,,/F), G = GallK/F). To each fieldk,,

n > 1, we associate an elemeby := J(K,,/F,S,) as above. For ang € A =
ANy, (161 (lIMproj,, 1k, ), we can take the limiBd of the elementg,,. The set
of these elements defines the Brumer-Stickelberger ideal at infinite le¥g[[i]],
and it can be shown that this ideal annihilatés= lim,, Clg, {p} .

The real goal however is to obtain an annihilation statement at Iévéle just state
the outcome.

Theorem 4.1. Let us assume condition (AZT) and furthermore:

(1) Thep-invariant of K andp vanishes.
(2) The p-cyclotomic extensioit, is linearly disjoint with K, and at least one
p-adic place ofK is totally ramified inK ..

Then B is valid for K/ F'.

Condition (AZT) (which has its name for “absence of trivial zeros”; we will not go
into that however) means that no place abpigsplit in the extensiod/ K*.
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We also have a result on so-called nice extensions (for the definition, we refer to the
full version).

Theorem 4.2. For any nice extensio / F' and any prime number # 2, the Fitting
ideal of Clx{p}~ overR :=Z,|G]/(1 +j) is given byJ (K /F, S) whereS is chosen
minimal. In particular, B, is true for all choices of.

By similar methods one obtains affirmative results on the Brumer-Stark conjecture,
in the respective situations of the two theorems above, with minor extra hypotheses.
The situations covered by the two theorems are different (neither including the other
one), but they do overlap.

This short article is just an invitation to the reader; to learn about the details or related
work by other authors, one should turn to the literature.
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