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ALGORITHME DE JACOBI-PERRON : NOMBRES DE

PISOT, INTERRUPTIONS ET IND ÉPENDANCE LIN ÉAIRE

EUGÈNE DUBOIS, AHMED FARHANE ET ROGER PAYSANT-LE ROUX

RÉSUMÉ. Nous pŕesentons quelques résultats sur les possibilités de ǵeńeraliser
certaines propriét́es des fractions continuesà l’algorithme de Jacobi-Perron : inter-
ruptions, approximations, périodicit́e.

ABSTRACT. We give some results about the generalization of continued fractions
properties to the Jacobi-Perron Algorithm: interruptions, approximations, periodic-
ity.

1. Introduction. Partant d’unn-uple de nombres réels(α1, α2, . . . , αn), l’algorithme
de Jacobi-Perron (AJP), introduit par C. G. J. Jacobi [10] et par O. Perron [12], détermine
une suite den-uples ŕeels
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(1 ≤ i ≤ n), à condition toutefois queα(ν)

1 /∈ Z. Lorsqueα(ν)
1 est

entier, on dit que le d́eveloppement admet une interruption et on continue l’algorithme
avec le(n−1)-upleβ1 = α

(ν)
2 , . . . , βn−1 = α

(ν)
n . Une interruption entrâıne une relation

de d́ependance rationnelle entre 1, α1, . . . , αn. Pourn = 1, l’AJP est l’algorithme des
fractions continues. Le but de cette note est de donner quelques indications sur les
géńeralisations possibles de certaines propriét́es des fractions continues.

Définissons pour toutν ≥ 0 les entiersA(ν)
i au moyen des formules
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À un développement ṕeriodiqueα
(k)
i = α

(k+`)
i (1 ≤ i ≤ n) de ṕeriode minimalè ,

Perron [12] associe un polynôme caract́eristique, dont nous noteronsρ la plus grande
racine, et qui d́etermine la qualit́e des approximations simultanées.
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Soientα un nombre ŕeel,
(
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ν≥0 sa fraction continue et
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saνe réduite. Les propriét́es des fractions continues, dont nous discutons la géńeralisation
à l’AJP, portent sur les points suivants :

(1) La suite
(
a(ν)

)
ν≥0 s’arr̂ete si et seulement si 1, α sontQ-linéairement líes.

(2) On a|qνα− pν | < q−1
ν pourν ≥ 0 et qνα− pν //

ν→∞ 0 .

(3) La suite
(
a(ν)

)
ν≥0 est ṕeriodique si et seulement si

[
Q(α) : Q

]
= 2.

2. Résultats sur les interruptions. O. Perron [12] a d́emontŕe le ŕesultat suivant :

Théorème 1. Si le d́eveloppement par l’AJP de(α1, . . . , αn) admetm interruptions,
alors il existem relations ind́ependantes̀a coefficients entiers entre1, α1, . . . , αn.

En particulier, si 1, α1, . . . , αn sontQ-linéairement ind́ependants, l’AJP de(α1, . . . ,
αn) n’a pas d’interruption. Eńetudiant la ŕeciproque, nous obtenons dans [6] les résultats
suivants.

Théorème 2. Lorsquen = 2, l’AJP de deux nombres réelsα1, α2 admet au moins une
interruption si et seulement si1, α1, α2 sontQ-linéairement líes.

Théorème 3. Pour toutn ≥ 3, il existe des ŕeels1, α1, . . . , αn Q-linéairement líes
pour lesquels le d́eveloppement par l’AJP de(α1, . . . , αn) n’admet pas d’interruption.

L’id ée de la d́emonstration du dernier théor̀eme est d’expliciter des développements
périodiques, et donc sans interruption, pour lesquels 1, α1, . . . , αn sontQ-linéairement
li és. Cela est possible avec des développements ṕeriodiques de longueur̀= 1. Pour
n ≥ 3, on d́etermine des entiers naturelsa1, . . . , an vérifiant les «conditions de Perron»
et la condition

1− a1 + a2 + · · · + (−1)nan = (−1)n+1.

Le développement ṕeriodique de longueur 1 défini para(ν)
i = ai (1 ≤ i ≤ n, ν ≥ 0)

admet un polyn̂ome caract́eristique ayant−1 pour racine, d’òu on d́eduit une relation
de d́ependance entre 1, α1, . . . , αn.

Pourn fixé on peut trouver d’autres développements ṕeriodiques de longueur` ≥ 2.
Par exemple, pourn = 3, nous donnons dans [6] deux familles de développements
périodiques de longueur 2 satisfaisant le théor̀eme 3.

3. Résultats sur l’approximation. La qualit́e des approximations résultant d’un d́eve-
loppement en fraction continue (n = 1) est parfaitement connue pour tout irrationnelα.

Théorème 4. Pour toutα /∈ Q, |qνα− pν| < q−1
ν pourν ≥ 0.

Lorsquen ≥ 3, nous ne connaissons aucun résultat lorsque l’AJP n’est pas périodi-
que. Par contre, lorsqu’il l’est, Perron [12] a montré que la qualit́e des approximations
simultańees d́epend des deux plus grandes racines du polynôme caract́eristique. Il en
résulte le ŕesultat suivant prouv́e en [8] :
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Théorème 5. On a

(1) lim
ν→∞max

i

∣∣A(ν)
i − αiA

(ν)
0

∣∣ = 0 si et seulement siρ est un nombre de Pisot.

(2) Q(ρ) = Q(α1, . . . , αn) est de degŕen + 1 si et seulement si1, α1, . . . , αn sont
Q-linéairement ind́ependants.

Dans le casn = 2, on a le ŕesultat d’approximation ǵeńeral suivant [7] :
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développement par l’AJP de deux réels(α1, α2). De plus, si un d́eveloppement est

périodique, nous avonslim
ν→∞A

(ν)
i − αiA
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0 = 0 (i = 1, 2) etρ est un nombre de Pisot

de degŕe3.

Pour n ≥ 4, nous donnons en [7] une méthode pour trouver des exemples de
développement òu A

(ν)
i − αiA

(ν)
0 ne tend pas vers 0.

Théorème 7. Le polyn̂ome caract́eristique du d́eveloppement ṕeriodique de longueur
1, (a1, a2, a3), est ŕeductible si et seulement sia2 = a3 eta1 = 0. Dans ce casρ est un

nombre de Pisot de degré3 (et non4), A(ν)
i −αiA

(ν)
0 ne converge pas vers0 et il existe

uneQ-dépendance entre1, α1, α2, α3. Dans tous les autres cas (a3 > a2 oua1 6= 0), ρ
est un nombre de Pisot de degré4 et donc lim

ν→∞A
(ν)
i − αiA

(ν)
0 = 0.

4. Historique de la ṕeriodicit é. Depuis un sìecle beaucoup d’efforts ontét́e faits pour
tenter de caractériser lesn-uples admettant un développement par l’AJP périodique.
Cette question reste ouverte. Plusieurs auteurs, dont L. Bernstein [3], C. Lévesque et
G. Rhin [11], B. Adam et G. Rhin [1] et nous-mêmes [8], ont d́ecrit des familles de
développements ṕeriodiques. Les principaux résultats ǵeńeraux sur la ṕeriodicit́e sont
les suivants (voir [4,5,9]) :

Théorème 8. Dans tout corps de nombres réels de degŕe n + 1, il existeα1, . . . , αn

admettant un d́eveloppement ṕeriodique par l’AJP.

En construisant un algorithme permettant de déterminer tous les couples(α1, α2)
dont l’AJP est associé à une unit́eρ fixée, B. Adam et G. Rhin [2] ont montré qu’il n’y a
qu’un nombre fini de couples(α1, α2) ayant un d́eveloppement purement périodique et
conduisant̀a cette unit́e. Nuḿeriquement, ils ont constaté qu’il n’y avait aucun couple
(α1, α2) conduisant̀a une unit́e qui n’est pas un nombre de Pisot. Ce constat aét́e le
point de d́epart de notréetude et nous tenonsà les en remercier.

English extended abstract.The Jacobi-Perron algorithm (JPA) is a generalization
of the continued fraction algorithm introduced by Jacobi [10] and Perron [12]. This
algorithm applied to an-tuple(α1, . . . , αn) of real numbers gives rational simultaneous
approximations. The crucial question of the characterization of periodicity is still open.
We state, in paragraph 3, the existence of periodic development in each real number
field.

We consider the case ofn-tuples for which the algorithm either stops or continues
with a shorter vector. In the latter case, we say that there are interruptions. The JPA
of two real numbers(α1, α2) has interruptions if and only if 1, α1, α2 areQ-linearly
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dependent. But forn ≥ 3 we can construct real numbers 1, α1, . . . , αn which are
Q-linearly dependent without interruptions in their periodic JPA expansion.

The quality of simultaneous approximation depends on the characteristic polynomial.
We give some results on its reducticibility and on the approximation of theαi’s.
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