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ALGORITHME DE JACOBI-PERRON : NOMBRES DE
PISOT, INTERRUPTIONS ET IND EPENDANCE LIN EAIRE

EUGENE DUBOIS, AHMED FARHANE ET ROGER PAYSANT-LE ROUX

RESUME. Nous pésentons quelquegsultats sur les possibiis de gréraliser
certaines propétes des fractions continued’algorithme de Jacobi-Perron : inter-
ruptions, approximations goiodicite.

ABSTRACT. We give some results about the generalization of continued fractions
properties to the Jacobi-Perron Algorithm: interruptions, approximations, periodic-

ity.

1. Introduction. Partant d’'um-uple de nombreseels(as, ay, ..., ay), I'algorithme

de Jacobi-Perron (AJP), introduit par C. G. J. Jacobi[10] et par O. Perron §t@inuine
une suite de:-uples éels (a§”>, a;”>, . ,aﬁf’))wo et une suite d’entieréag”),ag’),

an”)) définies pour toutr > 0 au moyen des formules deaurrence
a(o):ai (1<i<n);
agy) = agy) +1/alVY;
az(y) = aE”) + (V+l)/a ») o (2<i<n, v>0),
aveCaE") = [oy v )] (1 < i < n), a condition toutefois que1 ) ¢ 7. Lorsqueag Y) est
entier, on dit que Ieeiveloppement admet une interruption et on continue l'algorithme
avecle(n—1)-uplef; = a2 ooy Bl = apy ) Une interruption entiiae une relation
de cependance rationnelle entredd, . . ., a,. Pourn = 1, I'AJP est I'algorithme des
fractions continues. Le but de cette note est de donner quelques indications sur les
géréralisations possibles de certaines prefps des fractions continues.
Définissons pour tout > 0 les entiers4§”) au moyen des formules
A9 — 5, (0<i,j<n);
ALY — AW 1A 1 a A (0<i<n, v >0).

n )

A un développemente’priodiqueagk) = ag’“*@ (1 < i < n) de geriode minimale/,
Perron [12] associe un polgme caradristique, dont nous noteropda plus grande
racine, et qui dtermine la qualé des approximations simult@es.

Recu le 16 septembre 2003 et, sous forrafinitive, le 17 février 2005.
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Soiento un nombre gel, (o)) _ - sa fraction continue et

by Agu+2)
Qv - A(Z/+2)

0

sav®réduite. Les propétés des fractions continues, dont nous discutonasrarglisation
a I’AJP, portent sur les points suivants :

1) La suite(a("))u>0 s'arréte si et seulement sj & sontQ-linéairement ks.
(2) Onalg,a —p,| < g, pourv >0et g —p, —=0.

V—00

(3) Lasuite(a!)) _ est riodique si et seulement §(«) : Q] = 2.
2. Résultats sur les interruptions. O. Perron [12] a @montE le ©sultat suivant :

Théoreme 1. Si le ceveloppement par I'AJP devs, . . ., o) admetm interruptions,
alors il existen relations independantea coefficients entiers entte o, . . ., ay,.

En particulier, si 1ag, . . ., ay, sontQ-linéairement indpendants, I'AJP dea, . . .,
ay,) N"apas d'interruption. Eatudiant laéciproque, nous obtenons dans [6] kesultats
suivants.

Théoreme 2. Lorsquen = 2, 'AJP de deux nombre®elsa1, o, admet au moins une
interruption si et seulement &i ay, a2 sontQ-linéairement les.

Théoreme 3. Pour toutn > 3, il existe des eelsl, oy, ..., a, Q-linéairement ks
pour lesquels le @veloppement par 'AJP devy, . . ., ay,) N"admet pas d’interruption.

L'id ée de la @monstration du dernieréoeme est d’expliciter dessdeloppements
périodiques, et donc sans interruption, pour lesquelg 1 . . , o, sontQ-linéairement
liés. Cela est possible avec dé&veloppementsgriodiques de longueur= 1. Pour
n > 3, 0n cetermine des entiers naturels . . ., a,, vérifiant les «conditions de Perron
et la condition

1—aj+ax+---+(-1)"a, = (-1

Le developpementgriodique de longueur 1é&fini parag”) =a;(1<i<n,v>0)
admet un polyéme caradristique ayant-1 pour racine, d’a on ceduit une relation
de cependance entre &1, .. ., .

Pourn fixé on peut trouver d’autressieloppementsgriodiques de longueudr> 2.
Par exemple, pour = 3, nous donnons dans [6] deux familles daveloppements
périodiques de longueur 2 satisfaisant ledigme 3.

3. Résultats sur I'approximation. La quali& des approximationgsultant d’'un éve-
loppement en fraction continue & 1) est parfaitement connue pour tout irrationmel

Théoreme 4. Pour touta ¢ Q, |, — p,| < ¢, * pourv > 0.

Lorsquen > 3, nous ne connaissons aucésultat lorsque I'AJP n’est pag€podi-
que. Par contre, lorsqu’il I'est, Perron [12] a ma@ntyue la qualé des approximations
simultarees @pend des deux plus grandes racines du @ohacaradristique. Il en
résulte le esultat suivant prowsen [8] :
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Théoreme 5.0n a
(1) lim max|A") — ,4%)| = 0si et seulement si est un nombre de Pisot.
3

V—00
(2) Q(p) = Q(a,...,a,) estde deggn + 1 si et seulement §, g, . . ., a,, SONt
Q-linéairement inépendants.

Dans le cas = 2, on a le esultat d’approximationé&réral suivant [7] :

Théoreme 6. Lorsquen = 2, les suites( A — Aé”))u>0 sont borrées pour tout
développement par 'AJP de deugels (a1, az). De plus, si un @veloppement est
périodique, nous avondim AE”) — aiAé”) =0 (i = 1,2) etp est un nombre de Pisot
de dege 3. o

Pourn > 4, nous donnons en [7] uneéthode pour trouver des exemples de
développementl‘mAg”) — oziA(()V) ne tend pas vers 0.

Théoreme 7. Le polyrome caractristique du éveloppementgriodique de longueur
1, (a1, az, a3), est €ductible si et seulementsi = a3 eta; = 0. Dans ce cap est un

nombre de Pisot de degB (et non4), AZ(.”) — az-Ag’) ne converge pas vetset il existe
uneQ-dépendance entrg a1, ap, az. Dans tous les autres casy > a, ouai # 0), p
est un nombre de Pisot de dégtet donc lim A — ;40" =0

V—00

4. Historigue de la péeriodicité. Depuis un scle beaucoup d’efforts oate faits pour

tenter de caraétiser lesn-uples admettant unédeloppement par I'AJP&iodique.

Cette question reste ouverte. Plusieurs auteurs, dont L. Bernstein [3&vEsdue et
G. Rhin [11], B. Adam et G. Rhin [1] et nousémes [8], ont dcrit des familles de
developpements@ariodiques. Les principausultats @réraux sur la priodicite sont

les suivants (voir [4,5,9]) :

Théoreme 8. Dans tout corps de nombregels de deggn + 1, il existeas, ..., a,
admettant un éveloppementgriodique par I'AJP.

En construisant un algorithme permettant éedminer tous les couplés:, az)
dont 'AJP est assoei une unié p fixée, B. Adam et G. Rhin [2] ont mo&qu’il n'y a
gu’un nombre fini de couplgsy, o) ayant un @veloppement puremenépodique et
conduisant cette unié. Nuneriguement, ils ont constagu’il n’y avait aucun couple
(a1, a2) conduisant une unié qui n'est pas un nombre de Pisot. Ce constitde
point de @&part de notrétude et nous tenorsles en remercier.

English extended abstract. The Jacobi-Perron algorithm (JPA) is a generalization
of the continued fraction algorithm introduced by Jacobi [10] and Perron [12]. This
algorithm applied to a-tuple(as, . . ., «,, ) of real numbers gives rational simultaneous
approximations. The crucial question of the characterization of periodicity is still open.
We state, in paragraph 3, the existence of periodic development in each real number
field.

We consider the case aftuples for which the algorithm either stops or continues
with a shorter vector. In the latter case, we say that there are interruptions. The JPA
of two real numbergai, az) has interruptions if and only if ,1vi, ap are Q-linearly
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dependent. But fon > 3 we can construct real numbersdi, . .., «, which are
Q-linearly dependent without interruptions in their periodic JPA expansion.

The quality of simultaneous approximation depends on the characteristic polynomial.
We give some results on its reducticibility and on the approximation ofitlse
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