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UNIT ÉS ELLIPTIQUES, CORPS QUADRATIQUES

RÉELS, ET UNE FORMULE LIMITE DE KRONECKER

HENRI DARMON ET SAMIT DASGUPTA

RÉSUMÉ. On propose une extension conjecturale de la théorie des unit́es elliptiques
au cas des corps quadratiques réels, pour lequel la th́eorie de la multiplication
complexe fait d́efaut.

ABSTRACT. We propose a conjectural extension of the theory of elliptic units to the
context of real quadratic fields, for which the classical theory of complex multipli-
cation is not available.

1. Introduction. Lesunités circulairesdont il a ét́e question dans l’exposé de Radan
Kučera [Ku] fournissent un outil puissant dans l’étude des corps cyclotomiques. Ces
unités explicites, dont les logarithmes s’expriment de façon simple en fonction des
valeurs sṕeciales des śeries L de Dirichlet ens = 1, engendrent un sous-groupe
d’indice finidu groupe des unités des extensions abéliennes deQ. Elles ont joúe un r̂ole
important dans les travaux de Kummer sur les corps cyclotomiques, et plus récemment
dans ceux de Thaine et Kolyvagin qui ont mené à une nouvelle d́emonstration de la
« conjecture principale » de la théorie d’Iwasawa.

Lesunités elliptiques, dont la construction est basée sur la th́eorie de lamultiplication
complexe, jouent un peu le m̂eme r̂ole dans l’́etude des extensions abéliennes des corps
quadratiques imaginaires. Coates et Wiles s’en sont servis dans leurs travaux sur la
conjecture de Birch et Swinnerton–Dyer pour les courbes elliptiquesà multiplications
complexes, et Rubin a pu donner une démonstration complète de la « conjecture prin-
cipale » d’Iwasawa pour les corps quadratiques imaginaires en adaptant les idées de
Thaine aux unit́es elliptiques.

On se propose ici d’étendre (de façon, hélas, conjecturale pour le moment) la théorie
des unit́es elliptiques au cas des corps quadratiques réels, pour lequel la th́eorie de la
multiplication complexe fait d́efaut.

Cet expośe ŕesume l’essentiel des résultats de [DD], auquel on renvoie le lecteur
pour les d́etails et les d́emonstrations.
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2. Rappels sur les unit́es elliptiques. SoitN un entier positif, et soitΓ0(N) ⊂ SL2(Z)
le sous-groupe de congruence de Hecke formé des matrices triangulaires supérieures
modulo N . On d́esigne parY0(N) la courbe modulaire dont les points complexes
s’identifient au quotient

(2.1) Y0(N)(C) = H/Γ0(N),

où H est le demi-plan de Poincaré usuel sur lequelΓ0(N) agit par transformations
de Möbius. La courbeY0(N) est une courbe algébrique – on en dispose même d’un
mod̀ele d́efini surQ. On compactifieY0(N) en y adjoignant un nombre fini de pointes
qui sont en bijection avec lesΓ0(N)-orbites deP1(Q). (Par exemple, lorsqueN est
sans facteurs carré, ces orbites sont en bijection avec les diviseurs deN , en associant
à un diviseurd l’ensemble deśeléments deP1(Q) de la formea

d où pgcd(a, d) = 1.)
SoitCN := P1(Q)/Γ0(N) l’ensemble des pointes deX0(N) et soitsN sa cardinalit́e.

On appelleunité modulairetoute fonction ḿeromorphe surX0(N) qui est holomor-
phe et non-nulle surY0(N); c’est-̀a-dire toute fonction rationelle surX0(N) dont le
diviseur est supporté surCN , et on d́esigne parO×N le groupe mutiplicatif de ces unités.
L’application quiàα associe son diviseur donne uneinjection

(2.2) O×N/C×−→Div0(CN )

dont l’image s’identifie au noyau de l’application naturelle de Div0(CN ) dans la Jaco-
bienneJ0(N) deX0(N). A priori, on pourrait s’attendrèa ce que le groupeO×N/C× soit
souvent trivial lorsque le genre deX0(N) est strictement positif – c’est ce qui arriverait
si l’image de Div0(CN ) dansJ0(N) était de rang maximalsN − 1. Le th́eor̀eme de
Manin-Drinfeld [Man] affirme au contraire que Div0(CN ) engendre un sous-groupefini
deJ0(N), ce qui implique que

(2.3) rang(O×N/C×) = sN − 1.

Les unit́es modulaires existent donc en abondance. Ces unités remarquables ont trouvé
de nombreuses applications arithmétiques, notamment dans les travaux de Beilinson
sur les ŕegulateurs et les fonctions zêta des courbes modulaires, de Flach sur le groupe
de Selmer du carré syḿetrique de la représentatioǹ -adique associée à une forme
modulaire, ainsi que dans les travaux plus récents de Kato sur la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer sur les extensions abéliennes deQ.

Concr̀etement, toute famille d’entiersnd index́es par les diviseursd deN , et satis-
faisant la condition

∑
d|N nd = 0, donne lieùa l’unité modulaire explicite

(2.4) α(τ) =
∏

d|N
∆(dτ)nd ,

où

(2.5) ∆(τ) = q
∞∏

n=1

(1− qn)24, q = e2πiτ ,
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est la fonction∆, l’unique forme modulaire normalisée de poids 12 et de niveau 1.
LorsqueN est sans facteurs carrés, les unit́es de cette forme engendrent un sous-groupe
d’indice fini deO×N/C×. Pour plus d’informations sur les unités modulaires le lecteur
est invit́e à consulter le livre de Kubert–Lang [KL].

SoitK ⊂ C un corps quadratique imaginaire. On appelleordre assocíeà τ ∈ H∩K
l’ensemble des matricesà coefficients entiers défini par

(2.6) Oτ :=
{(

a b
c d

)
∈ M2(Z) : N |c et aτ + b = τ(cτ + d)

}
.

L’application

(2.7) Oτ−→ C,

(
a b
c d

)
7−→ cτ + d

identifieOτ à un ordre deK (c’est-̀a-dire un sous-anneau deK qui est libre de rang
deux en tant queZ-module). Inversement, siO est un ordre deK (dont on suppose,
pour simplifier leśenonćes subśequents, que son discriminantD est premier̀a N ), on
consid̀ere l’ensemble

(2.8) {τ ∈ H : Oτ = O}.
Si cet ensemble est non-vide, la matrice deOτ qui correspond̀a

√
D ∈ O est de la

forme

(2.9)
(

aτ bτ

cτN dτ

)
, où a2

τ ≡ D (mod N).

On suppose donc queD poss̀ede une racine carréeδ moduloN , que l’on fixe. On pose
ensuite

(2.10) HO := {τ ∈ H : Oτ = O et aτ ≡ δ (mod N)}.
Cet ensemble est préserv́e par l’action deΓ0(N) par transformations de M̈obius.

Pour toutτ ∈ HO, le Z-module engendré par 1 etτ est unO-module projectifΛτ

dont l’image dans legroupe de Picard

(2.11) Pic(O) := {O-modules projectifs dansK} /K×

ne d́epend que de laΓ0(N)-orbite deτ . De surcrôıt, l’application naturelle

(2.12) HO/Γ0(N)−→Pic(O)

qui en ŕesulte est unebijection. Le quotientHO/Γ0(N) hérite ainsi d’une action
naturelle du groupe Pic(O) dont il sera fait usage dans la suite.

Par ailleurs, la th́eorie du corps de classes identifie Pic(O) au groupe de Galois
d’une extension ab́elienneH deK, appeĺee lecorps de classes d’anneaux(« ring class
field ») assocíe àO. Si p est un id́eal deK relativement premier au discriminant deO,
l’isomorphisme de ŕeciprocit́e

(2.13) rec : Pic(O)−→Gal(H/K)
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associèa la classe dep ∩ O l’ élément de Frobenius enp dans Gal(H/K).
L’unit é modulaireα évalúee enτ ∈ HO/Γ0(N) donne lieùa l’unité elliptique

(2.14) u(α, τ) := α(τ) ∈ C×.

Cet invariant jouit des propriét́es suivantes:

(1) Après s’̂etre fix́e un plongement complexeH ⊂ C, on a que l’́elémentu(α, τ)
appartient̀aH×. Plus pŕeciśement,

(2.15) u(α, τ) ∈ OH [1/N ]× et
u(α, τ)σ

u(α, τ)
∈ O×H

pour toutσ ∈ Gal(H/K), où OF désigne comme d’habitude l’anneau des
entiers du corps de nombresF .

(2) (LOI DE RÉCIPROCIT́E DESHIMURA). Les applications (fl̀eches horizontales) sont
compatibles avec les actions du diagramme suivant :

(2.16)
Pic(O) //

rec
Gal(H/K)

ª ª
HO/Γ0(N) //

α
H×.

(3) (PREMIÈRE FORMULE LIMITE DE KRONECKER). Étant donńe τ ∈ HO, soit
Qτ (x, y) l’unique forme quadratique positive satisfaisant

(2.17) Qτ (τ, 1) = 0 et Disc(Qτ ) = D.

Cette forme quadratique està coefficients entiers, et elle est mêmeprimitive :

(2.18) Qτ (x, y) = Ax2 + Bxy + Cy2, pgcd(A,B, C) = 1,

avec

(2.19) N |A et B ≡ δ (mod N).

On introduit les fonctions ẑeta

(2.20) ζτ (s) :=
∑

Qτ (m,n)−s, ζ(α, τ, s) :=
∑

d|N
ndd

−sζdτ (s),

où la premìere somme se fait sur tous les couples d’entiers(m,n) diff érents de
(0, 0). La formule de Kronecker affirme alors que

(2.21) ζ ′(α, τ, 0) =
1
12

log |u(α, τ)|2.

Ce sont toutes ces propriét́es qu’on aimerait́etendre aux corps quadratiques réels.
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3. Corps quadratiques ŕeels. SoitK un corps quadratique réel muni d’un plongement
K ⊂ R. Tout comme dans le cas imaginaire, on associeà tout ordreO deK le groupe
de Picard deO, pris cette fois ausenśetroit,

(3.1) Pic+(O) := {O-modules projectifs dansK} /K×
+ ,

oùK×
+ désigne le groupe multiplicatif desélémentstotalement positifsdeK. La th́eorie

du corps de classes fournit, comme en (2.13), un isomorphisme

(3.2) rec : Pic+(O)−→Gal(H/K)

où H est une extension abélienne deK, appeĺee corps de classes d’anneaux (au sens
étroit) assocíe àO.

On se propose de construire au moyen de l’unité modulaireα deséléments explicites
deH×. On se heurte d’embléeà certaines difficult́esévidentes :

(1) d’une part, le demi-plan de Poincaré ne contient aucuńelément appartenantà
un corps quadratique réel;

(2) d’autre part, on dispose du résultat ńegatif suivant qui vient de la transcendance
et qui aét́e mentionńe dans l’expośe de Michel Waldschmidt [Wa] :

Théorème 3.1.Si τ ∈ H est un nombre alǵebrique qui n’est pas quadratique, alors
α(τ) est transcendant.

Comme on le verra plus bas, il faudra donc remplacer l’évaluation deα dans la
formule (2.14) par une opération plus compliqúee qui fait intervenirl’int égration, tant
complexequep-adique.

En guise de motivation, on remarque que la difficulté (1) disparâıt quand on remplace
le demi-plan de Poincaré par une variantep-adique

(3.3) Hp := P1(Cp)− P1(Qp),

où Cp désigne le complét́e deQ̄p pour la valuationp-adique. Ce « demi-plan » non-
archiḿedien contient de nombreux́eléments appartenantà K, à condition quep soit
inerte ou ramifié dansK, ce que l’on suppose désormais. On supposera même, pour
simplifier un peu leśenonćes, quep estinertedansK, et qu’il ne divise pasN .

Pour toutτ ∈ Hp ∩K, on d́efinit alors comme en (2.6)

(3.4) Oτ :=
{(

a b
c d

)
∈ M2(Z[1/p]) : N |c et aτ + b = τ(cτ + d)

}
.

C’est unp-ordre deK, c’est-̀a-dire, un sous-anneau deK qui contientZ[1/p] et qui est
libre de rang deux en tant que module sur ce sous-anneau.

Inversement, en se fixant unp-ordreO deK de discriminantD > 0 premieràN ,

(3.5) D ≡ δ2 (mod N),

on d́efinit comme en (2.10)

(3.6) HO
p := {τ ∈ Hp : Oτ = O et aτ ≡ δ (mod N)}.
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Cet ensemble est préserv́e par l’action du groupe

(3.7) Γ =
{(

a b
c d

)
∈ SL2

(
Z[1/p]

)
: N |c

}
,

et le quotientHO
p /Γ hérite comme en (2.12) d’une action du groupe de Picard Pic+(O).

(Il convient ici de remarquer que, parce quep est inerte dansK,

(3.8) Pic+(O) = Pic+(O ∩OK).

Ainsi il n’y a pas de diff́erence, du point de vue des groupes de Picard,à travailler avec
un ordre au sens usuel, ou avec lep-ordre qui s’en d́eduit en rendantp inversible.)

On veut associer̀a toutτ ∈ HO
p /Γ un élément explicite

(3.9) u(α, τ) ∈ C×p ,

que l’on appelleraunité sṕeciale, et qui jouit (conjecturalement) de propríet́es sem-
blablesà celles des unités elliptiques.

4. Construction des unit́es sṕeciales.La construction deu(α, τ) se fait en cinq́etapes.
(1) On suppose d’abord, sans perte essentielle de géńeralit́e, que l’unit́eα satisfait la

propríet́e suivante.

Hypothèse 4.1.Il existe unélémentξ deP1(Q) tel queα n’ait ni zéro ni pôle en toute
pointe qui estΓ-équivalentèa ξ.

Cette hypoth̀ese est satisfaite, par exemple, pour l’unité modulaire

(4.1) α(τ) = ∆(τ)2∆(2τ)−3∆(4τ), avecξ = ∞,

ou encore pour l’unit́e modulaire donńee en (2.4) avecξ = ∞ dès lors queN est sans
facteurs carŕes et que

(4.2)
∑

d|N
dnd = 0.

En ǵeńeral on peut se ramenerà ce cas en exprimantα – ou tout au moins, une
puissanceαe – comme un produit d’unités modulaires, invarianteséventuellement par
un sous-groupe de congruence plus petit, et satisfaisant l’Hypothèse (4.1).

(2) On introduit l’unit́e modulaire

(4.3) α∗(z) :=
α(z)
α(pz)

invariante sous le groupeΓ0(Np). La d́erivée logarithmiqued logα (resp.d logα∗)
est une śerie d’Eisenstein de poids deux surΓ0(N) (resp. surΓ0(Np)) de termes
constants nuls aux pointes deΓξ. La proposition suivante construit,à partir des ṕeriodes
(complexes) ded logα∗ entre ces pointes, un système canonique de mesuresp-adiques
surP1(Qp).
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Proposition 4.2. Il existe un unique système de mesuresp-adiquesµx→y surP1(Qp),
index́ees par deśelémentsx, y deΓξ, et satisfaisant les axiomes suivants :

(a) pour toutx, y ∈ Γξ, on aµx→y(P1(Qp)) = 0;
(b) de plus,

(4.4) µx→y(Zp) =
1

2πi

∫ y

x
d logα∗(z) ∈ Z ⊂ Zp ;

(c) pour toutγ ∈ Γ et tout sous-ensemble compact ouvertU deP1(Qp),

(4.5) µγx→γy(γU) = µx→y(U).

La démonstration (́elémentaire) de cette proposition est expliquée dans [DD],§2.1.
La vérification de la propríet́e de distribution satisfaite parµx→y fait intervenir de façon
essentielle l’invariance ded logα∗(z) sous l’oṕerateur de HeckeUp.

C’est à travers l’axiome (b) de la proposition 4.2 qu’interviennent les périodes
complexes ded logα. Ces ṕeriodes, qui sont des entiers, se calculent par des formules
explicites òu interviennent dessommes de Dedekind, et que l’on pourra trouver dans
[DD], §2.5 ou encore dans [Maz].

(3) On introduit l’intégrationp-adique en posant, pour toutx, y ∈ Γξ et pour tout
τ1, τ2 ∈ Hp,

(4.6)
∫ τ2

τ1

∫ y

x
d logα :=

∫

P1(Qp)
logp

(
t− τ2

t− τ1

)
dµx→y(t) ∈ Cp,

où logp : C×p −→Cp est une branche du logarithmep-adique d́etermińee par la condition

(4.7) logp(p) = 0.

La définition (4.6) a l’inconv́enient de d́ependre du choix d’un logarithmep-adique,
c’est-̀a-dire d’une « uniformisante » deC×p . Parce que les mesuresµx→y sontà valeurs
dansZ (et non seulement dansZp), on peut de toute façon faire mieux, en posant

(4.8) ×
∫ τ2

τ1

∫ y

x
d logα := ×

∫

P1(Qp)

(
t− τ2

t− τ2

)
dµx→y(t) ∈ C×p ,

où l’int égrale de droite est une « intégrale de Riemann multiplicative » dans laquelle
on a remplaće les limites usuelles de sommes de Riemann par des limites de produits
correspondants. C’est dans cette définition plus fine que l’int́egralit́e des mesuresµx→y

joue un r̂ole essentiel. On remarque ici que siτ1 et τ2 appartiennent̀aKp ∩Hp, où Kp

désigne le complét́e deK pour la valuationp-adique, alors l’int́egrale de (4.8) est̀a
valeurs dansK×

p .
(4) L’int égrale multiplicative (4.8) permet d’associerà τ ∈ Hp ∩Kp un 2-cocycle

(4.9) κτ ∈ Z2(Γ,K×
p )
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par la r̀egle

(4.10) κτ (γ1, γ2) := ×
∫ γ1τ

τ

∫ γ1γ2ξ

γ1ξ
d logα ∈ K×

p .

Soit

(4.11) ordp : K×
p −→Z ⊂ Kp

l’homomorphisme habituel.

Théorème 4.3.L’image naturelle deordp(κτ ) et de logp(κτ ) dansH2(Γ,Kp) est
triviale. En particulier, il existe un sous-groupe finiU de K×

p et un élémentξτ de
C1(Γ,K×

p ) tels que

(4.12) κτ = dξτ (mod U).

Ce th́eor̀eme est d́emontŕe dans [DD],§2.3. (Voir aussi le§3.3 pour ordp(κτ ), et le
§4.3 pour logp(κτ ).) Les d́emonstrations données dans [DD] sont constructives et il
en ressort des formules explicites pourξτ . Par exemple, la formule pour logp(ξτ ) fait
intervenir des ṕeriodes de śeries d’Eisenstein de poids pair≥ 2 qui s’expriment au
moyen de certaines sommes de Dedekind géńeraliśees.

On remarque que la formule (4.12) ne détermineξτ qu’à multiplication pr̀es par
deséléments de hom(Γ,K×

p /U). Heureusement, on sait que l’abélianiśe deΓ est un
groupefini ([Me], [Se]). Enélargissant́eventuellement le sous-groupe finiU deK×

p ,
l’invariant ξτ est alors d́efini sans ambigüıté.

(5) Soit Γτ le stabilisateur deτ dansΓ pour l’action de ce groupe surHp. Le
groupeΓτ/〈±1〉 est libre de rang un, et ses deux géńerateurs correspondent aux unités
fondamentales deO de norme 1. On fixe le choix d’un géńerateurγτ en se donnant une
unité fondamentaleε de norme 1 deO et en exigeant que

(4.13) γτ

(
τ
1

)
= ε

(
τ
1

)
.

On pose alors

(4.14) u(α, τ) = ξτ (γτ ) ∈ K×
p /U.

On peut v́erifier ([DD], Chapitre 2) que l’invariantu(α, τ) ne d́epend que deα et
de l’image deτ dansHO

p /Γ, et pas des autres choix qui ontét́e faits au cours de sa
construction.

Remarque 4.4.La définition deu(α, τ) est calqúee sur celle des points de Stark-
Heegner sur les courbes elliptiques modulaires définis dans [Dar1] et dans le Chapitre
9 de [Dar2]. Dans cette construction, la série d’Eisensteind logα∗ est remplaćee par
la forme parabolique de poids deux surΓ0(Np) assocíee à une courbe elliptique de
conducteurNp.

Le corps de classes d’anneauxH assocíe àO est muni d’une involution canonique
τ∞ fournie par la conjugaison complexe, qui a priori dépend d’un plongement deH
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dansC (mais ne d́epend pas en fin de compte de ce choix). On se donne aussi un
plongementH−→Cp.

La conjecture principale de [DD] (énonćee dans le§2.4) pŕedit que leśeléments
u(α, τ) se comportent comme des unités elliptiques,̀a cela pr̀es qu’il s’agit dep-unités
et non d’unit́es deH.

Conjecture 4.5. L’ élémentu(α, τ) appartientàOH [1/p]×, et

(4.15) τ∞u(α, τ) = u(α, τ)−1.

De plus leśelémentsu(α, τ) satisfont uneloi de ŕeciprocit́e de Shimuraselon laquelle
les applications sont compatibles avec les actions du diagramme suivant :

(4.16)
Pic+(O) //

rec
Gal(H/K)

ª ª
HO

p /Γ //

u(α,−)
H×.

5. FonctionsL. On associe comme avantàτ ∈ HO
p une forme quadratiqueQτ à coef-

ficients rationnels de discriminantD = Disc(O). (Par convention, le discriminant d’un
p-ordre deK est un entier premier̀a p.) A priori, les coefficients deQτ appartiennent
à Z[1/p]. On suppose qu’ils appartiennent en faità Z. Cela peut toujours s’arranger,
quitteà remplacerτ par unélément de laΓ-orbite deτ ou depτ . Une fois cette condi-
tion satisfaite, la matriceγτ de l’équation (4.13) appartientà SL2(Z), et agit donc par
multiplicationà gauche sur les vecteurs colonnes non-nuls deZ2. Soit

(5.1) W := (Z2 − {(0, 0)})/〈γτ 〉
un choix de repŕesentants pour cette action. Comme dans l’équation (2.20), on pose

(5.2) ζτ (s) :=
∑

(m,n)∈W
sgn(Qτ (m,n))|Qτ (m,n)|−s, ζ(α, τ, s) :=

∑

d|N
ndd

sζdτ (s).

Cette d́efinition ressemble en tous pointsà celles de la formule (2.20),à ceci pr̀es
que

(1) La forme quadratiqueQτ (x, y), qui est ind́efinie, est constante sur lesγτ -orbites
de(Z2 − {0}). Il est donc essentiel, pour obtenir une expression convergente,
de restreindre la sommeàW et nonàZ2 − {0} tout entier.

(2) La forme quadratiqueQτ prend des valeurs entières tant positives que négatives,
ce qui rend ńecessaire la valeur absolue. La présence du terme sgn(Qτ (m,n))
implique que les fonctionsζτ (s) s’expriment comme combinaison linéaire des
fonctionsζ(K, χ, s) où lesχ parcourent les caractèresimpairsde Gal(H/K),
c’est-̀a-dire ceux pour lesquelsχ(τ∞) = −1. En particulier, lesζτ (s) sont
partout holomorphes, m̂eme ens = 1. On remarque que pours un entier positif
impair

(5.3) ζτ (s) =
∑

(m,n)∈W
Q(m,n)−s.

Le théor̀eme suivant est d́emontŕe dans le Chapitre 3 de [DD] :
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Théorème 5.1.ζ(α, τ, 0) = 1
12 ordp(u(α, τ)).

Ce ŕesultat permet d’étudier la factorisation des idéaux principaux engendrés par les
u(α, τ) et de relier cette factorisationàl’ élément de Brumer-Stickelbergerdans l’anneau
de groupeZ[Gal(H/K)] qui a ét́e introduit dans l’expośe de Cornelius Greither [G].
On obtient ainsi le th́eor̀eme suivant dans la direction de la conjecture de Brumer-Stark
(cf. [DD], §3.4).

Théorème 5.2.Si la conjecture 3.5 est vraie, alors l’élément de Brumer-Stickelberger
θ(H/K) ∈ Z[Gal(H/K)] annulePic(OH) ⊗ Z[1/2], la partie impaire du groupe de
classes deH.

Une d́emonstration de la conjecture 4.5 fournirait ainsi une preuve de la conjecture
de Brumer-Stark pour les corps de classes d’anneaux de corps quadratiques réels dans
la lignée de la d́emonstration de Stickelberger pour le cas abélien surQ qu’a rappeĺee
Greither [G] dans son exposé. Lesp-unitésu(α, τ) joueraient, dans cette approche, le
rôle des sommes de Gauss dans la démonstration de Stickelberger.

Les travaux de Wiles [Wi] fournissent une démonstration de la conjecture de Brumer-
Stark pourH/K qui ne s’appuie sur aucune conjecture. L’intér̂et du th́eor̀eme 5.2 ŕeside
dans le lien qu’iĺetablit entre la conjecture 4.5 et d’autres conjectures plus classiques. Il
serait bien entendu plus intéressant de disposer d’une implication dans le sens inverse!

D’après les travaux de Siegel et Deligne-Ribet, il existe une fonction analytique de
la variables ∈ Zp, appeĺee fonction ẑetap-adique, et que l’on noteraζp(α, τ, s), qui
est d́efinie par la propríet́e d’interpolation

(5.4) ζp(α, τ, s) = (1− p−2s)ζ(α, τ, s)

pour tout entier ńegatifs ≡ 0 (mod p− 1). (La fonctionζp(α, τ, s), si elle existe, est
bien entendu unique puisque les entiers négatifs divisibles parp − 1 sont denses dans
Zp. Toute la difficult́e est d’en d́emontrer l’existence.) Le lecteur notera que la fonction
ζp(α, τ, s) s’annule ens = 0 à cause du facteur Eulérien qui apparâıt dans (5.4).

Le théor̀eme suivant, qui figure dans la thèse du second auteur [Das] et dont la
démonstration est reproduite dans le Chapitre 4 de [DD],établit un lien entre les unités
u(α, τ) et les valeurs sṕeciales de la fonctionζp(α, τ, s) ens = 0.

Théorème 5.3.Si on pose|x|2 := NormeKp/Qp
(x), alors

(5.5) ζ ′p(α, τ, 0) = − 1
12

logp |u(α, τ)|2.
L’existence d’unep-unité deH satisfaisant la propriét́e (4.15) de la conjecture 4.5

ainsi que les th́eor̀emes 5.1 et 5.3 áet́e conjectuŕee par Gross dans [Gr1] et [Gr2]
(conjecture de Gross-Starkp-adique). La conjecture 4.5 implique donc la conjecture
de Gross-Starkp-adique – mais elle est plus forte que celle-ci, puisqu’elle permet de
calculer par un proćed́e analytique l’unit́e de Gross-Stark elle-m̂eme, et non seulement
sa « valeur absolue ».

Remarque 5.4.Le théor̀eme 5.3 est une variante naturelle de la formule limite de
Kronecker (2.21) pour les corps quadratiques réels. Le lecteur en trouvera des variantes
plus classiques, òu n’intervient pas d’analysep-adique, dans le livre de Siegel [Sie] ou
encore dans [Za].
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English extended abstract.Elliptic units are obtained by evaluating modular units at
quadratic imaginary arguments of the Poincaré upper half-planeH. They are useful for
constructing abelian extensions of imaginary quadratic fields. We propose a conjectural
extension of the theory of elliptic units to the context of real quadratic fields, for which
the classical theory of complex multiplication is not available. It seems necessary to
replaceH by ap-adic analogueHp := P1(Cp) − P1(Q), which has the structure of a
rigid analytic space.

Fix a real quadratic fieldK contained inCp and consider the completionKp of K
at the unique prime abovep. To a modular unitα and to an elementτ of Hp ∩K we
associate an elementu(α, τ) of K×

p which is conjectured to exhibit a behaviour similar
to that of a classical elliptic unit. In particular, theu(α, τ) are expected to bep-units
in the appropriate ring class fields ofK. The definition ofu(α, τ) proceeds by analogy
with the construction of Stark-Heegner points on modular elliptic curves.

We study the factorization of the ideal generated by the conjecturalp-unitsu(α, τ),
and relate this factorization to the Brumer-Stark element attached to the corresponding
abelian extension ofK. From this perspective, thep-unitsu(α, τ) play the same role
as Gauss sums in the proof of Stickelberger’s theorem. Finally, a relation can also be
established between thep-adic logarithm ofu(α, τ) and derivatives of the associated
p-adic zeta functions.
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