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UNITES ELLIPTIQUES, CORPS QUADRATIQUES
REELS, ET UNE FORMULE LIMITE DE KRONECKER

HENRI DARMON ET SamitT DASGUPTA

RESUME. On propose une extension conjecturale deéatle des unés elliptiques
au cas des corps quadratiquéels, pour lequel la #rorie de la multiplication
complexe fait éfaut.

ABSTRACT. We propose a conjectural extension of the theory of elliptic units to the
context of real quadratic fields, for which the classical theory of complex multipli-
cation is not available.

1. Introduction. Les unités circulaireslont il aéte question dans I'expésde Radan
KucCera [Ku] fournissent un outil puissant danstlide des corps cyclotomiques. Ces
unites explicites, dont les logarithmes s’expriment de facon simple en fonction des
valeurs spciales desé&ies L de Dirichlet ens = 1, engendrent un sous-groupe
d’indice finidu groupe des urés des extensions@lennes d€). Elles ont jo@ un Ble
important dans les travaux de Kummer sur les corps cyclotomiques, egpkrament
dans ceux de Thaine et Kolyvagin qui ont reénune nouvelle @monstration de la

« conjecture principale » de laébrie d’'lwasawa.

Lesunitées elliptiquesdont la construction est bas sur la tBorie de lanultiplication
complexejouent un peu le me ble dans letude des extensionsé&lennes des corps
quadratigues imaginaires. Coates et Wiles s’en sont servis dans leurs travaux sur la
conjecture de Birch et Swinnerton—Dyer pour les courbes ellipti§uasltiplications
complexes, et Rubin a pu donner urésrtbnstration compte de la « conjecture prin-
cipale » d’lwasawa pour les corps quadratiques imaginaires en adaptarédesdie
Thaine aux unés elliptiques.

On se propose ici @tendre (de facon gtas, conjecturale pour le moment) l&dnie
des uniés elliptiqgues au cas des corps quadratiqéetsr pour lequel la #rorie de la
multiplication complexe fait éfaut.

Cet expoé resume I'essentiel degsultats de [DD], auquel on renvoie le lecteur
pour les @tails et les @monstrations.

Recu le 12 novembre 2003 et, sous forngéirtive, le 31 janvier 2005.
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2. Rappels sur les uniés elliptiques. Soit NV un entier positif, et soifo(N) C SL»(Z)

le sous-groupe de congruence de Hecke éodas matrices triangulaires @rj@ures
modulo N. On césigne parYp(V) la courbe modulaire dont les points complexes
s’identifient au quotient

(21) Yo(N)(C) = H/To(N),

ou H est le demi-plan de Poincausuel sur lequel'o(N) agit par transformations
de Mobius. La courbé&p(NV) est une courbe addriqgue — on en disposeéme d’'un
mocele cefini surQ. On compactified’p(NV) en y adjoignant un nombre fini de pointes
qui sont en bijection avec |d5y(V)-orbites deP1(Q). (Par exemple, lorsqu#’ est
sans facteurs car ces orbites sont en bijection avec les diviseurd'den associant
a un diviseurd 'ensemble de€lements dé?;1(Q) de la forme§ ou pgcda,d) = 1.)
SoitCy :=P1(Q)/I'o(NN) 'ensemble des pointes déy(V) et soits sa cardinali.

On appelleunite modulairetoute fonction reromorphe suXo(/N) qui est holomor-
phe et non-nulle su¥y(NV); c'esta-dire toute fonction rationelle suty(N) dont le
diviseur est suppagtsurCy, et on dsigne paf; le groupe mutiplicatif de ces ugis.
L'application quia o associe son diviseur donne ungction

(2.2) 0% /C*— DiVo(Cy)

dont 'image s’identifie au noyau de I'application naturelle de%é;) dans la Jaco-
bienneJo(N') deXo(IV). A priori, on pourrait s’attendra ce que le group@ 5, /C* soit
souvent trivial lorsque le genre d&) (V) est strictement positif — c’est ce qui arriverait
si limage de DiY(Cy) dans.Jo(NN) était de rang maximady — 1. Le theome de
Manin-Drinfeld [Man] affirme au contraire que BC) engendre un sous-groufiei

de Jo(NN), ce qui implique que

(2.3) rang Oy /C*) = sy — 1.

Les uniés modulaires existent donc en abondance. Cesurémarquables ont troév
de nombreuses applications aritbtiques, notamment dans les travaux de Beilinson
sur les egulateurs et les fonctiongta des courbes modulaires, de Flach sur le groupe
de Selmer du cagr synetriqgue de la re@sentation/-adique assoée a une forme
modulaire, ainsi que dans les travaux plasants de Kato sur la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer sur les extensionsgéibnnes dé).

Concetement, toute famille d’entiers; indexés par les diviseurd de N, et satis-
faisant la conditioﬁzdw ng = 0, donne liewa I'unité modulaire explicite

(2.4) a(r) = [ A(dr)™,
d|N
ou
(25) Afr)=q][@-¢v* q=€",
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est la fonctionA, 'unique forme modulaire normake de poids 12 et de niveau 1.
LorsqueN est sans facteurs cés, les unis de cette forme engendrent un sous-groupe
d’indice fini de©5 /C*. Pour plus d’informations sur les uag modulaires le lecteur
est invie a consulter le livre de Kubert-Lang [KL].

Soit K C C un corps quadratique imaginaire. On appelidre asso@ar € HNK
I'ensemble des matric&scoefficients entiersadini par

26) O, :—{(‘CL Z) € My(Z) : Nlc et a7'+b—7'(c7'+d)}.
L'application
(2.7) 0,— C, <Z 2) — cT +d

identifie @, a un ordre dek” (c’esta-dire un sous-anneau @€ qui est libre de rang
deux en tant qu&-module). Inversement, €9 est un ordre dd{ (dont on suppose,
pour simplifier lesnon@&s subsquents, que son discriminabtest premiea N), on
consicere I'ensemble

(2.8) {[reH : O, =0}

Si cet ensemble est non-vide, la matrice@e qui correspondi D € O est de la
forme

(2.9) (Ci‘;v Z:) o 2=D (modN).

On suppose donc que pos&de une racine cd&red moduloN, que I'on fixe. On pose
ensuite

(2.10) HO ={reH :0,=0 et a,=56 (modN)}.

Cet ensemble est@senre par I'action dd'o(N) par transformations de &bius.
Pour toutr € H®, le Z-module engendr par 1 etr est un®-module projectifA .
dont 'image dans Igroupe de Picard

(2.11) Pic(O) := {O-modules projectifs dank'} /K™
ne cepend que de IBy(N)-orbite der. De surcrdt, I'application naturelle
(2.12) HO /To(N)— Pic(O)

qui en Esulte est undijection Le quotientH®/To(N) hérite ainsi d’'une action
naturelle du groupe Pi©) dont il sera fait usage dans la suite.

Par ailleurs, la thorie du corps de classes identifie ()¢ au groupe de Galois
d’une extension adienneH de K, appeée lecorps de classes d’annea(xring class
field ») asso@a . Sip est un ickal deK relativement premier au discriminant @&
I'isomorphisme deé&ciprocie

(2.13) rec : Pid0)— Gal(H/K)
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associa la classe dg N O I' élement de Frobenius gndans GalH/K).
L'unité modulairen evaliee enr € HY /T'o(N) donne lieua I'unité elliptique

(2.14) u(a,7) = a(r) € C*.

Cet invariant jouit des prop#tes suivantes:

(1) Apres sétre fixé un plongement complexg C C, on a que Elementu(a, 7)
appartienta H*. Plus pécigment,
u(o, 7)7

(2.15) u(a, 7) € Oy [1/N]* et (o 7)

€ 0f

pour toute € GallH/K), ou O désigne comme d’habitude I'anneau des
entiers du corps de nombrés
(2) (Lol DE RECIPROCITE DE SHIMURA). Les applications (fches horizontales) sont
compatibles avec les actions du diagramme suivant :
Pic(0) — =~ Gal(H/K)
(2.16) ® ®
HO/FO(N) -2 - gx

(3) (PREMIERE FORMULE LIMITE DE KRONECKER). Etant doné r ¢ H©, soit
Q- (z,y) 'unique forme quadratique positive satisfaisant

(2.17) Q-(7,1) = 0et DisdQ,) = D.

Cette forme quadratique esstcoefficients entiers, et elle esemeprimitive :
(2.18) Q- (x,y) = Az?+ Bzy + Cy?, pged A, B,C) =1,

avec
(2.19) N|A et B=§ (modN).

On introduit les fonctionséta

(2.20) Cr(s) = ZQT(m,n)_S, C(ayT,8) 1= and‘sgd,(s),

d|N

ou la premére somme se fait sur tous les couples d’entiersn) différents de
(0,0). La formule de Kronecker affirme alors que

221) ¢(a7,0) = 75 logu(a, 7).

Ce sont toutes ces proptis qu’on aimeraiétendre aux corps quadratiquésls.
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3. Corps quadratiques reels. Soit K un corps quadratiqué&el muni d’un plongement
K c R. Tout comme dans le cas imaginaire, on assac¢@ut ordre® de K le groupe
de Picard de&?, pris cette fois asensgtroit,

(3.1) Pic’(O) := {O-modules projectifs dank’} /K,

ou KX désigne le groupe multiplicatif dé&fementgotalement positifde K. La theorie
du corps de classes fournit, comme en (2.13), un isomorphisme

(3.2) rec : Pid(0)— Gal(H/K)

ou H est une extension abenne dek, appete corps de classes d’anneaux (au sens
etroit) asso@a 0.

On se propose de construire au moyen de laimibdulairey desélements explicites
de H*. On se heurte d’'embka certaines difficuéisévidentes :

(1) d'une part, le demi-plan de Poinéane contient aucuélément appartenait
un corps quadratiquéel;

(2) d'autre part, on dispose désultat gatif suivant qui vient de la transcendance
et qui aéte mentioné dans I'expos de Michel Waldschmidt [Wa] :

Théoreme 3.1.SiT € H est un nombre algbrique qui n’est pas quadratique, alors
«(T) est transcendant.

Comme on le verra plus bas, il faudra donc remplacevaluation dex dans la
formule (2.14) par une @ation plus compligée qui fait intervenit’int égration tant
complexaquep-adique

En guise de motivation, on remarque que la diffiett) disparé quand on remplace
le demi-plan de Poincarmpar une variantg-adique

(33) Hp = IP’l((Cp) — Pl((@p),

ou C, désigne le comge deQ, pour la valuatiorp-adique. Ce « demi-plan » non-
archinedien contient de nombrewetements appartenaatk, a condition quep soit
inerte ou ramifié dansk, ce que I'on supposeédormais. On supposere&me, pour
simplifier un peu le€noné&s, quep estinertedansk, et qu'il ne divise pasv.

Pour toutr € H,, N K, on ckfinit alors comme en (2.6)

(3.4) 0, = {(‘C‘ 2) € Ma(Z[1/p]) : Nlc et m+b:T(CT+d)}.

C’est unp-ordre dekK, c’esta-dire, un sous-anneau éequi contientZ[1/p| et qui est
libre de rang deux en tant que module sur ce sous-anneau.
Inversement, en se fixant wrordre O de K de discriminantD > 0 premiera IV,

(3.5) D=6 (modN),
on céfinit comme en (2.10)

(3.6) Hy ={r€MH, : O, =0 et a, =5 (modN)}.
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Cet ensemble est @sere par I'action du groupe

(3.7) r= {(Z Z) € SLy (Z[1/p]) : N\c},

etle quotiem‘Hf/F hérite comme en (2.12) d’une action du groupe de Picart{ @ig
(Il convient ici de remarquer que, parce guest inerte dan’,

(3.8) Pic'(0) = Pic' (O N Ox).

Ainsi il n’y a pas de diference, du point de vue des groupes de Picandvailler avec
un ordre au sens usuel, ou avegilerdre qui s’en éduit en rendant inversible.)
On veut associet toutr € Hg’/l“ un élément explicite

(3.9 u(a, 1) € CJ,
gue I'on appelleraunité specialg et qui jouit conjecturalementde proprétes sem-
blablesa celles des urts elliptiques.

4. Construction des uniés sggciales. La construction de(«, 7) se fait en cingtapes.
(1) On suppose d'abord, sans perte essentielleederglite, que I'unié « satisfait la

propriete suivante.

Hypothese 4.1.11 existe unélement deP;1(Q) tel quea n’ait ni zéro ni pdle en toute

pointe qui est’-équivalentea &.

Cette hypotbse est satisfaite, par exemple, pour I'amtodulaire
(4.1) a(t) = A(T)2A(21) 3A(47),  avect = oo,

ou encore pour I'uné modulaire donge en (2.4) ave€ = co des lors queV est sans
facteurs ca@s et que

(4.2) > dng=0.

dIN

En ¢éréral on peut se ramenér ce cas en exprimant — ou tout au moins, une
puissancex® — comme un produit d’'unés modulaires, invarianté&ventuellement par
un sous-groupe de congruence plus petit, et satisfaisant I'Hypet(#.1).

(2) On introduit I'unitt modulaire

(4.3) o (z) = 2B

invariante sous le groupEy(Np). La dérivee logarithmiquelloga (resp.dloga*)

est une érie d’Eisenstein de poids deux slig(/N) (resp. surl'o(Np)) de termes
constants nuls aux pointes Bé. La proposition suivante construét partir des priodes
(complexes) dé log a* entre ces pointes, un sgstie canonique de mesupeadiques

surP1(Qp).
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Proposition 4.2. Il existe un unique sydme de mesurgsadiquesyi, ., surP1(Q,),
indexees par deglementse, y del’¢, et satisfaisant les axiomes suivants :

(a) pour toutz,y € T¢, on aju, ., (P1(Q,)) = 0;
(b) de plus,

1 Y
(4.4) Py (Zyp) = Zm/ dloga™(z) € Z C Zyp;

(c) pour touty € I et tout sous-ensemble compact ouvedeP1(Q,),

(4.5) Hyz—~y (YWU) = Uw—>y(U)-

La demonstrationélementaire) de cette proposition est expiigulans [DD]§2.1.

La vérification de la propété de distribution satisfaite par,_.,, fait intervenir de fagon
essentielle I'invariance délog o*(z) sous I'ogerateur de Heck®,.

C’est a travers I'axiome (b) de la proposition 4.2 qu'interviennent lésiques
complexes dé log . Ces jgriodes, qui sont des entiers, se calculent par des formules
explicites a1 interviennent desommes de Dedekindt que I'on pourra trouver dans
[DD], §2.5 ou encore dans [Maz].

(3) On introduit I'intégrationp-adique en posant, pour touty € I'¢ et pour tout
71,72 € Hp,

T2 (Y t— 1o
(4.6) dloga := log, dpg—y(t) € Cp,
s P1(Qp) t—m

oulog, : C;—C, estune branche du logarithmpedique étermirée par la condition

(4.7) |ng(p) =0.

La définition (4.6) a I'inconenient de dpendre du choix d'un logarithmeadique,
c'esta-dire d’'une « uniformisante » d&;. Parce que les mesurgs_., sonta valeurs
dansZ (et non seulement dai%,), on peut de toute fagon faire mieux, en posant

T2 (Y t—1 «
(4.8) dloga ;= dpz—y(t) € C,
nJax P1(Qp) \I — T2

ou l'intégrale de droite est une « @grale de Riemann multiplicative » dans laquelle
on a remplae les limites usuelles de sommes de Riemann par des limites de produits
correspondants. C’est dans cetidinition plus fine que l'inkgrali€ des mesurgs, .,
joue un ble essentiel. On remarque ici quersiet r» appartiennend K, N H,,, ou K,
désigne le comgte de K pour la valuatiorp-adique, alors l'ingégrale de (4.8) est
valeurs dand(;;.

(4) L'int égrale multiplicative (4.8) permet d’assoc#er € H, N K, un 2-cocycle

(4.9) ke € Z4(T, K))
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par la egle
MT [Y1V28

(4.10) Kr(71,72) ::][ / dloga € K.
T JImE

Soit

(4.11) ord, : K —Z C K,

I’'homomorphisme habituel.

Théoreme 4.3.L'image naturelle deord,(x,) et delog, (k) dans H2(T', K,,) est
triviale. En particulier, il existe un sous-groupe fibi de K* et unélementé, de
CHI, K)) tels que

(4.12) Ky = d&:  (modU).

Ce treoreme est @monté dans [DD],§2.3. (Voir aussi 163.3 pour org(x.), et le
§4.3 pour log(r-).) Les cemonstrations dor&es dans [DD] sont constructives et il
en ressort des formules explicites pgyr Par exemple, la formule pour Ipg ) fait
intervenir des priodes de &ries d’Eisenstein de poids pair 2 qui s’expriment au
moyen de certaines sommes de Dedekigbgali€es.

On remarque que la formule (4.12) nétermine&, qu’'a multiplication pés par
desélements de hoft’, K /U). Heureusement, on sait que I&anie del” est un
groupefini ([Me], [Se]). Enélargissanéventuellement le sous-groupe fliiide K¢,
I'invariant & est alors éfini sans ambigite.

(5) Soit I'; le stabilisateur de- dansI' pour I'action de ce groupe sui,. Le
groupel'; /(£1) est libre de rang un, et ses delbngrateurs correspondent aux @sit
fondamentales d@ de norme 1. On fixe le choix d’urégérateury, en se donnant une
unite fondamentale de norme 1 d€ et en exigeant que

(4.13) Y (;) :sG).

On pose alors
(4.14) u(a, ) =& (r) € KPX/U.

On peut erifier ([DD], Chapitre 2) que l'invariant(a, 7) ne cepend que dev et
de I'image der dansH]?/F, et pas des autres choix qui c#té faits au cours de sa
construction.

Remarque 4.4La définition dew(«, ) est calgée sur celle des points de Stark-
Heegner sur les courbes elliptiques modulairefinis dans [Darl] et dans le Chapitre
9 de [Dar2]. Dans cette construction, krie d’Eisensteiniloga* est remplaee par
la forme parabolique de poids deux d(Np) assoceea une courbe elliptique de
conducteutVp.

Le corps de classes d’annealxassoce a @ est muni d’une involution canonique
Teo fOUrnie par la conjugaison complexe, qui a priogpgnd d’un plongement d&
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dansC (mais ne @pend pas en fin de compte de ce choix). On se donne aussi un
plongement{ —C,,.
La conjecture principale de [DDfon&e dans |€2.4) pédit que lestléments
u(a, 7) Se comportent comme des w@stelliptiquesa cela pes qu'il s’agit dep-unites
et non d’uniés deH.

Conjecture 4.5. L’élementu(a, 7) appartienta Oy [1/p]*, et

(4.15) Toott(ar, T) = u(a, 7) 7L,

De plus leléments:(a, 7) satisfont unéoi de réciprocié de Shimuraelon laquelle
les applications sont compatibles avec les actions du diagramme suivant :

rec

Pic (0) —"% Gal(H/K)
(4.16) ®) o)
HO/W T

5. FonctionsL. On associe comme avait € HZ(? une forme quadratiqu@.. a coef-
ficients rationnels de discriminant = Disc(O). (Par convention, le discriminant d’'un
p-ordre deK est un entier premiex p.) A priori, les coefficients d€), appartiennent
aZ[1/p]. On suppose qu’ils appartiennent en falf.. Cela peut toujours s’arranger,
quittea remplacer- par unélement de Id'-orbite der ou depr. Une fois cette condi-
tion satisfaite, la matrice, de I'équation (4.13) appartieatSL,(Z), et agit donc par
multiplicationa gauche sur les vecteurs colonnes non-nulgxd&oit

(5.1) W= (2%~ {(0,0)})/{rr)
un choix de regsentants pour cette action. Comme daeguation (2.20), on pose

(5.2) (r(s) == > sgNQ-(m,n))|Q-(m,n)[~%, ((a,7,8) ==Y ngd®Car(s).

(m,n)ew d|N

Cette efinition ressemble en tous poirdscelles de la formule (2.20%, ceci pes
que
(1) Laforme quadratiqu®,(x,y), qui estin@finie, est constante sur lgs-orbites
de (Z? — {0}). Il est donc essentiel, pour obtenir une expression convergente,
de restreindre la somni@/V et nonaZ?2 — {0} tout entier.
(2) Laforme quadratiqu€ ., prend des valeurs epties tant positives quégatives,
ce qui rend Bcessaire la valeur absolue. L&gence du terme s (m,n))
implique que les fonctions: (s) s’expriment comme combinaison &aire des
fonctions¢ (K, x, s) ou lesy parcourent les caraatesimpairsde Gal(H/K),
c’esta-dire ceux pour lesquelg(7.,) = —1. En particulier, les;(s) sont
partout holomorphes, @me ens = 1. On remarque que posdiun entier positif
impair
(53) CT(S) = Z Q(ma n)—s'

(m,n)ew

Le theoeme suivant esta@monté dans le Chapitre 3 de [DD] :
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Théoreme 5.1.¢(a, 7,0) = 35 ord, (u(a, 7)).

Ce esultat permet @tudier la factorisation desédux principaux engengls par les
u(a, 7) etde relier cette factorisatia@dl’ @lément de Brumer-Stickelberggans I'anneau
de group€Z[Gal(H/K)] qui aété introduit dans I'expds de Cornelius Greither [G].
On obtient ainsi le thoreme suivant dans la direction de la conjecture de Brumer-Stark
(cf. [DD], §3.4).

Théoreme 5.2. Si la conjecture 3.5 est vraie, alor€lement de Brumer-Stickelberger
0(H/K) € Z[Gal(H/K)] annulePic(Oy) ® Z[1/2], la partie impaire du groupe de
classes dé{.

Une cemonstration de la conjecture 4.5 fournirait ainsi une preuve de la conjecture
de Brumer-Stark pour les corps de classes d’anneaux de corps quadra&&jaemans
la lignée de la @monstration de Stickelberger pour le caélen surQ qu’a rappete
Greither [G] dans son expesLesp-unitésu(a, 7) joueraient, dans cette approche, le
role des sommes de Gauss dansdmdnstration de Stickelberger.

Les travaux de Wiles [Wi] fournissent unémonstration de la conjecture de Brumer-
Stark pourH / K qui ne s’appuie sur aucune conjecture. &t du tleoeme 5.2 eside
dans le lien gu’ietablit entre la conjecture 4.5 et d’autres conjectures plus classiques. Il
serait bien entendu plus éressant de disposer d’'une implication dans le sens inverse!

D’apres les travaux de Siegel et Deligne-Ribet, il existe une fonction analytique de
la variables € Z,, appeée fonction 2tap-adique, et que I'on noterg,(«, 7, s), qui
est céfinie par la propéte d’'interpolation

(5.4) Gla,T,s) =(1— p*ZS)C(a, T, S)

pour tout entier agatifs = 0 (modp — 1). (La fonction(,(a, 7, s), Si elle existe, est
bien entendu unique puisque les entiezgatifs divisibles pap — 1 sont denses dans
Z,. Toute la difficule est d’en @montrer I'existence.) Le lecteur notera que la fonction
(p(a, 7, 5) s'annule erns = 0 a cause du facteur Eerien qui appafiadans (5.4).

Le théoreme suivant, qui figure dans lagde du second auteur [Das] et dont la
démonstration est reproduite dans le Chapitre 4 de [BRblit un lien entre les urés
u(o, 7) et les valeurs griales de la fonctiog, («, 7, s) ens = 0.

Théoréme 5.3. Si on poséz|? := Normex, /g, (z), alors

(5.5) C{,(a,T, 0) = —%2 log, |u(a,7’)|2.

L'existence d’'unep-unite de H satisfaisant la propgie (4.15) de la conjecture 4.5
ainsi que les thoemes 5.1 et 5.3 &t conjectuée par Gross dans [Grl] et [Gr2]
(conjecture de Gross-Stagkadique). La conjecture 4.5 impligue donc la conjecture
de Gross-Stark-adique — mais elle est plus forte que celle-ci, puisqu’elle permet de
calculer par un praace analytique I'unié de Gross-Stark elledme, et non seulement
sa « valeur absolue ».

Remarque 5.4Le théoeme 5.3 est une variante naturelle de la formule limite de
Kronecker (2.21) pour les corps quadratiquaEss. Le lecteur en trouvera des variantes
plus classiques,lon’intervient pas d’analysg-adique, dans le livre de Siegel [Sie] ou
encore dans [Za].
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English extended abstract. Elliptic units are obtained by evaluating modular units at
quadratic imaginary arguments of the Poirgcapper half-plang{. They are useful for
constructing abelian extensions of imaginary quadratic fields. We propose a conjectural
extension of the theory of elliptic units to the context of real quadratic fields, for which
the classical theory of complex multiplication is not available. It seems necessary to
replaceH by ap-adic analogué, := P1(C,) — P1(Q), which has the structure of a
rigid analytic space.

Fix a real quadratic field{ contained inC, and consider the completiafi, of &
at the unique prime aboye To a modular unitv and to an element of H,, N K we
associate an elemenc, 7) of K which is conjectured to exhibit a behaviour similar
to that of a classical elliptic unit. In particular, thé«, 7) are expected to bg-units
in the appropriate ring class fields &f. The definition ofu(«, 7) proceeds by analogy
with the construction of Stark-Heegner points on modular elliptic curves.

We study the factorization of the ideal generated by the conjegiwraltsu(a, 7),
and relate this factorization to the Brumer-Stark element attached to the corresponding
abelian extension ok’. From this perspective, theunitsu(a, 7) play the same role
as Gauss sums in the proof of Stickelberger’'s theorem. Finally, a relation can also be
established between theadic logarithm ofu(«, 7) and derivatives of the associated
p-adic zeta functions.
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