Ann. Sci. Math. Qébec28(2004), no. 1-2, 65-75.

EXTENSIONS PRESQUE MODULAIRES

MusTtaPHA CHELLALI ET EL HASSANE FLIOUET

RESUME. Soit k£ un corps commutatif de carg@etstiquep > 0. On suppose que
[k : kP] estfini. SoitK une extension purement Earable dé&. Soientm /k (resp.
M/ K) la plus petite extension telle qé€/m (resp.M /k) est modulaire (voir [14]).
On dira queK/k estlg-modulaire (respug-modulaire) sim/k (resp.K /M) est
finie. On caradrise ces deux notions au moyen d’invariantsigé:. On montre
gu’une intersection quelconque portant &usu surK préserve ces deux notions.
Enfin, on donne des exemples d’extensions lgemodulaires et d’extensions non
ug-modulaires.

ABSTRACT. Let k¥ be a commutative field of characterisfic> 0. Suppose that
[k : kP] is finite. Let K be a purely inseparable extensionkof Let m/k (resp.
M/ K) be the smallest extension such thgtm (resp. M /k) is modular (see [14]).
We say thatK/k is lg-modular (resp.ug-modular) ifm/k (resp. K /M) is finite.
Those two notions are characterized by means of invariams/aéf We show that
any intersection witlt or with K preserves these two notions. Finally we provide
examples of extensions which are ngamodular and of extensions which are non
ug-modulaires.

1. Introduction. Soit k£ un corps commutatif de car&eistiquep > 0. On suppose
[k : kP] fini. Autrement dit,k est (essentiellement) (voir [2]) une extensiorélgque
d’'un corps de fractions rationnelld3( X1, X, ..., X,,), avecP parfait. SoitK une
extension purement igparable de:. Le cas @ K /k est finie est bien compris (voir
[5,11,12,13,14]). PouK /k infinie, peu de &ésultats onét obtenus (voir [4,9]). Cette
note s’inscrit dans cette direction. Seit/k (resp.M/ K) la plus petite extension telle
queK /m (resp.M /k) estmodulaire (voir [14]). On dira qu€/ k estlg-modulaire (resp.
ug-modulaire) sim/k (resp.K /M) est finie. On rappell@ la section 4 la &finition
d'une extension modulaire. On caragse ces deux notions au moyen d’invariants
de K /k. On montre qu’une intersection quelconque portantkisau surK préserve
ces deux notions. On montre quedg@modularié entrdne lalg-modularié et qu'une
classe importante d’extensions ségtmodulaires (voir les propositions 5.4, 5.5, 5.6
et le corollaire 5.8). Enfin, on donne des exemples d’extensiong¢gaomodulaires et
d’extensions nong-modulaires maigg-modulaires. Au cours des sections 2, 3 et 4,
on reprend, en les a&hiorant, les notations eésultats de [4], puisqu’ils sont utiés
dans toute leur force ici; sauf pour leetheme 2.8 qui est nouveau et qui caéaige la
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finitude du dege d’'imperfection d’un corps commutatif par la finitude des cliaes
descendantes d’extensions puremenépasables dé:. Les sections 5 et étudient
respectivement les extensiaigsmodulaires et.g-modulaires.

2. Degré d'imperfection relatif. Dans cette sections/k désigne une extension de
corps commutatifs de caré&eistiquep > 0.

Définition 2.1. Une partieG de K est diter-gérérateur dek'/k si K = k(G); si de
plus, |G| est minimum,G est diter-base dek'/k. Une partieA de K est diter-libre
surk si c’est uner-base de:(A)/k; dans le cas contrairg} est diter-liée surk.

SoitG uner-base dg</k. On note diK /k) = |G|, et di( K /k) sera appél le dege
d'irrationalite deK /k. Si K/ k estfinie, on montre (voir [11] par exemple) qu’'une partie
de K est uner-base de&i/k si et seulement si c’est unebase dei/k(KP). Ceci est
la base de la propte 3 du dege d'irrationali€ decrite ci-bas. Les autres proiés
sontélementaires (voir [4]) :

e Soit K/k une sous-extension finie d’'une extensidfk, L un sous-corps de.
Ona:d(L(K)/L(k)) < di(K/E).
e SoientK/k et K»/k des sous-extensions finies d’une extendioftk linéai-
rement disjointes. On a :
— di(Ky(K2)/K2) = di(K1/k);
— di(K1(K>2)/k) = di(K1/k) +di(K2/k) si K1/k, K2/k sont non gparables.
e Soit /L’ une sous-extension d€/k. Ona:d(L/L") < di(K/k).
Rappelons qu’on appelle le dégt'imperfection d’'un corps commutatifie cardinal
d’'une p-base dé: (uner-base de:/kP); on le notera dik). Supposons dk) fini et &
non parfait. Alors pour toute extension finié de k, on a (voir [4]) d( K /k) < di(k).
C’est le tleoeme de [Element primitif gerérali€. Ceci nous agmea regarder de gis
I'entier di(k) (voir [12]).

Théoréme 2.2. Supposondi(k) fini.
(1) SiK/k estfini, alorsdi(K) = di(k).
(2) SiK/k est algebrique €parable, alordi(K) = di(k).
(3) SiK/k est purement ireparable infini, alorsli( K) < di(k).

Corollaire 2.3. Si K/k est algebrique, on ai(K) < di(k).

Une congquence imridiate du teome ci-dessus est la suivante : 0it= (), k*"
le sous-corps parfait maximal de On a dik) < d°tr(k/P) avec l'égalie sik/P est
de type fini. Il existe des contre-exempiebkéegali€; voir [4] et [11, page 72, remarque
1.85].

Un corpsk est dit parfait sk? = k; dans le r@me ordre d’iées, on dit qués/k est
relativement parfaite $i(K?) = K. On a:

e SiK/L etL/k sont relativement parfaites, alak§/k est relativement parfaite.

e Si K/k est relativement parfaite, alofs’/ Lk est relativement parfaite.

e Si K;/k (i € I) sont relativement parfaites, alof$, /;/k est relativement
parfaite.
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Par suite, il existe une plus grande sous-extenkjgk de K /k relativement parfaite.
On la notera:, = rp(K/k). On a les relations d’associat&itransitivié suivantes.

Proposition 2.4. Soit L un corps interrédiaire deK /k. Alors

rp(rp(K/L)/k) = rp(K/k) et rp(K/rp(L/k)) = rp(K /).

Dans la suite il est commode de nofér K] 'ensemble des corps inteédiaires
d’'une extensiork /k.

Corollaire 2.5. Supposongli(k) fini et soit L € [k, K|. Alors K/L finie entraine
k. C L.

En particulier, siK/k est relativement parfaite, alofs/ L finie entrainel = K.
Schematiquement on a urou

k— K

A

trou

et cetrou caracérise le fait quei/k est relativement parfaite. En effet, supposons que
K /k vérifie letrou et soit B unep-base deX/k. Supposons3 # (); soitx € B et
L = k(KP)(B\ {z}); onaK/L finie, doncK = L, ce qui est absurde.

Lemme 2.6. Soit K'/k une extension a&prique avedi(k) fini. Alors nous avons :

() K estrelativement parfaite sur une extension finigge

(i) la suite decroissantg K?" (k)),en est stationnaire suk; = KP"°(k); on a
K /E; finie purement insparable, etk;/k est la plus grande sous-extension
relativement parfaite dé&’/ k.

On aura besoin aussi dasultat suivant :

Proposition 2.7. Soit K/k une extension akprique avedi(k) fini. SoitL € [k, K.
Alorsrp(L/k) = Lrp(K/k).

Le theoeme qui suit joue undde important dans notre travail. Ieidésigne toujours
un corps commutatif et on suppose que toutes les extensiohssoat des sous-
extensions d’une Bme extensiof/k.

Théoreme 2.8.1l estéquivalent de dire :

(1) Toute suite dcroissante d’extensions purementéparables de: est station-
naire.

(2) Tout ensemble d’extensions d@urement ingparables admet ualement mi-
nimal.

(3) di(k) estfini.

Corollaire 2.9. Supposondi(k) fini. Alors la propriete d’extensions purement iysa-
rables dek est stable par intersection quelconque si et seulement si elle est stable par
intersection finie.
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3. Exposants des extensions purement iaparables.

Définition 3.1. Soit K/k une extension purement igarable finie de cararistique
p # 0,z € K. Posons

o(x/k) =inf{m e N: 2" ¢k} et oi(K/k)=inf{mecN: KP" C k}.

Uner-baseB = {a1,ay,...,a,} de K/k est dite canoniquement orda® si pour
7j=L12...,n,0na

o(aj/k(a1,az,...,a;-1)) = o1(K/k(a1,a,...,a;-1)).

Remarque 3.2Touter-base peuétre canoniqguement ordoee.

Lemme 3.3. SiG = {ay, ..., a,} uner-base canoniqguement ordcemdek/ k, alors
olas/k(ag, ..., as_1)) =inf{m € N : di(k(K?")/k) < s — 1}.

Il en résulte imnédiatement [12] le&sultat suivant.

Théoréme 3.4.Les entierso(a;/k(as,...,a;—1)) (1 < i < n) sont incependants du
choix de lar-base canoniquement ordo@®{ay, . . ., a, } de K /k.

On appellera (a;/k(aa, . .., ai—1)) lei® exposant dé&/k et on le notera, (K /k).
Ona
or(K k) > 0p(K/k) > -~ > op(K/k).

On poseo;(K/k) = 0 sii > n. Voici les principales propgtes des exposants; elles
découlent du lemme ci-dessus.

Proposition 3.5.

(i) SoitK etL des corps irérmédiaires d’'une extensioil/k avecK /k purement
inseparable fini. Alors pour tout entiet, on ao;(K(L)/k(L)) < 0j(K/k).
(i) Soit K/k une extension purement ézarable finie. Pour toute sous-extension
L/L’' de K /k et pour toutj € N, onao;(L/L") < 0;(K/k).
(iii) SiKj/k et K»/k sont deux sous-extensions ¢k, alors K1/k et K/k sont
k-linéairement disjointes si et seulement 8iK1(K>)/K>) = 0;(K1/k) pour
toutj € N.

4. Extensions modulaires.On rappelle qu'une extension quelcongii¢k est dite
modulaire si et seulement si pour taute N, K" etk sont K?" N k-linéairement
disjointes. Cette notioné&té definie pour la prengre fois dans [13]. Le #oreme suivant
de Waterhouse joue udle important dans &tude des extensions modulaires (voir [14,
Théeoeme 1.1)).

Théoréme 4.1.SoitK; (i € I) une famille quelconque de sous-corps d’un cdepst
soit K un autre sous-corps de; si K est lineairement disjoint de chaqus;, alors K
est lintairement disjoint d¢); K.
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Corollaire 4.2.

(i) SiK; (i € I) est modulaire suk, alors(), K; est modulaire suk.
(i) SiK est modulaire sur chagque, alors K est modulaire suf), k;.

Comme consquence imradiate de la modulaét on a le esultat suivant.

Proposition 4.3. Soientm, n € Z avecn > m. Si K/k est modulaire, alorg<?" /kP"
est modulaire.

La conditionn > m assure?” ¢ KP™".

Remarque 4.4SoientKy, K>, ..., K,, k-linéairement disjoints. Soierit; des sous-
corps dek;, L =[], L;. Alors LK1, LK>, ..., LK,, sontLk-linéairement disjoints.
Le résultat suivant est bien connu (voir [9]).

Proposition 4.5. SoitK'/k une extension purement ézarable et modulaire; soit pour
tout entiern, k, = k" N K etK, = KP"'k. Alorsk, /k, K, /k, K /k, et K/K,, sont
modulaires.

Proposition 4.6. Soit L/k une sous-extension d’'une extension modulaire fiijé,
avecdi(L/k) = di(K/k). Soits le plus grand entier tel que,(L/k) = o,(L/k) avec
n = di(L/k). Alors il existe une-base canoniquement orda®® (s, ay, . . ., ay,) de
L/k telle queL = k(a1 az, ..., as—1) Q k(as) Q - - Qk k(an).

Corollaire 4.7. Soit K/k une extension purement ézarable et modulaire telle que
di(K/k) < 2. Alors toute sous-extensidry k est modulaire.

Proposition 4.8. Soit K/ k une extension purement gpsarable finie (respectivement,
et modulaire), et soil./k une sous-extension d€/k (respectivement, et modulaire)
avecdi(L/k) = s. SiKP C L, alors il existe une--base canoniquement ordcee
(respectivement, et modulair@)s, ay, ..., a,) de K/k, eteg, ez, ..., es € {1,p} tels
que (a7t o%?, ..., af*) soit uner-base canoniquement orda®m (respectivement, et
modulaire) deL/k. De plus, pourl < j < s, ou bien on a;(K/k) = o0;(L/k),
auquel cag; = 1, ou bieno; (K /k) = o;(L/k) + 1, auquel cag; = p.

Proposition 4.9. Soit K /k une extension purement &arable, relativement parfaite
et modulaire (respectivement firgguiexponentielle). Pour tout entier posonsk,, =
kP™" N K; soit t = di(K/k); soientn,m € N avecn < m (respectivement; <
o(K/k)). Alors les proprétes suivantes songvifiées :
(i) di(ky,/kn) = t; donc[k,, k] = p™;
(i) km/k, estéquiexponentielle d’exposant — n;
Giy 2"V NK =k, et kB = k.

On aura besoin en plus déasultat suivant.

Lemme 4.10. Soit K/ k une extension purement ésarable, relativement parfaite et
modulaire. SoitS/k une sous-extension d€/k relativement parfaite[./k une sous-
extension de&5/k. SiS/L est modulaire, alords/L est modulaire, (et en particulier,
K /S est modulaire).
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5. Extensions Iower-quasi-modulaires.SoitK/k une extension purement isarable
avec d{k) fini. Dans la suite, on note? (K /k) = j—os(kP"' NK). Soitk; = k> 'NK.
Commekfﬂ C k;, par la proposition 4.8, on a

0s(kj/k) < os(kjr1) < os(kj/k) +1.

Il en résulte que pour tout entieyla suite(Usj)jzl est croissante. De plus,Bh C K>,
onalUi(Ky/k) < Ul(K1/k).

Proposition 5.1. Il estéquivalent de dire :

(1) K est modulaire sur une extension finie/de ‘
(2) Pour touts € [1,t] avect = di(k) — di(K), la suite(Uy),>1 est borree.
(3) Il existe un entieyj tel queK /kP’ N K est modulaire.

Théoreme 5.2. Soit K'/k une extension purement ésarable avedi(k) fini. Alors la
plus petite sous-extensiadd/k de K/ k telle queK /M est modulaire n’est pas triviale
(M # K); plus précisement, sk'/k est infinie, alorsi'/M est infinie.

Les preuves comptes de ces deugsultats se trouvent dans [4].

Définition 5.3. Une extension purement igarablek’/k est ditelg-modulaire (lire
lower-quasi-modulaire) gk” est modulaire sur une extension finie/de

D’apres le tleoeme de Waterhouse, il existe un plus petit [k, K] tel queK/m
est modulaire. Par suité’/k estlg-modulaire si et seulementsi/k est finie.

Dans la suite, pouk et k' des sous-corps d’'un &me corps, on noterla ~ £’ si
k C k' etk /k estfinie, ok’ C k etk /K’ est finie.

Proposition 5.4. Supposondi(k) fini.

(i) SiK/k estlg-modulaire ett’ ~ k etk’ C K, alors K/k' estlg-modulaire.
(i) SiK/k estlg-modulaire,K ~ K’ etk C K’, alors K'/k estlg-modulaire.

Proposition 5.5. Soit K/k une extension purement &sarable et soil. € [k, K]|. Si
K /k estlg-modulaire, alorsK'/ L estlg-modulaire.

Soit K/k une extension purement iarable. SoiP le sous-corps parfait maximal
de k. On a K/P modulaire; donc on peut esger K/k lg-modulaire! Autrement
dit, toute extension purement Byarable seraitg-modulaire. Cependank’ /P est
transcendante. Voici un exemple newident d’extension purement igarable et non
lg-modulaire.

Soientkg un corps parfait de carawistiquep > 0 et X, 73, Z» algébriquement

—2n

indépendants suty. Soitk = ko(X, Z1, Z2). Posongs,, = k(X? "~ ,0,) avec

-1 —2 -2 —2n+1 -n —n—1 —n
O =2 XP T+ Z0 TXPTT w20 X 28

Onaé’,, = Z1XP "t 40, doncK,, C K,+. Posonsk — U,, Kn. Lextension
k(XP ™) /k estla plus petite sous-extensian/k de K /k telle quek /m est modulaire.
En effet, soitm /k la plus petite sous-extension @&k telle queK /m est modulaire.
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n+. n

Supposons I'existence de< N tel queX? "™ € metXP " & m; donc(X? " 1) est
libre surm N KP". Prolongeons ce sygnea une basé& de KP" /m N KP". Comme

—2n n—1 —n. p"

(2P XP " P XY T e zp ] = P X

n

+...+Z1A)(1771.|.Z2

et commek ™" etm sontm N K?"-linéairement disjoints (cak /m est modulaire)3
est aussi une base gek?" /m. Alors par identificationZ:? " € K:doncZy’ " € K.
On aura

di(k(X? ", 227, ZP ) k) = 3 < di(K /k) = 2,

ce qui est absurde.

\oici quelques exemples d’extensiolismodulaires. Une extensioR /k est dite
wo-gérérée siK /k est infinie et si pour touk € [k, K[, L/k est finie (voir [6] et [4]
pour des exemples non triviaux d’extensiogrgeréree).

Proposition 5.6. Sidi(k) est fini, toute extension purementépsrable etug-gérérée
dek estlg-modulaire.

Une extension akepriquekK /k est dite simple sk’ = k() (0 € K). Une ¢réralisa-
tion naturelle de cette notion est de dire gli¢k est ¢g-simple si 'ensemble des
corps internédiaires dei(/k est totalement ordomn(voir [4]); dans le cas purement
inséparable, celaquivauta ce que toute sous-extension finieklgk est simple.

SoientF'/k, L/k des sous-extensions d’'une extensidfk. On \erifie immédiate-
ment, en se ramenaatles extensions simples, que nous avons les gitegsuivantes :

e si F'/k estg-simple, alorsL F'/ L estg-simple;
e si F'/k estg-simple, alorsLF = L @ nr F'.

Une extensiotk / k est diteg-finie (lire quasi-finie) si elle est produit fini d’extensions

g-simples.

Proposition 5.7. Toute extensior(/k purement ingparable etg-finie est produit
tensoriel d’extensiong-simples sur une extension finie kle
Corollaire 5.8. Toute extension purement @arableg-finie estlg-modulaire.

Pour la suite de cette section, on montre que comme pour la modularlbwer-
guasi-modularié est pesenee par intersection.

Proposition 5.9. Soit K /k une extension purement &arable avedi(k) fini. Soit
(ki) (i € I) une famille de corps interediaires deK /k. Si K/k; estlg-modulaire
pour touti € I, alors K/, k; estlg-modulaire.

Grace au tkoeme 2.8, on se ragmea |I| = 2, auquel cas leasultat est imradiat.

Corollaire 5.10. Soit K/k une extension purement é&pgarable avedi(k) fini. Alors
il existe une plus petite sous-extensiopik de K /k telle queK/m estig-modulaire.

On peut situer avec pcisionm. Notons Im{ K / k) la plus petite sous-extensian/k
de K /k tel queK /m est modulaire, et Iqif</k) la plus petite sous-extension/k de
K /k tel queK /m estlg-modulaire.
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Proposition 5.11. lgm(K/k) = rp(Im(K/k)/k).

La préservation de la lower-quasi-modulérite '/ k par intersection portant suf
semble beaucoup moiyidente. On aura besoin du lemme technique suivant.

Soient L/k et m/k des sous-extensions finies d’'une extensiofk, avec L/k
purement ingparable. SoiB = (aq, az, . . ., ay,) UNEr-base canoniquement ord@e
de L/k. Posonse; = o;(L/k) ete = o1(m/k). On suppose qu'’il existe un entier
s € [1,n] tel quees_1 — es > e, en particuliere, # es—1. Il existe des constantes
uniquesag € k(LP*"™) avece € {(ix,ia, . .. ,is_1)|0 < i; < p— 1} telles que

€s €s
ol = g ag(ag, az, ..., o5-1)P"" .
3

Supposons de plus que”™ etk(m N KP™) sontm N KP° -linéairement disjoints; en
particulier, ceci estérifié si K'/m est modulaire.

Lemme 5.12. Sous les hypo#ses ci-dessus, on a

—eq+l

V& e {(i1,d2,...,1s-1)|0 <0 <p—1}, a?esekp NnK.
Théoréme 5.13.SoientkK;/k (i € I) une famille de sous-extensiolismodulaires
d’'une extensiof/k, avecdi(k) fini. Alors("), K;/k estlg-modulaire.

D’apres le tlieoeme 2.8, on se ragmea |I| = 2. On utilise alors un raffinement de
la preuve du teoeme de Waterhouse et le lemme ci-dessus.

Corollaire 5.14. SoitK/k une extension purement gpgarable avedi(k) fini. Il existe
une plus petite extensiarl/ K telle queM /k estlg-modulaire.

On ne sait pas situer avecgaision M. Tout ce que I'on peut affirmer est que si
M = ulgm(K/k) et M1 = um(K/k), la plus petite extension/ /K telle queM /k
est modulaire, alors on a ulqifi /k) C rp(um(K/k)/K). Mais l'inclusion peutétre
stricte (voir 'exemple qui suit la Proposition 6.3).

6. Extensions upper-quasi-modulaires.Soit K/k une extension purement &gara-
ble. Il existe une plus petite extensidd/K telle queM /k est modulaire. Dans le
méme ordre d’i@es, on dira qué/k estug-modulaire (lire upper-quasi-modulaire)
si M /K est finie, autrement dit, s'il existe une extension fihjgx telle queL/k est
modulaire.

Proposition 6.1. Sidi(k) est finie,{/k estug-modulaire, K’ ~ K etk C K’, alors
K'/k estug-modulaire.

Théoréme 6.2. Soit K/k une extension purement gsarable avedi(k) fini. Il est
equivalent de dire :

(1) K/k estug-modulaire.
(2) rp(K/k)/k est modulaire.

La proposition qui suit montre que la quasi-modulaétuivauta la lower-quasi-
modularié.
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Proposition 6.3. Toute extension purement émarableug-modulaireK /k, avecdi(k)
fini, estlg-modulaire.

La réciproque est fausse comme le montre I'exemple suivant.

Exemple. Soit P un corps parfait de caragistiquep # 0. Soit(X, Y, Z) algébrique-
ment libre surP. Soit

k=P(X.Y,Z), F= k(X" "), B = k(X7 v* 4 2 )" 7 ) etk = FiFy.

CommeF; F, sontg-simples, selon le corolaire 5.8¢/k estlg-modulaire. Elle
n'est pasug-modulaire, car sinon, comme elle est relativement parfaite, eéafw
theome 6.2 elle serait modulaire. Mais alors poséns XP °YP ' + ZP™": on a
o =YXP ' +Z; le syséme(1, Xp_l) de K? est libre surK? N k; prolongeons-le
en une base d&?/k N KP. CommeK? et k sont lireairement disjoints, c’est une
base dekK?/k; par identification,Y,Z € KP N k; donc Ypfl,prl € K; donc

di(K/k) > di(k(XP~", P, ZP"") /k) = 3, ce qui est absurde.

Théoréme 6.4. Soit K /k une extension purement épgarable avedi(k) fini. Alors il
existe une plus petite extensidfy K telle queM /k estug-modulaire. SoitV/; la plus
petite extension d&” telle queM; /k est modulaire. On &1 = rp(M;/K).

Corollaire 6.5. SoitK;/k (i € I) une famille de sous-extensiomgmodulaires d’'une
extensiorf2/k, avecdi(k) fini. Alors(), K;/k estug-modulaire.

Théoréme 6.6. Soit K'/k une extension purement épgarable avedi(k) fini. Alors il
existe une plus petite extensioty k telle queik’/m estug-modulaire. Soitn; la plus
petite extension de telle querp(K/k)/m1 est modulaire. Alors on & = mj.

Pour la preuve, on utilise de facon essentielle émthme 5.2.

Corollaire 6.7. SoitK/k; (i € I) une famille de sous-extensiomgmodulaires d’une
extension purement iéparablekK’/k. Alors K/ (), k; estug-modulaire.

English extended abstract.Let k be a field of characteristie > 0. Assumek : kP

is finite. Let K be a purely inseparable field extensiorkofThe case wher&'/k is a
finite extension is well understood: see [5,11,12,13,14]. gk infinite, few results
were obtained (see [4,9]) and this note deals with this casenl/ét(resp.M/K) be
the smallest extension such thdy'm (resp.M/k) is modular (see [14]). We say that
K /k is lg-modular (respug-modular) ifm/k (resp.K /M) is finite.

To justify the terminology, lek andk’ be subfields of a field<. Write &k ~ £’ to
mean thatc C &’ and%’/k is finite, ork’ C k andk /K’ is finite. If k U k' C K and
k ~ k', thenK/k islg-modular if only if K /K’ is l[g-modular. Similarly, ift ¢ K N K’
and K ~ K', thenK/k is lg-modular (respug-modular) if and only ifK’ /k is lq-
modular (respug-modular). We characterize these two conceptsrfodularity and
lg-modularity) by means of invariants &f/k.

e Let R/k the greatest subextension®f k which is relatively perfect. Then we
have:
K /k is ug-modular if only if R/k is modular.
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o LetUl(K/k) = j — os(kP™’ N K/k) (see§3 for the definition ofo, (K /k)).
Then we have:

K/k is lg-modular if only if U (K /k) is bounded.

Itturns out that theg-modularity involves thég-modularity. We exhibit an important
class of extensions which afg-modular (see Propositions 5.4, 5.5, 5.6 and Corollary
5.8).

e An extensionK/k is said to bewg-generated ifK'/k is infinite and if for all
L € [k, K|, L/k is finite (see [6] and [4] for examples of extensions which
arewp-generated). It is shown in [4] that under the assumptions above, every
extensionk’/k is composed byo-generated extensions. We have the following:

If K/kiswo-generated, theK /k is lg-modular

e An extensionK /k is said to beg-simple if every finite subextensioh/k of
K /kis simple. An extensiofk /k is said to bej-finite if it is a finite product of
g-simple extensions. We have the following:

If K/k is g-finite, thenK /k is lg-modular

We show that any intersection withor with K preserves these two concepts. Hence
there exists a least subextensiof/k (resp.M’/K) of K/k such thatK/m' (resp.
M’ /k) is lg-modular. And also there exists a least subextensi6pk (resp.M"/K)
of K/k such that/m” (resp.M" / k) is ug-modular. The case df andlg-modularity
seems very non-trivial. We use Theorem 2.8 which exhibits an equivalence of the fact
that[k : kP] is finite with the fact that every decreasing sequence of purely inseparable
field extension of is stationary.

Finally we give examples of extensions which are kemodular and examples of
lg-modular extensions which are rnag-modular.
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