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EXTENSIONS PRESQUE MODULAIRES

MUSTAPHA CHELLALI ET EL HASSANE FLIOUET

RÉSUMÉ. Soit k un corps commutatif de caractéristiquep > 0. On suppose que
[k : kp] est fini. SoitK une extension purement inséparable dek. Soientm/k (resp.
M/K) la plus petite extension telle queK/m (resp.M/k) est modulaire (voir [14]).
On dira queK/k est lq-modulaire (resp.uq-modulaire) sim/k (resp.K/M ) est
finie. On caract́erise ces deux notions au moyen d’invariants deK/k. On montre
qu’une intersection quelconque portant surk ou surK préserve ces deux notions.
Enfin, on donne des exemples d’extensions nonlq-modulaires et d’extensions non
uq-modulaires.

ABSTRACT. Let k be a commutative field of characteristicp > 0. Suppose that
[k : kp] is finite. LetK be a purely inseparable extension ofk. Let m/k (resp.
M/K) be the smallest extension such thatK/m (resp.M/k) is modular (see [14]).
We say thatK/k is lq-modular (resp.uq-modular) ifm/k (resp. K/M ) is finite.
Those two notions are characterized by means of invariants ofK/k. We show that
any intersection withk or with K preserves these two notions. Finally we provide
examples of extensions which are nonlq-modular and of extensions which are non
uq-modulaires.

1. Introduction. Soit k un corps commutatif de caractéristiquep > 0. On suppose
[k : kp] fini. Autrement dit,k est (essentiellement) (voir [2]) une extension algébrique
d’un corps de fractions rationnellesP (X1, X2, . . . , Xn), avecP parfait. SoitK une
extension purement inséparable dek. Le cas òu K/k est finie est bien compris (voir
[5,11,12,13,14]). PourK/k infinie, peu de ŕesultats ont́et́e obtenus (voir [4,9]). Cette
note s’inscrit dans cette direction. Soitm/k (resp.M/K) la plus petite extension telle
queK/m (resp.M/k) est modulaire (voir [14]). On dira queK/k estlq-modulaire (resp.
uq-modulaire) sim/k (resp.K/M ) est finie. On rappellèa la section 4 la d́efinition
d’une extension modulaire. On caractérise ces deux notions au moyen d’invariants
deK/k. On montre qu’une intersection quelconque portant surk ou surK préserve
ces deux notions. On montre que lauq-modularit́e entrâıne lalq-modularit́e et qu’une
classe importante d’extensions sontlq-modulaires (voir les propositions 5.4, 5.5, 5.6
et le corollaire 5.8). Enfin, on donne des exemples d’extensions nonlq-modulaires et
d’extensions nonuq-modulaires maislq-modulaires. Au cours des sections 2, 3 et 4,
on reprend, en les aḿeliorant, les notations et résultats de [4], puisqu’ils sont utilisés
dans toute leur force ici; sauf pour le théor̀eme 2.8 qui est nouveau et qui caractérise la
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66 Extensions presque modulaires

finitude du degŕe d’imperfection d’un corps commutatifk, par la finitude des chaı̂nes
descendantes d’extensions purement inséparables dek. Les sections 5 et 6́etudient
respectivement les extensionslq-modulaires etuq-modulaires.

2. Degŕe d’imperfection relatif. Dans cette section,K/k désigne une extension de
corps commutatifs de caractéristiquep > 0.

Définition 2.1. Une partieG deK est diter-géńerateur deK/k si K = k(G); si de
plus, |G| est minimum,G est diter-base deK/k. Une partieA deK est diter-libre
surk si c’est uner-base dek(A)/k; dans le cas contraire,A est diter-li ée surk.

SoitG uner-base deK/k. On note di(K/k) = |G|, et di(K/k) sera appelé le degŕe
d’irrationalité deK/k. SiK/k est finie, on montre (voir [11] par exemple) qu’une partie
deK est uner-base deK/k si et seulement si c’est uner-base deK/k(Kp). Ceci est
la base de la propriét́e 3 du degŕe d’irrationalit́e d́ecrite ci-bas. Les autres propriét́es
sontélémentaires (voir [4]) :

• SoitK/k une sous-extension finie d’une extensionΩ/k, L un sous-corps deΩ.
On a : di(L(K)/L(k)) ≤ di(K/k).

• SoientK1/k et K2/k des sous-extensions finies d’une extensionK/k linéai-
rement disjointes. On a :

– di(K1(K2)/K2) = di(K1/k);
– di(K1(K2)/k) = di(K1/k) + di(K2/k) si K1/k, K2/k sont non śeparables.

• SoitL/L′ une sous-extension deK/k. On a : di(L/L′) ≤ di(K/k).

Rappelons qu’on appelle le degré d’imperfection d’un corps commutatifk le cardinal
d’unep-base dek (uner-base dek/kp); on le notera di(k). Supposons di(k) fini et k
non parfait. Alors pour toute extension finieK dek, on a (voir [4]) di(K/k) ≤ di(k).
C’est le th́eor̀eme de l’́elément primitif ǵeńeraliśe. Ceci nous am̀eneà regarder de près
l’entier di(k) (voir [12]).

Théorème 2.2.Supposonsdi(k) fini.

(1) SiK/k est fini, alorsdi(K) = di(k).
(2) SiK/k est alǵebrique śeparable, alorsdi(K) = di(k).
(3) SiK/k est purement inśeparable infini, alorsdi(K) < di(k).

Corollaire 2.3. SiK/k est alǵebrique, on adi(K) ≤ di(k).

Une conśequence imḿediate du th́eor̀eme ci-dessus est la suivante : SoitP =
⋂

n kpn

le sous-corps parfait maximal dek. On a di(k) ≤ do tr(k/P ) avec l’́egalit́e sik/P est
de type fini. Il existe des contre-exemplesà l’égalit́e; voir [4] et [11, page 72, remarque
1.85].

Un corpsk est dit parfait sikp = k; dans le m̂eme ordre d’id́ees, on dit queK/k est
relativement parfaite sik(Kp) = K. On a :

• Si K/L etL/k sont relativement parfaites, alorsK/k est relativement parfaite.
• Si K/k est relativement parfaite, alorsLK/Lk est relativement parfaite.
• Si Ki/k (i ∈ I) sont relativement parfaites, alors

∏
i Ki/k est relativement

parfaite.
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Par suite, il existe une plus grande sous-extensionkr/k deK/k relativement parfaite.
On la noterakr = rp(K/k). On a les relations d’associativité-transitivit́e suivantes.

Proposition 2.4. SoitL un corps interḿediaire deK/k. Alors

rp(rp(K/L)/k) = rp(K/k) et rp(K/rp(L/k)) = rp(K/k).

Dans la suite il est commode de noter[k, K] l’ensemble des corps intermédiaires
d’une extensionK/k.

Corollaire 2.5. Supposonsdi(k) fini et soit L ∈ [k,K]. Alors K/L finie entraîne
kr ⊂ L.

En particulier, siK/k est relativement parfaite, alorsK/L finie entraîneL = K.
Sch́ematiquement on a untrou

k // K

trou

OO

et cetrou caract́erise le fait queK/k est relativement parfaite. En effet, supposons que
K/k vérifie le trou et soitB unep-base deK/k. SupposonsB 6= ∅; soit x ∈ B et
L = k(Kp)(B \ {x}); on aK/L finie, doncK = L, ce qui est absurde.

Lemme 2.6. SoitK/k une extension alǵebrique avecdi(k) fini. Alors nous avons :

(i) K est relativement parfaite sur une extension finie dek;
(ii) la suite d́ecroissante(Kpn

(k))n∈N est stationnaire surk1 = Kpn0(k); on a
K/k1 finie purement inśeparable, etk1/k est la plus grande sous-extension
relativement parfaite deK/k.

On aura besoin aussi du résultat suivant :

Proposition 2.7. SoitK/k une extension alǵebrique avecdi(k) fini. SoitL ∈ [k, K].
Alors rp(L/k) = Lrp(K/k).

Le théor̀eme qui suit joue un rôle important dans notre travail. Icik désigne toujours
un corps commutatif et on suppose que toutes les extensions dek sont des sous-
extensions d’une m̂eme extensionΩ/k.

Théorème 2.8. Il est équivalent de dire :

(1) Toute suite d́ecroissante d’extensions purement inséparables dek est station-
naire.

(2) Tout ensemble d’extensions dek purement inśeparables admet uńelément mi-
nimal.

(3) di(k) est fini.

Corollaire 2.9. Supposonsdi(k) fini. Alors la propríet́e d’extensions purement insépa-
rables dek est stable par intersection quelconque si et seulement si elle est stable par
intersection finie.
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3. Exposants des extensions purement inséparables.

Définition 3.1. Soit K/k une extension purement inséparable finie de caractéristique
p 6= 0, x ∈ K. Posons

o(x/k) = inf{m ∈ N : xpm ∈ k} et o1(K/k) = inf{m ∈ N : Kpm ⊂ k}.

Une r-baseB = {a1, a2, . . . , an} de K/k est dite canoniquement ordonnée si pour
j = 1, 2, . . . , n, on a

o(aj/k(a1, a2, . . . , aj−1)) = o1(K/k(a1, a2, . . . , aj−1)).

Remarque 3.2.Touter-base peut̂etre canoniquement ordonnée.

Lemme 3.3. SiG = {a1, . . . , an} uner-base canoniquement ordonnée deK/k, alors

o(as/k(a1, . . . , as−1)) = inf{m ∈ N : di(k(Kpm
)/k) ≤ s− 1}.

Il en résulte imḿediatement [12] le ŕesultat suivant.

Théorème 3.4.Les entierso(ai/k(a1, . . . , ai−1)) (1 ≤ i ≤ n) sont ind́ependants du
choix de lar-base canoniquement ordonnée{a1, . . . , an} deK/k.

On appellerao
(
ai/k(a1, . . . , ai−1)

)
le ie exposant deK/k et on le noteraoi(K/k).

On a
o1(K/k) ≥ o2(K/k) ≥ · · · ≥ on(K/k).

On poseoi(K/k) = 0 si i > n. Voici les principales propriét́es des exposants; elles
découlent du lemme ci-dessus.

Proposition 3.5.

(i) SoitK etL des corps int́ermédiaires d’une extensionΩ/k avecK/k purement
inséparable fini. Alors pour tout entierj, on aoj(K(L)/k(L)) ≤ oj(K/k).

(ii) SoitK/k une extension purement inséparable finie. Pour toute sous-extension
L/L′ deK/k et pour toutj ∈ N, on aoj(L/L′) ≤ oj(K/k).

(iii) SiK1/k etK2/k sont deux sous-extensions deK/k, alorsK1/k etK2/k sont
k-linéairement disjointes si et seulement sioj(K1(K2)/K2) = oj(K1/k) pour
tout j ∈ N.

4. Extensions modulaires.On rappelle qu’une extension quelconqueK/k est dite
modulaire si et seulement si pour toutn ∈ N, Kpn

et k sontKpn ∩ k-linéairement
disjointes. Cette notion áet́e d́efinie pour la premìere fois dans [13]. Le th́eor̀eme suivant
de Waterhouse joue un rôle important dans l’́etude des extensions modulaires (voir [14,
Théor̀eme 1.1]).

Théorème 4.1.SoitKi (i ∈ I) une famille quelconque de sous-corps d’un corpsΩ, et
soitK un autre sous-corps deΩ; si K est lińeairement disjoint de chaqueKi, alorsK
est lińeairement disjoint de

⋂
i Ki.



M. Chellali et El H. Fliouet 69

Corollaire 4.2.

(i) SiKi (i ∈ I) est modulaire surk, alors
⋂

i Ki est modulaire surk.
(ii) SiK est modulaire sur chaqueki, alorsK est modulaire sur

⋂
i ki.

Comme conśequence imḿediate de la modularité, on a le ŕesultat suivant.

Proposition 4.3. Soientm,n ∈ Z avecn ≥ m. SiK/k est modulaire, alorsKpm
/kpn

est modulaire.

La conditionn ≥ m assurekpn ⊂ Kpm
.

Remarque 4.4.SoientK1,K2, . . . , Km k-linéairement disjoints. SoientLi des sous-
corps deKi, L =

∏
i Li. Alors LK1, LK2, . . . , LKm sontLk-linéairement disjoints.

Le résultat suivant est bien connu (voir [9]).

Proposition 4.5. SoitK/k une extension purement inséparable et modulaire; soit pour
tout entiern, kn = kp−n ∩K etKn = Kpn

k. Alorskn/k, Kn/k, K/kn etK/Kn sont
modulaires.

Proposition 4.6. Soit L/k une sous-extension d’une extension modulaire finieK/k,
avecdi(L/k) = di(K/k). Soits le plus grand entier tel queos(L/k) = on(L/k) avec
n = di(L/k). Alors il existe uner-base canoniquement ordonnée(α1, α2, . . . , αn) de
L/k telle queL = k(α1, α2, . . . , αs−1)⊗k k(αs)⊗k · · · ⊗k k(αn).

Corollaire 4.7. SoitK/k une extension purement inséparable et modulaire telle que
di(K/k) ≤ 2. Alors toute sous-extensionL/k est modulaire.

Proposition 4.8. SoitK/k une extension purement inséparable finie (respectivement,
et modulaire), et soitL/k une sous-extension deK/k (respectivement, et modulaire)
avecdi(L/k) = s. Si Kp ⊂ L, alors il existe uner-base canoniquement ordonnée
(respectivement, et modulaire)(α1, α2, . . . , αn) deK/k, ete1, e2, . . . , es ∈ {1, p} tels
que (αe1

1 , αe2
2 , . . . , αes

s ) soit uner-base canoniquement ordonnée (respectivement, et
modulaire) deL/k. De plus, pour1 ≤ j ≤ s, ou bien on aoj(K/k) = oj(L/k),
auquel casej = 1, ou bienoj(K/k) = oj(L/k) + 1, auquel casej = p.

Proposition 4.9. SoitK/k une extension purement inséparable, relativement parfaite
et modulaire (respectivement finieéquiexponentielle). Pour tout entiern, posonskn =
kp−n ∩ K; soit t = di(K/k); soientn, m ∈ N avecn ≤ m (respectivement,n ≤
o(K/k)). Alors les propríet́es suivantes sont vérifiées :

(i) di(km/kn) = t; donc[kn, k] = pnt;
(ii) km/kn estéquiexponentielle d’exposantm− n;

(iii) kp−(m−n)

n ∩K = km et kkpm−n

m = kn.

On aura besoin en plus du résultat suivant.

Lemme 4.10. SoitK/k une extension purement inséparable, relativement parfaite et
modulaire. SoitS/k une sous-extension deK/k relativement parfaite,L/k une sous-
extension deS/k. Si S/L est modulaire, alorsK/L est modulaire, (et en particulier,
K/S est modulaire).
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5. Extensions lower-quasi-modulaires.SoitK/k une extension purement inséparable
avec di(k) fini. Dans la suite, on noteU j

s (K/k) = j−os(kp−j∩K). Soitkj = kp−j∩K.
Commekp

j+1 ⊂ kj , par la proposition 4.8, on a

os(kj/k) ≤ os(kj+1) ≤ os(kj/k) + 1.

Il en résulte que pour tout entiers, la suite(U j
s )j≥1 est croissante. De plus, siK1 ⊂ K2,

on aU j
s (K2/k) ≤ U j

s (K1/k).

Proposition 5.1. Il est équivalent de dire :

(1) K est modulaire sur une extension finie dek.
(2) Pour touts ∈ [1, t] avect = di(k)− di(K), la suite(U j

s )j≥1 est borńee.
(3) Il existe un entierj tel queK/kp−j ∩K est modulaire.

Théorème 5.2.SoitK/k une extension purement inséparable avecdi(k) fini. Alors la
plus petite sous-extensionM/k deK/k telle queK/M est modulaire n’est pas triviale
(M 6= K); plus pŕecisement, siK/k est infinie, alorsK/M est infinie.

Les preuves complètes de ces deux résultats se trouvent dans [4].

Définition 5.3. Une extension purement inséparableK/k est ditelq-modulaire (lire
lower-quasi-modulaire) siK est modulaire sur une extension finie dek.

D’après le th́eor̀eme de Waterhouse, il existe un plus petitm ∈ [k, K] tel queK/m
est modulaire. Par suite,K/k estlq-modulaire si et seulement sim/k est finie.

Dans la suite, pourk et k′ des sous-corps d’un m̂eme corps, on noterak ∼ k′ si
k ⊂ k′ etk′/k est finie, ouk′ ⊂ k etk/k′ est finie.

Proposition 5.4. Supposonsdi(k) fini.

(i) SiK/k estlq-modulaire etk′ ∼ k etk′ ⊂ K, alorsK/k′ estlq-modulaire.
(ii) SiK/k estlq-modulaire,K ∼ K ′ etk ⊂ K ′, alorsK ′/k estlq-modulaire.

Proposition 5.5. SoitK/k une extension purement inséparable et soitL ∈ [k, K]. Si
K/k estlq-modulaire, alorsK/L estlq-modulaire.

SoitK/k une extension purement inséparable. SoitP le sous-corps parfait maximal
de k. On a K/P modulaire; donc on peut espérer K/k lq-modulaire! Autrement
dit, toute extension purement inséparable seraitlq-modulaire. CependantK/P est
transcendante. Voici un exemple nonévident d’extension purement inséparable et non
lq-modulaire.

Soientk0 un corps parfait de caractéristiquep > 0 et X, Z1, Z2 algébriquement
indépendants surk0. Soitk = k0(X,Z1, Z2). PosonsKn = k(Xp−2n

, θn) avec

θn = Zp−1

1 Xp−2n
+ Zp−2

1 Xp−2n+1
+ · · · + Zp−n

1 Xp−n−1
+ Zp−n

2 .

On aθp
n+1 = Z1X

p−2n−1
+ θn; doncKn ⊂ Kn+1. PosonsK =

⋃
n Kn. L’extension

k(Xp−∞)/k est la plus petite sous-extensionm/k deK/k telle queK/m est modulaire.
En effet, soitm/k la plus petite sous-extension deK/k telle queK/m est modulaire.
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Supposons l’existence den ∈ N tel queXp−n+1 ∈ m etXp−n 6∈ m; donc(Xp−n
, 1) est

libre surm ∩Kpn
. Prolongeons ce systèmeà une baseB deKpn

/m ∩Kpn
. Comme

[Z1
p−1

Xp−2n
+ · · · + Z1

p−n
Xp−n−1

+ Z2
p−n

]
pn

= Z1
pn−1

Xp−n
+ · · · + Z1X

p−1
+ Z2

et commeKpn
etm sontm ∩Kpn

-linéairement disjoints (carK/m est modulaire),B
est aussi une base demKpn

/m. Alors par identification,Z1
p−1 ∈ K; doncZ2

p−1 ∈ K.
On aura

di(k(Xp−1
, Z1

p−1
, Z2

p−1
)/k) = 3≤ di(K/k) = 2,

ce qui est absurde.
Voici quelques exemples d’extensionslq-modulaires. Une extensionK/k est dite

w0-géńeŕee siK/k est infinie et si pour toutL ∈ [k,K[, L/k est finie (voir [6] et [4]
pour des exemples non triviaux d’extensionw0-géńeŕee).

Proposition 5.6. Sidi(k) est fini, toute extension purement inséparable etw0-géńerée
dek estlq-modulaire.

Une extension alǵebriqueK/k est dite simple siK = k(θ) (θ ∈ K). Une ǵeńeralisa-
tion naturelle de cette notion est de dire queK/k est q-simple si l’ensemble des
corps interḿediaires deK/k est totalement ordonné (voir [4]); dans le cas purement
inséparable, celáequivautà ce que toute sous-extension finie deK/k est simple.

SoientF/k, L/k des sous-extensions d’une extensionΩ/k. On v́erifie immédiate-
ment, en se ramenantà des extensions simples, que nous avons les propriét́es suivantes :

• si F/k estq-simple, alorsLF/L estq-simple;
• si F/k estq-simple, alorsLF = L⊗L∩F F .

Une extensionK/k est diteq-finie (lire quasi-finie) si elle est produit fini d’extensions
q-simples.

Proposition 5.7. Toute extensionK/k purement inśeparable etq-finie est produit
tensoriel d’extensionsq-simples sur une extension finie dek.

Corollaire 5.8. Toute extension purement inséparableq-finie estlq-modulaire.

Pour la suite de cette section, on montre que comme pour la modularité, la lower-
quasi-modularit́e est pŕeserv́ee par intersection.

Proposition 5.9. Soit K/k une extension purement inséparable avecdi(k) fini. Soit
(ki) (i ∈ I) une famille de corps interḿediaires deK/k. Si K/ki est lq-modulaire
pour touti ∈ I, alorsK/

⋂
i ki estlq-modulaire.

Grâce au th́eor̀eme 2.8, on se ram̀eneà |I| = 2, auquel cas le résultat est imḿediat.

Corollaire 5.10. SoitK/k une extension purement inséparable avecdi(k) fini. Alors
il existe une plus petite sous-extensionm/k deK/k telle queK/m estlq-modulaire.

On peut situer avec précisionm. Notons lm(K/k) la plus petite sous-extensionm/k
deK/k tel queK/m est modulaire, et lqm(K/k) la plus petite sous-extensionm/k de
K/k tel queK/m estlq-modulaire.
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Proposition 5.11. lqm(K/k) = rp(lm(K/k)/k).

La pŕeservation de la lower-quasi-modularité deK/k par intersection portant surK
semble beaucoup moinsévidente. On aura besoin du lemme technique suivant.

Soient L/k et m/k des sous-extensions finies d’une extensionK/k, avecL/k
purement inśeparable. SoitB = (α1, α2, . . . , αn) uner-base canoniquement ordonnée
de L/k. Posonsei = oi(L/k) et e = o1(m/k). On suppose qu’il existe un entier
s ∈ [1, n] tel quees−1 − es > e, en particulieres 6= es−1. Il existe des constantes
uniquesaξ ∈ k(Lpes+1

) avecξ ∈ {(i1, i2, . . . , is−1)|0≤ ij ≤ p− 1} telles que

αpes

s =
∑

ξ

aξ(α1, α2, . . . , αs−1)ξpes
.

Supposons de plus queKpes etk(m∩Kpes ) sontm∩Kpes -linéairement disjoints; en
particulier, ceci est v́erifié siK/m est modulaire.

Lemme 5.12. Sous les hypoth̀eses ci-dessus, on a

∀ ξ ∈ {(i1, i2, . . . , is−1) |0≤ ij ≤ p− 1} , ap−es

ξ ∈ kp−e1+1 ∩K.

Théorème 5.13.SoientKi/k (i ∈ I) une famille de sous-extensionslq-modulaires
d’une extensionΩ/k, avecdi(k) fini. Alors

⋂
i Ki/k estlq-modulaire.

D’après le th́eor̀eme 2.8, on se ram̀eneà |I| = 2. On utilise alors un raffinement de
la preuve du th́eor̀eme de Waterhouse et le lemme ci-dessus.

Corollaire 5.14. SoitK/k une extension purement inséparable avecdi(k) fini. Il existe
une plus petite extensionM/K telle queM/k estlq-modulaire.

On ne sait pas situer avec précisionM . Tout ce que l’on peut affirmer est que si
M = ulqm(K/k) et M1 = um(K/k), la plus petite extensionM/K telle queM/k
est modulaire, alors on a ulqm(K/k) ⊂ rp(um(K/k)/K). Mais l’inclusion peut̂etre
stricte (voir l’exemple qui suit la Proposition 6.3).

6. Extensions upper-quasi-modulaires.Soit K/k une extension purement insépara-
ble. Il existe une plus petite extensionM/K telle queM/k est modulaire. Dans le
même ordre d’id́ees, on dira queK/k estuq-modulaire (lire upper-quasi-modulaire)
si M/K est finie, autrement dit, s’il existe une extension finieL/K telle queL/k est
modulaire.

Proposition 6.1. Si di(k) est finie,K/k estuq-modulaire,K ′ ∼ K et k ⊂ K ′, alors
K ′/k estuq-modulaire.

Théorème 6.2.Soit K/k une extension purement inséparable avecdi(k) fini. Il est
équivalent de dire :

(1) K/k estuq-modulaire.
(2) rp(K/k)/k est modulaire.

La proposition qui suit montre que la quasi-modularité équivautà la lower-quasi-
modularit́e.
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Proposition 6.3. Toute extension purement inséparableuq-modulaireK/k, avecdi(k)
fini, estlq-modulaire.

La réciproque est fausse comme le montre l’exemple suivant.

Exemple. SoitP un corps parfait de caractéristiquep 6= 0. Soit(X,Y, Z) algébrique-
ment libre surP . Soit

k = P (X, Y, Z), F1 = k
(
Xp−∞)

, F2 = k
((

Xp−2
Y p−1

+ Zp−1)p−∞
)

etK = F1F2.

CommeF1 F2 sont q-simples, selon le corolaire 5.8,K/k est lq-modulaire. Elle
n’est pasuq-modulaire, car sinon, comme elle est relativement parfaite, d’après le
théor̀eme 6.2 elle serait modulaire. Mais alors posonsθ = Xp−2

Y p−1
+ Zp−1

; on a
θp = Y Xp−1

+ Z; le syst̀eme(1, Xp−1
) de Kp est libre surKp ∩ k; prolongeons-le

en une base deKp/k ∩ Kp. CommeKp et k sont lińeairement disjoints, c’est une
base dekKp/k; par identification,Y, Z ∈ Kp ∩ k; donc Y p−1

, Zp−1 ∈ K; donc
di(K/k) ≥ di(k(Xp−2

, Y p−1
, Zp−1

)/k) = 3, ce qui est absurde.

Théorème 6.4.SoitK/k une extension purement inséparable avecdi(k) fini. Alors il
existe une plus petite extensionM/K telle queM/k estuq-modulaire. SoitM1 la plus
petite extension deK telle queM1/k est modulaire. On aM = rp(M1/K).

Corollaire 6.5. SoitKi/k (i ∈ I) une famille de sous-extensionsuq-modulaires d’une
extensionΩ/k, avecdi(k) fini. Alors

⋂
i Ki/k estuq-modulaire.

Théorème 6.6.SoitK/k une extension purement inséparable avecdi(k) fini. Alors il
existe une plus petite extensionm/k telle queK/m estuq-modulaire. Soitm1 la plus
petite extension dek telle querp(K/k)/m1 est modulaire. Alors on am = m1.

Pour la preuve, on utilise de façon essentielle le théor̀eme 5.2.

Corollaire 6.7. SoitK/ki (i ∈ I) une famille de sous-extensionsuq-modulaires d’une
extension purement inséparableK/k. AlorsK/

⋂
i ki estuq-modulaire.

English extended abstract.Let k be a field of characteristicp > 0. Assume[k : kp]
is finite. LetK be a purely inseparable field extension ofk. The case whereK/k is a
finite extension is well understood: see [5,11,12,13,14]. ForK/k infinite, few results
were obtained (see [4,9]) and this note deals with this case. Letm/k (resp.M/K) be
the smallest extension such thatK/m (resp.M/k) is modular (see [14]). We say that
K/k is lq-modular (resp.uq-modular) ifm/k (resp.K/M ) is finite.

To justify the terminology, letk andk′ be subfields of a fieldK. Write k ∼ k′ to
mean thatk ⊂ k′ andk′/k is finite, ork′ ⊂ k andk/k′ is finite. If k ∪ k′ ⊂ K and
k ∼ k′, thenK/k is lq-modular if only ifK/k′ is lq-modular. Similarly, ifk ⊂ K ∩K ′

andK ∼ K ′, thenK/k is lq-modular (resp.uq-modular) if and only ifK ′/k is lq-
modular (resp.uq-modular). We characterize these two concepts (uq-modularity and
lq-modularity) by means of invariants ofK/k.

• Let R/k the greatest subextension ofK/k which is relatively perfect. Then we
have:

K/k is uq-modular if only ifR/k is modular.
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• Let U j
s (K/k) = j − os(kp−j ∩ K/k) (see§3 for the definition ofos(K/k)).

Then we have:

K/k is lq-modular if only ifU j
s (K/k) is bounded.

It turns out that theuq-modularity involves thelq-modularity. We exhibit an important
class of extensions which arelq-modular (see Propositions 5.4, 5.5, 5.6 and Corollary
5.8).

• An extensionK/k is said to bew0-generated ifK/k is infinite and if for all
L ∈ [k, K[, L/k is finite (see [6] and [4] for examples of extensions which
arew0-generated). It is shown in [4] that under the assumptions above, every
extensionK/k is composed byw0-generated extensions. We have the following:

If K/k is w0-generated, thenK/k is lq-modular.

• An extensionK/k is said to beq-simple if every finite subextensionL/k of
K/k is simple. An extensionK/k is said to beq-finite if it is a finite product of
q-simple extensions. We have the following:

If K/k is q-finite, thenK/k is lq-modular.

We show that any intersection withk or with K preserves these two concepts. Hence
there exists a least subextensionm′/k (resp.M ′/K) of K/k such thatK/m′ (resp.
M ′/k) is lq-modular. And also there exists a least subextensionm′′/k (resp.M ′′/K)
of K/k such thatK/m′′ (resp.M ′′/k) is uq-modular. The case ofK andlq-modularity
seems very non-trivial. We use Theorem 2.8 which exhibits an equivalence of the fact
that [k : kp] is finite with the fact that every decreasing sequence of purely inseparable
field extension ofk is stationary.

Finally we give examples of extensions which are notlq-modular and examples of
lq-modular extensions which are notuq-modular.
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