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SUR LA REPRÉSENTATION INT ÉGRALE DES

GROUPES CYCLIQUES ET LES FACTEURS DE BASES

MOHAMED ELHASSANI CHARKANI ET MOHAMED BERTIT

RÉSUMÉ. Dans cet article, on utilise certains résultats profonds sur les résultants des
polynômes cyclotomiques pourétablir de nouveaux résultats sur la représentation
intégrale. Plus pŕeciśement, pour tout groupe cyclique finiG, on étudie les id́eaux
premiers minimaux de l’anneau de groupeZ[G] et on donne certaines propriét́es
d’une importante famille deZ[G]-ordres etZ[G]-latticesM∆ qui contient la famille
de Z[G]-lattices appeĺes les facteurs de bases par E. Beneish [Bene 90]. Nous
calculons aussi le premier groupe de cohomologie desZ[G]-latticesM∆ et nous
décrivons leur ind́ecomposabilit́e en appliquant certains résultats ŕecents de la th́eorie
des graphes.

ABSTRACT. In this work we use some deep results on cyclotomic polynomials and
their resultants to give some new results on integral representations. More precisely,
for any finite cyclic groupG, we study minimal prime ideals of the group ringZ[G]
and exhibit some properties of an important family ofZ-orders andZ[G]-lattices
M∆ which include the family ofZ[G]-lattices called basic summands by E. Beneish
[Bene 90]. We also calculate the first group of cohomology of theZ-ordersM∆ and
by using graph theory, we describe their indecomposability.

1. Introduction. Dans tout ce travail on prendG un groupe cyclique d’ordren et de
géńerateurσ. On note parD(n) l’ensemble des diviseurs den et pard un élément
de D(n). Après avoir introduit les principales notations dans la section 2, on définit
dans la section 3 le grapheGn(M) assocíe à unZ[G]-latticeM et on donne certaines
propríet́es des graphes connexes. Dans la section 4, on montre le théor̀eme 4.3 qui
donne une condition ńecessaire et suffisante sur∆ pour queM∆ soit unZ[G]-module
indécomposable. Le corollaire 4.5 montre que si∆ est satuŕe,M∆ est unZ[G]-module
indécomposable. Le corollaire 4.6 donne un critère sur le grapheGn(M) pour tester si
unZ[G]-latticeM est d́ecomposable ou non.

La section 5 est consacréeà l’étude cohomologique; on dit qu’unZ[G]-latticeM est
H1-trivial si pour tout sous-groupeA deG, H1(A, M) = 0. Le ŕesultat fondamental de
cette section est la proposition 5.2 qui donne une condition nécessaire et suffisante sur∆
pour que leZ-ordreM∆ soit unZ[G]-latticeH1-trivial. De la m̂eme manìere, on d́eduit
le corollaire 5.4 qui affirme queM∆ est unZ[G]-module inversible si et seulement si
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∆ est satuŕe. Dans la section 6, on montre que l’utilisation desQ-caract̀eres permet
de donner une d́emonstration plus simple du théor̀eme 1.1 (cit́e dans [Bene 90]), de
même qu’une condition ńecessaire et suffisante sur les coefficients desQ-caract̀eres
d’un Q[G]-module pour qu’il soit de permutation.

2. Préliminaires et notations. Soit G un groupe ab́elien fini. UnZ[G]-lattice est un
Z[G]-module de type fini qui est libre surZ. Un Z[G]-moduleP est dit de permutation
siP est unZ[G]-lattice qui admet pour base surZ unG-ensemble fini. UnZ[G]-module
M est dit inversible s’il est facteur direct d’un module de permutation.

Soit G un groupe cyclique d’ordren et de ǵeńerateurσ. On sait que l’ensemble
XQ(G) desQ-caract̀eres deG est identifíe à l’ensembleD(n) des diviseurs den. Plus
préciśement,

XQ(G) = {χd : d divise n}
oùχd est leQ-caract̀ere deG dont le noyau est le sous-groupeGd = 〈σd〉 deG, assocíe
auQ[G]-moduleQ[ζd] (ζd étant unede racine primitive de l’unit́e). On note aussi par
Ψd le Q-caract̀ere1G

Gd
deG. Les(Ψd)d|n forment une base du groupe de Grothendieck

RQ(G) de la cat́egorie desQ[G]-modules (voir [Ser 71], p. 119).
Pour toute partie∆ deD(n), on d́efinit l’id éal

J∆ :=
∏

d∈∆

Φd(σ)Z[G]

où Φd est lede polynôme cyclotomique. Si∆ est vide on poseJ∆ = Z[G]. Lorsque∆
est ŕeduità un singleton{d}, onécrit tout simplementJd au lieu deJ∆ et si∆ = D(n)
alorsJ∆ est l’idéal nul. Il est clair que si∆ est non vide alorsJ∆ =

∏
d∈∆ Jd. Si ∆ et

∆′ sont deux parties disjointes deD(n), alorsJ∆ · J∆′ = J∆∪∆′ . On note queJd est
un idéal premier minimal deZ[G] et que les seuls id́eaux premiers minimaux deZ[G]
sont les id́eauxJd. Ceci permet de voir queJ∆ ⊆ J∆′ si et seulement si∆′ ⊆ ∆.

De même, pour toute partie non vide∆ deD(n), on d́efinit le Z[G]-latticeM∆ :=
e∆ · Z[G] où e∆ est l’idempotent deQ[G] égal à

∑
d∈∆ ed, (où ed est l’idempotent

assocíe àχd). Si∆ est vide, on poseM∆ = (0) l’id éal nul. On note que leZ[G]-lattice
M∆ est aussi unZ-ordre dee∆Q[G].

3. Graphe assocíe à un Z[G]-lattice. On rappelle (voir [G-Y 99] ou [C 2002]) qu’un
grapheG = (V,E) est la donńee de deux ensemblesV et E où E est un ensemble
des paires d’́eléments deV , E ⊆ V 2. Leséléments deV s’appellent les sommets et
leséléments deE s’appellent les arêtes. Deux partiesX etY d’un grapheG = (V,E)
sont dites voisines dansG si X contient au moins un sommet qui a un sommet voisin
dansY . Dans le cas contraire, on dit queX etY sont śepaŕes dansG.

Pour tout entiern, on note parD(n) l’ensemble des diviseurs den. On d́efinit sur
l’ensembleD(n) le grapheDn = (D(n), E) par [d, d′] ∈ E (où d et d′ sont deux
éléments deD(n)) s’il existe un entier premierp tel qued′ = psd ou d = ptd′. Pour
toute partie∆ de D(n), on d́efinit le grapheDn(∆) commeétant le sous-graphe de
Dn induit par∆ (voir la notion de sous-graphe induit dans [G-Y 99] et [C 2002]). De
même pour tout entiern, on d́efinit sur l’ensembleD(n) le grapheGn = (D(n), E)
par[d, d′] ∈ E (où d etd′ sont deux́eléments deD(n)) si Jd + Jd′ 6= Z[G].
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Une partie non vide∆ deD(n) est ditesatuŕee(oucroissante, voir [D-P 90]) si pour
tout élémentk de∆, D(k) est inclus dans∆.

Lemme 3.1. Soit G = (V,E) un graphe d’ordren ≥ 2. Alors G est connexe si et
seulement si pour toute partition non vide(I,K) deV , il existe(i0, k0) dansI ×K tel
que(i0, k0) ∈ E.

Proposition 3.2. Pour tout entiern le grapheDn est connexe. En plus, pour toute
partie satuŕee∆ deD(n),Dn(∆) est connexe.

Démonstration.En effet, on applique les résultats de [C 2003] et le critère de connexité
donńe par le lemme 3.1. ¤

SoitM unZ[G]-lattice (c’est-à-dire queM est unZ[G]-module de type fini libre sur
Z); alorsQ⊗ZM est identifíe àQ ·M . On d́esigne par∆M l’ensemble des diviseursk
den tels queekQ ·M 6= 0 :

∆M = {k|n : ekQ ·M 6= 0 }.

On d́esigne parGn(M) ou tout simplement∆M le sous-graphe deGn induit par∆M .
Le grapheGn(M) est dit le graphe associé àM .

Proposition 3.3. Soientd etd′ deux diviseurs den et δ leur pgcd(δ = (d, d′)). Alors
Jd + Jd′ = Z[G] si et seulement si ou bienδ 6= d et δ 6= d′, ou bienδ = d etd′/d est
compośe, ou bienδ = d′ etd/d′ est compośe.

Démonstration.Soit δ le pgcd ded et d′. Alors d’apr̀es [Adn] (page 27), le résultant
Res(Φd(X),Φd′(X)) des polyn̂omesΦd(X) et Φd′(X) estégalà±1 si et seulement
si ou bienδ 6= d et δ 6= d′, ou bienδ = d et d′/d est compośe, ou bienδ = d′ et
d/d′ est compośe. De plus, le corollaire 1 de [Bour 81] (chapitre 4 page 73) entraı̂ne
que Φd(X) et Φd′(X) vérifient l’identit́e de Bezout dansZ[X] si et seulement si
Res(Φd(X),Φd′(X)) = ±1. Donc les deux polyn̂omesΦd(X) et Φd′(X) vérifient
l’identité de Bezout dansZ[X] si et seulement si ou bienδ 6= d etδ 6= d′, ou bienδ = d
etd′/d est compośe, ou bienδ = d′ etd/d′ est compośe. De plus, l’application

Z[X] −→ Z[G]

P (X) 7−→ P (σ)

est un homomorphisme d’anneaux surjectif dont le noyau est(Xn − 1)Z[X]. Donc
si Φd(X) et Φd′(X) vérifient l’identit́e de Bezout dansZ[X], alorsJd + Jd′ = Z[G].
Si Jd + Jd′ = Z[G], alors il existeP (X) et P ′(X) dansZ[X] tels queΦd(σ)P (σ) +
Φd′(σ)P ′(σ) = 1. Donc il existeQ(X) dansZ[X] tel que

Φd(X)P (X) + Φd′(X)P ′(X) + (Xn − 1)Q(X) = 1,

et commeΦd(X) diviseXn− 1 dansZ[X], alorsΦd(X) etΦd′(X) vérifient l’identit́e
de Bezout dansZ[X]. ¤
Corollaire 3.4. Les graphesDn etGn sont isomorphes.
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4. Quelques propríetés deM∆. Soit∆ une partie deD(n). On rappelle queG est un
groupe cyclique d’ordren etσ un ǵeńerateur deG.

Proposition 4.1. (1) Pour toute partie∆ de D(n), on a J∆ = AnnZ[G] M∆ et par
conśequent, l’isomorphismeM∆

∼= Z[G]/J∆.

(2) Pour tout diviseurd den, on aG̃d = n
d

∑

k| d
ek et par conśequent,

e∆G̃d =
n

d
e∆′

où ∆′ = ∆ ∩ D(d) et G̃d est la somme deśeléments du sous-groupeGd = 〈σd〉
d’indiced deG.

Démonstration.(1) Il suffit d’appliquer le lemme 1.5 de [C 1992].
(2) Il suffit d’appliquer les propríet́es des idempotents primitifs et le fait qued

nG̃d

est l’idempotent associé àQ[G/Gd] (voir [B 1997]). ¤
Corollaire 4.2. Soientd un diviseur den et∆ un sous-ensemble non vide deD(n). Si
∆′ = ∆ ∩ D(d), alors

(M∆)G̃d
= J∆′M∆.

Démonstration.On rappelle qu’on a d́ejà vu queJ∆ = AnnZ[G] M∆. Donc pour tout
u dansZ[G], on ae∆u = 0 si et seulement siu ∈ J∆. Or e∆G̃d = n

d e∆′ . Par suite,
e∆G̃d u = 0 si et seulement sie∆′u = 0 si et seulement siu ∈ J∆′ . ¤

Les propríet́es des polyn̂omes cyclotomiques (voir [Bour 81]) permettent aussi d’éta-
blir que

G̃d =
∏

k/∈D(d)

Φk(σ).

De même, on peut́etablir que sid est un diviseur den et∆ = D(d), alorsJ∆ = IdZ[G]
où Id est l’idéal d’augmentation deZ[Gd]. De plus, on a

M∆
∼=

∏

d∈D(n)−∆

Jd = J∆c

où ∆c est le compĺementaire de∆ dansD(n).
Le théor̀eme 4.3 donne une condition nécessaire et suffisante sur∆ pour queM∆

soit unZ[G]-module ind́ecomposable.

Théorème 4.3.Le Z[G]-moduleM∆ est unZ[G]-module ind́ecomposable si et seule-
ment siGn(∆) est connexe.

Avant de montrer le th́eor̀eme 4.3, on a besoin du lemme suivant qui caractérise
quand deux id́eauxJI et JK sontétrangers dansZ[G].

Lemme 4.4. SoientI etK deux sous-ensembles non vides deD(n). AlorsJI + JK =
Z[G] si et seulement si pour tout couple(i, k) dansI ×K on aJi + Jk = Z[G].

Démonstration.Si
∏

i∈I Ji +
∏

k∈K Jk = Z[G], alors il est clair que pour tout couple
(i, k) de I × K on aJi + Jk = Z[G]. Inversement, supposons que pour tout couple
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(i, k) deI ×K on aJi + Jk = Z[G]. Donc pour tout couple(i, k) deI ×K, il existe
ui etvk dansZ[G] tels queuiΦi(σ) + vkΦk(σ) = 1; ainsi, en calculant le produit

∏

i∈I

(uiΦi(σ) + vkΦk(σ)) = 1,

on aura
(∏

i∈I

ui

)∏

i∈I

Φi(σ) + Φk(σ)vk

∑

j∈I


 ∏

i∈I −{j}
(uiΦi(σ))


 = 1.

Donc pour toutk dansK, il existexk etyk dansZ[G] tels que

xk

(∏

i∈I

Φi(σ)

)
+ ykΦk(σ) = 1.

De même, l’́egalit́e

∏

k∈K

(
xk

(∏

i∈I

Φi(σ)

)
+ ykΦk(σ)

)
= 1

entrâıne que
( ∏

k∈K

yk

) ∏

k∈K

Φk(σ) + xk

(∏

i∈I

Φi(σ)

)
∑

j∈K

∏

j∈K−{k}
yjΦj(σ)


 = 1.

D’où JI + JK = Z[G]. ¤
Démonstration du th́eor̀eme 4.3.(⇒) On va montrer que pour toute partition non vide
(I,K) de∆, il existe(i0, k0) dansI×K tel queJi0 +Jk0 6= Z[G]. S’il existeI, K 6= ∅
tels que la ŕeunion disjointeI∪K = ∆ et que pour tout(i, k) ∈ I×K, Ji +Jk = Z[G],
alorsJI + JK = Z[G]. Par suite,JI ∩ JK = JIJK = J∆. Comme lesJi sont des
idéaux premiers deZ[G] et que le couple(I, K) forme une partition disjointe non vide
de∆, alorsJI 6= J∆ etJK 6= J∆. Donc

Z[G]/J∆
∼= JI

J∆
⊕ JK

J∆

constitue une d́ecomposition non triviale, ce qui est absurde carM∆
∼= Z[G]/J∆ et

M∆ est ind́ecomposable.
(⇐) Supposons qu’il existe deux idéauxL1 etL2 deZ[G] tels queL1 + L2 = Z[G]

et L1 ∩ L2 = J∆. Soit Ij = {i ∈ ∆ | Lj ⊆ Ji}, avecj = 1, 2. D’une part, on a
L1 · L2 ⊆ L1 ∩ L2 = J∆; donc pour toutd dans∆, on aL1 ⊆ Jd ou L2 ⊆ Jd. Ainsi
tout élément de∆ est unélément deI1 ∪ I2 et par suiteI1 ∪ I2 = ∆. D’autre part, si
d ∈ I1 ∩ I2, alorsJd ⊇ L1 + L2 = Z[G], ce qui est absurde. DoncI1 ∩ I2 = ∅. Si I1

etI2 sont tous les deux non vides, alors par hypothèse il existe(i0, k0) dansI1× I2 tel
queJi0 + Jk0 6= Z[G]. Or L1 + L2 = Z[G] et Ji0 + Jk0 ⊇ L1 + L2, ce qui est absurde.
DoncI1 ou I2 est vide (carI1 ∩ I2 = ∅ et I1 ∪ I2 = ∆). Si I1 = ∅ alorsI2 = ∆. Par
suite,L2 = J∆ = L1∩L2 ⊆ L1. DoncL1 = L1 + L2 = Z[G]. Si I2 = ∅ alorsI1 = ∆
et par suite,L1 = J∆ = L1 ∩ L2 ⊆ L2. DoncL2 = L1 + L2 = Z[G]. DoncZ[G]/J∆

est unZ[G]-module ind́ecomposable. ¤
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Corollaire 4.5. Si∆ est un sous-ensemble non vide saturé deD(n), alorsM∆ est un
Z[G]-module ind́ecomposable.

Démonstration.En effet, d’apr̀es la proposition 3.2, toute partie saturée du grapheDn

est connexe. ¤
La réciproque n’est pas vraie. En effet, soitk un diviseur den. Le th́eor̀eme 4.3

entrâıne queek ·Z[G] est unZ[G]-module ind́ecomposable; par contre, l’ensemble{k}
n’est pas saturé par d́efinition.

SoitM unZ[G]-lattice de type fini. AlorsQ⊗ZM est identifíe àQ ·M . On d́esigne
par∆M le graphe associé àM .

Corollaire 4.6. SoitM unZ[G]-lattice de type fini. SiM est unZ[G]-lattice ind́ecompo-
sable, alors le grapheGn(M) est connexe.

Démonstration.Soit M un Z[G]-lattice ind́ecomposable. Alors on va montrer que
pour toute partition non vide(I, K) de ∆M , il existe (i0, k0) dansI × K tel que
Ji0 + Jk0 6= Z[G]. En effet, supposons qu’il existe une partition disjointe non vide
(I, K) de∆M telle que pour tout́elément(i, k) deI ×K on aJi + Jk = Z[G]. Alors

M1 = (JI) ·M et M2 = (JK) ·M.

(1) Sim est unélément deM1 ∩M2, alors il existem1 etm2 dansM tels que

m =

(∏

d∈I

Φd(σ)

)
·m1 =

( ∏

d∈K

Φd(σ)

)
·m2.

Donc pour toutd dans∆M , on a ed · m = 0 et comme
∑

k∈D(n) ek = 1, alors
m =

∑
k∈D(n) ek ·m; ainsim = 0. D’où M1 ∩M2 = (0).

(2) On aJI + JK = Z[G]. Alors il existe a1 dansJI et a2 dansJK tels que
a1 + a2 = 1. Donc pour toutm dansM , on am = a1 ·m + a2 ·m ∈ M1 + M2. Ainsi
M est unZ[G]-lattice d́ecomposable. D’òu par contrapośee, siM est ind́ecomposable,
alors pour toute partition non vide(I, K) de∆M , il existe(i0, k0) dansI ×K tels que
Ji0 + Jk0 6= Z[G]. ¤
5. Étude du groupe de cohomologieH1(Gd,M∆). On consid̀ere toujours un groupe
cyclique G d’ordre n et σ un ǵeńerateur deG. Soientd un diviseur den et ∆ un
sous-ensemble non vide deD(n). Soit Gd = 〈σd〉 le sous-groupe deG d’indice d.
CommeG est cyclique, alors on aH1(Gd,M∆) = H−1(Gd,M∆) (voir [Wei 69] et
[Bab 72]). Donc pour tout diviseurd den, le premier groupe de cohomologie est défini
par

H1(Gd,M∆) =
(M∆)G̃d

IdM∆
,

où (M∆)G̃d
= {m ∈ M∆ | G̃dm = 0} et òu Id est l’idéal d’augmentation deZ[Gd].

Proposition 5.1. Supposons donné un groupe cycliqueG d’ordren et de ǵeńerateurσ.
Soientd un diviseur den et∆ un sous-ensemble non vide deD(n). Si∆′ = ∆∩ D(d),
alors

H1(Gd,M∆) ∼= J∆′∏
k|d Jk + J∆

·
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Démonstration.En effet, d’apr̀es le corollaire 4.2, on a(M∆)G̃d
= J∆′M∆. Or d’apr̀es

la partie (1) de la proposition 4.1, on aM∆
∼= Z[G]/J∆, ce qui entrâıne queJ∆′M∆

∼=
J∆′/J∆ car J∆ ⊆ J∆′ . Donc pour achever la preuve, il suffit d’appliquer le fait que
IdM∆ = (σd − 1)M∆ et qu’alorsIdM∆

∼= (
∏

k|d Jk + J∆)/J∆. ¤

On rappelle qu’unZ[G]-latticeM est ditH1-trivial si pour tout sous-groupeA de
G, on aH1(A,M) = 0.

Proposition 5.2. Soit G un groupe cyclique d’ordren et de ǵeńerateurσ, et ∆ un
sous-ensemble non vide deD(n). Alors M∆ estH1-trivial si et seulement si∆ est
satuŕe.

Pour la preuve on d́emontre tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 5.3. Soientd un diviseur den et∆ un sous-ensemble non vide deD(n). Si∆
etD(d) ne sont pas comparables, alorsH1(Gd,M∆) = 0 si et seulement si∆ etD(d)
sont śepaŕes dans le grapheDn.

Démonstration.En effet,H1(Gd,M∆) = 0 si et seulement siJ∆′ =
∏

k|d Jk + J∆ si
et seulement siZ[G] = JD(d)−∆′ + J∆−∆′ . DoncJD(d)−∆′ etJ∆−∆′ sontétrangers
dansZ[G]. Autrement dit, d’apr̀es le lemme 4.4,H1(Gd,M∆) = 0 si et seulement si
∆ etD(d) sont śepaŕes dans le grapheDn. ¤

Démonstration de la proposition 5.2.Si ∆ ⊆ D(d) ou D(d) ⊆ ∆, alors J∆′ =∏
k|d Jk + J∆. Par suite,H1(Gd,M∆) = 0. Si∆ etD(d) ne sont pas comparables, on

applique le ŕesultat de [C 2003] qui affirme que∆ etD(d) sont śepaŕes dans le graphe
Dn si et seulement si∆ est satuŕe. ¤

Corollaire 5.4. SoitG un groupe cyclique d’ordren et ∆ un sous-ensemble non vide
deD(n). AlorsM∆ est unZ[G]-module inversible si et seulement si∆ est satuŕe.

Démonstration.D’après le lemme 4.1 de [Bene 90],M∆ est unZ[G]-module inversible
si et seulement siM∆ estH1-trivial. Donc la proposition 5.2 entraı̂ne queM∆ est
inversible si et seulement si∆ est satuŕe. ¤

6. Caractère assocíeà un module de permutation. SoitP unZ[G]-lattice. On note par
QP le Q[G]-moduleQ⊗ZP . Rappelons qu’unZ[G]-moduleP est dit de permutation
siP est unZ[G]-lattice qui admet pour base surZ unG-ensemble fini. Nous présentons
le résultat suivant, cité dans [Bene 93] et pour lequel nous donnons une démonstration
plus simple.

Théorème 6.1.SoitG un groupe cyclique d’ordren et de ǵeńerateurσ. SoientP et
P ′ deuxZ[G]-modules de permutation. AlorsP et P ′ sont isomorphes si et seulement
si P etP ′ ont le m̂emeQ-caract̀ere (c’est-à-direQP ∼= QP ′).

Démonstration.(1) Si P estZ[G]-isomorpheà P ′, alorsQP estQ[G]-isomorpheà
QP ′. DoncP etP ′ ont le m̂emeQ-caract̀ere associé.

(2) Supposons maintenant queP etP ′ ont le m̂emeQ-caract̀ereχ. Or P etP ′ sont
deuxZ[G]-modules de permutation. Donc il existe(ai)1≤ i≤ r et (bi)1≤ i≤ r′ des entiers
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naturels tels que

P ∼=
r⊕

i=1

(
Z[G/Hi]

)ai et P ′ ∼=
r′⊕

j=1

(
Z[G/H ′

j ]
)bj

où les(Hi)1≤ i≤ r sont des sous-groupes distincts deG (de m̂eme pour les(Hj)1≤ j≤ r).
CommeG est cyclique, alors pour touti = 1, 2, . . . , r, il existe un diviseurdi den tel
queHi = Gdi . De m̂eme, pour toutj = 1, 2, . . . , r′, il existe un diviseurd′j den tel
queH ′

j = Gd′j . Or les(Hi)1≤ i≤ r (resp.(H ′
j)1≤ j≤ r) sont distincts deux̀a deux. Donc

les(di)1≤ i≤ r (resp.(d′j)1≤ j≤ r) sont aussi distincts deux̀a deux. Donc

χ =
∑

1≤i≤r

aiΨdi et χ =
∑

1≤j≤r′
bjΨd′j .

Comme les(Ψd)d|n forment une base deRQ(G), alorsr = r′ et il existe une permutation
δ de l’ensemble{1, 2, . . . , r } telle qued′i = dδ(i) et bi = aδ(i). Donc P estZ[G]-
isomorphèaP ′. ¤
Lemme 6.2. SoientG un groupe cyclique d’ordren et de ǵeńerateurσ, M un Q[G]-
module de caractèreχ =

∑
d|n bd ·Ψd. AlorsM est unQ[G]-module de permutation

si et seulement si pour toutd divisantn, bd ≥ 0.

Démonstration.SiM est unQ[G]-module de permutation, alors il existeα1, α2, . . . , αr

dansN, etHi (1≤ i ≤ r) des sous-groupes deG tels que

M ∼=
r⊕

i=1

Q[G/Hi]
αi .

Or pour touti = 1, 2, . . . , r, il existe undi divisantn tel queHi = Gdi ; donc

M ∼=
r⊕

i=1

Q[G/Gdi ]
αi .

Ainsi le Q-caract̀ere deM estχ =
r∑

i=1

αiΨdi . D’où

χ =
∑

d|n
bdΨd

où bd = αi si d = di et bd = 0 sinon. Ŕeciproquement, siM est unQ[G]-module de
caract̀ere

χ =
∑

d|n
bd.Ψd

avecbd ∈ N pour toutd|n, alors

M ∼=
⊕

d|n
Q[G/Gd]

bd .

DoncM est unQ[G]-module de permutation.¤
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English extended abstract.LetG be a cyclic group of ordern and letσ be a generator
of G. We denote byD(n) the set of all divisorsd of n. For any subset∆ of D(n), we
define the principal ideal

J∆ :=
∏

d∈∆

Φd(σ)Z[G]

whereΦd is thed-th cyclotomic polynomial. If∆ is an empty set we putJ∆ = Z[G].
When∆ is reduced to a singleton{d}, we simply writeJd instead ofJ∆; if ∆ = D(n)
thenJ∆ is (0). It is clear that if∆ is not empty, thenJ∆ =

∏
d∈∆ Jd. If ∆ and∆′

are two disjoint subsets ofD(n), thenJ∆.J∆′ = J∆∪∆′ . Note thatJd is a minimal
prime ideal ofZ[G] and that the only minimal prime ideals ofZ[G] are the idealsJd.
ThereforeJ∆ ⊆ J∆′ if and only if ∆′ ⊆ ∆.

Similarly for any non-empty subset∆ of D(n), we define theZ[G]-latticeM∆ by

M∆ := e∆.Z[G]

wheree∆ is the idempotent
∑

d∈∆ ed of Q[G] (ed being the idempotent associated to
χd). If ∆ is empty, we putM∆ = (0). Note that theZ[G]-latticeM∆ is also aZ-order
of e∆Q[G] andJ∆ = AnnZ[G] M∆.

We define onD(n) the graphDn = (D(n), E) by [d, d′] ∈ E (whered andd′ are
two elements ofD(n)) if there exists a prime integerp such thatd′ = psd or d = ptd′.
For any subset∆ of D(n), we denote byDn(∆) the subgraph ofDn induced by∆ (see
the notion of induced subgraph by a set in [G-Y 99]).

In the same way, for any integern we define onD(n) the graphGn = (D(n), E)
by [d, d′] ∈ E if Jd + Jd′ 6= Z[G]. We also denote the graphGn(∆) as being the
subgraph ofGn induced by∆. A non-empty subset∆ of D(n) is said to besaturated
or increasing(see [D-P 90]) if for any elementk of ∆, D(k) is a subset in∆.

If M is a finitely generatedZ[G]-lattice, we denote byGn(M) (or simply∆M ) the
subgraph ofGn induced by∆M , where∆M is the set of divisorsk of n such that
ekQ ·M 6= 0. The graphGn(M) is said to be the graph associated to theZ[G]-lattice
M . If M = M∆ then∆M = ∆. In this case we writeGn(∆) instead ofGn(M).

In this work we use some properties of graphs to describe some properties of the
Z[G]-latticesM∆. Indeed we establish three important results. The first is that for any
saturated subset∆ of D(n), the graphDn(∆) is connected. The second is that the
graphsDn andGn are isomorphic graphs. The third (and the main) result is Theorem
4.3 which gives a necessary and sufficient condition on∆ under whichM∆ is an
indecomposableZ[G]-module. More precisely, we prove that aZ[G]-moduleM∆ is
an indecomposableZ[G]-module if and only if the graphGn(∆) is a connected graph.
A consequence of this result is that if∆ is a saturated subset ofD(n), thenM∆ is
an indecomposableZ[G]-module. In general, we have only a necessary condition (the
connectivity of the graphGn(M) associated toM ) for a finitely generatedZ[G]-lattice
M to be an indecomposableZ[G]-lattice.

Finally some deep properties of cyclotomic polynomials and the idempotentse∆

allow us to calculate the first group of cohomology ofM∆:

H1(Gd,M∆) ∼= J∆′∏
k|d Jk + J∆
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where∆′ = ∆ ∩ D(d). It follows from the previous result thatM∆ is H1-trivial (i.e.,
H1(H, M) = 0 for any subgroupH of G) if and only if ∆ is saturated.
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