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SUR LA REPRESENTATION INT EGRALE DES
GROUPES CYCLIQUES ET LES FACTEURS DE BASES

MoHAMED ELHASSANI CHARKANI ET MOHAMED BERTIT

REsSUME. Dans cetarticle, on utilise certairéssultats profonds sur legsultants des
polyndmes cyclotomiques powtablir de nouveauxésultats sur la repsentation
intégrale. Plus grci€ment, pour tout groupe cyclique fi6i, on étudie les i@éaux
premiers minimaux de I'anneau de groupg~| et on donne certaines prog#s
d’'une importante famille d&[G]-ordres eZ [G]-latticesM A qui contient la famille

de Z|[G]-lattices appdis les facteurs de bases par E. Beneish [Bene 90]. Nous
calculons aussi le premier groupe de cohomologieZ{€§-lattices M et nous
décrivons leur inécomposabilé en appliquant certainssultatsecents de la #orie

des graphes.

ABSTRACT. In this work we use some deep results on cyclotomic polynomials and
their resultants to give some new results on integral representations. More precisely,
for any finite cyclic groug, we study minimal prime ideals of the group riB{]

and exhibit some properties of an important familyZebrders andZ [G]-lattices

M which include the family o [G]-lattices called basic summands by E. Beneish
[Bene 90]. We also calculate the first group of cohomology ofAvrders)M o and

by using graph theory, we describe their indecomposability.

1. Introduction. Dans tout ce travail on pren@ un groupe cyclique d’ordre et de
gérérateuro. On note parD(n) 'ensemble des diviseurs deet pard un élement
de D(n). Apres avoir introduit les principales notations dans la section 2,&fimitl
dans la section 3 le graplék, (/) assodd a unZ|G|-lattice M et on donne certaines
proprietes des graphes connexes. Dans la section 4, on montréderte 4.3 qui
donne une conditionécessaire et suffisante siirpour queM/ A soit unZ|G]-module
indéecomposable. Le corollaire 4.5 montre quést satug, M est unZ|[G]-module
indécomposable. Le corollaire 4.6 donne unamgtsur le graphé,, (M) pour tester si
un Z[G]-lattice M est decomposable ou non.

La section 5 est consa@a |'étude cohomologique; on dit qu’'u{G]-lattice M est
H*-trivial si pour tout sous-groupé deG, H*(A, M) = 0. Le resultat fondamental de
cette section est la proposition 5.2 qui donne une conditgessaire et suffisante shr
pour que l&Z-ordre M soit unZ [G]-lattice H-trivial. De la néme margére, on @duit
le corollaire 5.4 qui affirme qué/a est unZ[G]-module inversible si et seulement si
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A est satug. Dans la section 6, on montre que l'utilisation dg@sarackres permet
de donner une @monstration plus simple duébeme 1.1 (cié dans [Bene 90]), de
méme qu’une conditionécessaire et suffisante sur les coefficients @esaraceres
d’un Q[G]-module pour qu'il soit de permutation.

2. Préliminaires et notations. Soit G un groupe aélien fini. UnZ|[G]-lattice est un
Z[G]-module de type fini qui est libre sdr. Un Z[G]-moduleP est dit de permutation
Si P est unZ[G]-lattice qui admet pour base stiun G-ensemble fini. UZ [G]-module
M est dit inversible s’il est facteur direct d’'un module de permutation.

Soit G un groupe cyclique d’ordre et de grérateurs. On sait que I'ensemble
Xo(G) desQ-caraceres de- est identife a I'ensembleD(n) des diviseurs de. Plus
préci€ment,

Xo(G) = {xaq : d divise n}

oll x4 est leQ-caracere dei dont le noyau est le sous-grou@g = (%) de, assod
auQ|[G]-moduleQ|(,] (¢4 étant uneai® racine primitive de I'unié). On note aussi par
U, le Q—caracérelgd deG. Les(¥y) 4, forment une base du groupe de Grothendieck
Rq(G) de la cakgorie de€)[G]-modules (voir [Ser 71], p. 119).

Pour toute partié\ de D(n), on c&finit I'id éal

Ja = H (I)d(O')Z[G]
deA

ou ®, est led® polyndbme cyclotomique. SA est vide on posda = Z[G]. LorsqueA
est éduita un singleto{d}, onécrit tout simplemeni,; au lieu de/a etsiA = D(n)
alors.Jx est l'idéal nul. Il est clair que s est non vide alorda = [[;ca Ja- SiA et
A’ sont deux parties disjointes d&(n), alorsJa - Jar = Jauas. On note que/; est
un idéal premier minimal d& [G] et que les seuls &hux premiers minimaux d&{G]
sont les i@aux.J,;. Ceci permet de voir qués C Jas Si et seulement sh’ C A.

De méme, pour toute partie non vide de D(n), on cefinit le Z[G]-lattice M =
ea - Z[G] ou ex est l'idempotent d€Q[G] égala ) ;. eq, (0U eq est I'idempotent
assocday,). SiA estvide, on posd/a = (0) I'id €al nul. On note que [B[G]-lattice
M est aussi uZ-ordre deea Q[G].

3. Graphe asso@ a un Z[G]-lattice. On rappelle (voir [G-Y 99] ou [C 2002]) qu’un
grapheG = (V, FE) est la donie de deux ensemblé5et £ ou E est un ensemble
des paires @léments dd/, E C VZ2. Lesélements dé/ s’appellent les sommets et
lesélements ddv s’appellent les d@tes. Deux partieX etY d’un grapheG = (V, E)
sont dites voisines dars si X contient au moins un sommet qui a un sommet voisin
dansY . Dans le cas contraire, on dit gueetY sont £paés dangs.

Pour tout entier, on note parD(n) 'ensemble des diviseurs de On c&finit sur
I'ensembleD(n) le grapheD,, = (D(n), E) par|d,d’| € E (oud etd sont deux
élements deD(n)) s'il existe un entier premiep tel qued’ = p*d oud = p'd’. Pour
toute partieA de D(n), on c&finit le grapheD,,(A) commeétant le sous-graphe de
D,, induit parA (voir la notion de sous-graphe induit dans [G-Y 99] et [C 2002]). De
méme pour tout entier, on cefinit sur 'ensembleD(n) le grapheg,, = (D(n), E)
par(d,d’] € E (oud etd sontdeuwelements de(n)) siJy+ Jy # Z[G].
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Une partie non vidé\ de D(n) est ditesatutee(ou croissantevoir [D-P 90]) si pour
toutélementt de A, D(k) estinclus dans\.

Lemme 3.1. SoitG = (V, E)) un graphe d’ordren > 2. Alors G est connexe si et
seulement si pour toute partition non vife K) deV, il existe(io, ko) dansI x K tel
que(ig, ko) € E.

Proposition 3.2. Pour tout entiern le grapheD,, est connexe. En plus, pour toute
partie satuéeA de D(n), D, (A) est connexe.

Démonstration.En effet, on applique le€sultats de [C 2003] et le ceite de connexit
donre par le lemme 3.1. O

Soit M unZ|G]-lattice (c’est-a-dire qué/ est unZ [G]-module de type fini libre sur
Z); alorsQ®z M estidentifeaQ - M. On designe pad ,; I'ensemble des diviseuis
dentels quee;Q- M #0:

Ay ={kln: eQ-M #0}.

On césigne pag,, (M) ou tout simplemenf\ 5, le sous-graphe dg,, induit parA,,.
Le grapheg,, (M) est dit le graphe ass@ca M.

Proposition 3.3. Soientd etd’ deux diviseurs de et leur pged(é = (d,d’)). Alors
Jg+Jy = Z|G] si et seulement si ou bien£ d etd # d’, ou biend = d etd’/d est
compog, ou biery = d’ etd/d’ est compos.

Démonstration.Soit § le pgcd ded etd’. Alors d’'apes [Adn] (page 27), leasultant
Reg®,4(X), Py (X)) des polydmesd,(X) et d(X) estégala+1 si et seulement
si ou biend # d et # d', ou biend = d etd’'/d est compos, ou biens = d’' et
d/d' est compos. De plus, le corollaire 1 de [Bour 81] (chapitre 4 page 73) éméra
que &,4(X) et &4 (X) vérifient I'identitt de Bezout danZ[X] si et seulement si
Reg®,(X), P4 (X)) = +1. Donc les deux polyimes®,(X) et (X)) vérifient
I'identité de Bezout dans[X| si et seulement si ou bien# d eté # d’, ou biens = d
etd'/d est compos, ou biery = d’ etd/d’ est compos. De plus, I'application

Z[X] — Z|[G]

P(X)+—— P(0)
est un homomorphisme d’anneaux surjectif dont le noyau ¥8t— 1)Z[X]. Donc
si 4(X) et dy (X)) vérifient I'identitt de Bezout dang[X], alors.J; + Jy = Z[G].

SiJy+ Jy = Z|[G], alors il existeP(X) et P'(X) dansZ[X] tels que®,(c)P(o) +
®4(0)P'(0) = 1. Donc il existeRQ (X ) dansZ[X] tel que

0q(X)P(X) + 2 (X)P'(X) + (X" - DQ(X) =1,

et commed,(X) divise X" — 1 dansZ [ X], alors®,( X)) et® (X)) vérifient 'identitt
de BezoutdanZ[X]. O

Corollaire 3.4. Les graphe®,, etG,, sont isomorphes.
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4. Quelques proprietes deMa. Soit A une partie dé(n). On rappelle quér est un
groupe cyclique d’ordre eto un gerérateur des.

Proposition 4.1. (1) Pour toute partieA de D(n), on aJa = Anngg Ma et par
conequent, 'isomorphismé/ = Z[G]/Ja.
(2) Pour tout diviseur den, on aGy = 5> e et par congquent,
k|d

~ n
eAGd = E EeA’

ou A’ = AN D(d) et G, est la somme deslements du sous-grougé; = (o)
d’indiced deG.

Démonstration.(1) Il suffit d’appliquer le lemme 1.5 de [C 1992]. 3
(2) Il suffit d’appliquer les propétes des idempotents primitifs et le fait qgéid
est 'idempotent assced Q[G /G| (voir [B 1997]). O

Corollaire 4.2. Soientd un diviseur de: et A un sous-ensemble non vide Bén). Si
A= An D(d), alors
(Ma)g, = JarMa.

Démonstration.On rappelle qu'on a&fa vu queJa = Annz(c) M. Donc pour tout
U dzimsZ[G], on aeau = 0 si et seulement si € Ja. OreaGy = Zear. Par suite,
eaGgu = 0 si et seulement ginu = 0 si et seulement si € Ja.. O
Les proprétes des polydémes cyclotomiques (voir [Bour 81]) permettent ausstar
blir que
Ga= [] @xlo).
k¢D(d)

De méme, on peugtablir que sil est un diviseur de etA = D(d), alorsJa = [,Z[G]
ou I, est I'idéal d’augmentation d&[G,]. De plus, on a

M = H Jq = JAc
deD(n)— A

ou A¢ est le compgmentaire de\ dansD(n).
Le theoeme 4.3 donne une conditioeecessaire et suffisante sf\rpour queMa
soit unZ[G]-module in&écomposable.

Théoreme 4.3.Le Z[G]-moduleMa est unZ[G]-module inécomposable si et seule-
ment siG,,(A) est connexe.

Avant de montrer le thoeme 4.3, on a besoin du lemme suivant qui cérisx
quand deux idaux.J; et Jx sontétrangers dang|G|.

Lemme 4.4. Soient] et K deux sous-ensembles non videdde). Alors J; + Jx =
Z[(G] si et seulement si pour tout cougdle k) dansI x K on aJ; + J, = Z[G].

Démonstration.Si[[;.; Ji + [[,cx Jx = Z[G], alors il est clair que pour tout couple
(i,k) del x K on aJ; + J, = Z|G|. Inversement, supposons que pour tout couple
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(i,k) del x K onaJ; + J, = Z[G]. Donc pour tout coupléi, k) del x K, il existe
u; etvy, danszZ |G| tels queu,; ®; (o) + v, P (o) = 1; ainsi, en calculant le produit

[[(wi®i(o) + vp®r(0)) = 1,
i€l
on aura

(Hui> [[oi@) +@r(e)ond | J] (w®i0) | =1

iel iel JEL \uel—{j}

Donc pour tout danskK, il existez;, ety dansZ[G] tels que

Tk (H (I)Z'(U>> +yk¢’k(0') =1.

iel
De nméme, legalie

II (mk (H ‘MU)) +ykq)k(0)> =1

keK iel
entrdne que

<H yk) I ®x(o) + s (H‘E‘(@) S I wi®ie)] =1
keK keK iel JEK jeK — {k}

DouJr+ Jx = Z[G]. Il

Démonstration du teoréeme 4.3.(=-) On va montrer que pour toute partition non vide
(I, K) deA, il existe(io, ko) dansl x K tel queJ;, + Jy, # Z|G]. S'il existel, K # ()
tels que lagéunion disjointd U K = A etque pour toufi, k) € I x K, J;+J;, = Z|G],
alors J; + Jx = Z[G]. Par suiteJJ; N Jx = J;Jk = Ja. Comme lesJ; sont des
idéaux premiers d&[G] et que le couplé!, K') forme une partition disjointe non vide
deA, alorsJ; # Ja etJx # Ja.Donc

o JI JK
Z[G]/JA A &) A
constitue une @composition non triviale, ce qui est absurde t& = Z[G]/Ja et
M estindecomposable.

(<) Supposons gu'il existe deux@duxL; et L, deZ[G] tels queL; + Ly = Z[G]
etLiNLy, =Ja. Soitl; ={i € A | L; C J;}, avecj = 1,2. D'une part, on a
L1- Ly C LN Ly = Ja; donc pour toutl dansA, on aly C Jz0ou Ly C Jy. Ainsi
toutélement deA est unélement del; U I, et par suitel; U I, = A. D'autre part, si
d € I N1y alorsJ; O L1+ Ly = Z[G], ce qui est absurde. Dordg N I, = (). SiI1
et I, sont tous les deux non vides, alors par hypethil existgig, ko) dansily x I tel
queJ;, + Jy, # Z[G]. Or L1 + Ly, = Z[G] et J;, + J, 2 L1 + Ly, ce qui est absurde.
DoncI; oul, estvide (cadly NI = P etl; U, = A). Sil; = () alorsl, = A. Par
suite,L, = JA = L1N L, C L. DoncLy = L1+ Ly = Z|G]. Sil, = P alorsl; = A
et parsuiteL; = Jn = L1N Ly C Ly. DoncLy = Ly + Ly = Z[G]. DoncZ[G]/Ja
est unZ[G]-module in&écomposable. O
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Corollaire 4.5. SiA est un sous-ensemble non vide satdeD(n), alors Ma est un
Z|G]-module in@écomposable.

Démonstration.En effet, d’apés la proposition 3.2, toute partie s&ermdu graph®,,
est connexe.

La réciproque n’'est pas vraie. En effet, shiun diviseur den. Le theoeme 4.3
entrdne quee;, - Z|G] est unZ[G]-module indcomposable; par contre, 'ensembig
n'est pas sat@r par @finition.

Soit M unZ|G|-lattice de type fini. AlorQQ®z M estidentifeaQ - M. On césigne
par A, le graphe assoeia M.

Corollaire 4.6. SoitM unZ[G]-lattice de type fini. SI/ estunZ [G]-lattice indecompo-
sable, alors le graphg,, (M) est connexe.

Démonstration.Soit M un Z[G]-lattice indecomposable. Alors on va montrer que
pour toute partition non vidél, K) de Ay, il existe (ig, ko) dansl x K tel que
Ji, + Ji, # Z[G]. En effet, supposons qu'il existe une partition disjointe non vide
(I, K) de Ay, telle que pour touélément(i, k) del x K on aJ; + J, = Z[G]. Alors

M]_:(J[)'M et MzZ(JK)-M.

(1) Sim est unélement deM; N Mo, alors il existem; etmy dansiM tels que

m= (H <1>d(o—)> my = (H <I>d(a)> - ma.

del deK

Donc pour toutd dansAyy, on aeq - m = 0 et comme)_, .,y ex = 1, alors
M =} jep(n) €k - M @insim = 0. D’ot My N M = (0).

(2) On aJ; + Jxk = Z[G]. Alors il existea; dansJ; et a; dansJg tels que
a1 +az = 1. Donc pour touin dansM, on am = a1 - m +ay - m € M1 + M>. Ainsi
M est unZ[G]-lattice cecomposable. D par contrapd=e, siM est incecomposable,
alors pour toute partition non vidd, K') de Ay, il existe (ig, ko) dansl x K tels que
Jio + Jko #* Z[G] ]

5. Etude du groupe de cohomologid?!(Gy, Ma). On consigre toujours un groupe
cyclique G d’'ordre n et o un gerérateur deiz. Soientd un diviseur den et A un
sous-ensemble non vide d&(n). Soit Gy = (0?) le sous-groupe dé&' d'indice d.
CommedG est cyclique, alors on &(Gy, Ma) = HY(Gy, Ma) (voir [Wei 69] et
[Bab 72]). Donc pour tout diviseut den, le premier groupe de cohomologie esfidi
par

(Ma)g,

IgMA

ou (Ma)g, ={m € Ma | Ggm = 0} et all I, est I'ideal d’augmentation d&[G,].

HYGq, Mp) =

Proposition 5.1. Supposons dor@un groupe cycliqué&' d’ordre n et de g@rérateuro.
Soientd un diviseur dex et A un sous-ensemble non videBén). SiIA’ = An D(d),
alors

JA/

1 .
H'(Ga, Ma) Hk\d Jip+Ja
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Démonstration.En effet, d’apeés le corollaire 4.2, on (aMA)(;d = Ja M. Ordapes

la partie (1) de la proposition 4.1, on\én = Z[G]/Ja, ce qui entrine queJa Ma =
Jar/Ja car Ja € Jas. Donc pour achever la preuve, il suffit d’appliquer le fait que
I;Ma = (0% — 1)Ma et qualorsiyMa = (g Js + Ja)/Ia. O

On rappelle qu'urz [G]-lattice M est dit H-trivial si pour tout sous-groupd de
G,onaHY(A, M) = 0.

Proposition 5.2. Soit G un groupe cyclique d’ordrex et de @rérateuro, et A un
sous-ensemble non vide d¥n). Alors Ma est H-trivial si et seulement si\ est
sature.

Pour la preuve on@&montre tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 5.3. Soientd un diviseur de: et A un sous-ensemble non vide B¢n). SiA
et D(d) ne sont pas comparables, alat&' (G4, Ma) = 0si et seulement gk et D(d)
sont €paies dans le graph®,,.

Démonstration.En effet, H*(G4, Ma) = 0 si et seulement six/ = Hk‘d Ji +Ja S
et seulement £ [G] = Jp(g)— ar + Ja - ar- DONCJp gy — ar €1JA — A SONtEtrangers
dansZ[G]. Autrement dit, d’apgs le lemme 4.4HY(G 4, Ma) = O si et seulement si
A et D(d) sont €£paés dans le grapt®,,. O

Démonstration de la proposition 5.5i A C D(d) ou D(d) C A, alorsJa =
[Txja Jk + Ja. Par suite H1(Gy, Ma) = 0. SiA et D(d) ne sont pas comparables, on
applique le esultat de [C 2003] qui affirme quk et D(d) sont £paés dans le graphe
D,, si et seulement sh est satue. O

Corollaire 5.4. SoitG un groupe cyclique d’ordre et A un sous-ensemble non vide
de D(n). Alors Ma est unZ[G]-module inversible si et seulement’siest satue.

Démonstration.D’apres le lemme 4.1 de [Bene 90}/ a est unZ[G]-module inversible
si et seulement sM est H-trivial. Donc la proposition 5.2 entiiae queM est
inversible si et seulement A est satug. [

6. Caractere assod@a un module de permutation. Soit P unZ[G]-lattice. On note par
QP le Q[G]-moduleQ®z P. Rappelons qu'uZ [G]-module P est dit de permutation
si P estunZ[G]-lattice qui admet pour base stiun G-ensemble fini. Nous présentons
le résultat suivant, ot dans [Bene 93] et pour lequel nous donnons wmeahstration
plus simple.

Théoreme 6.1.SoitG un groupe cyclique d’ordre: et de @rérateuro. SoientP et
P’ deuxZ[G]-modules de permutation. Alof2 et P’ sont isomorphes si et seulement
si P et P’ ont le néemeQ-carackere (c'est-a-direQP = QPF’).

Démonstration.(1) Si P estZ[G]-isomorphea P’, alorsQP estQ[G]-isomorphea
QP’. DoncP et P’ ont le nemeQ-carackre assoé.

(2) Supposons maintenant gifeet P’ ont le nemeQ-caracérey. Or P et P’ sont
deuxZ[G]-modules de permutation. Donc il exig& ), ;. et(b;), ;. des entiers
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naturels tels que

r

r=d (z[G/H)" e tP’N@ [G/H!)"

=1

ou les(H;)1< i< » SOnt des sous-groupes dlstlnctsai(ije meme pour le$H;)1< j< ).
CommeG est cyclique, alors pour toat= 1,2, ..., r, il existe un diviseurl; den tel
que H; = G4,. De méme, pour toufj = 1,2,. ’ , il existe un diviseuwl; den tel
queH’ Gd/ Or les(H;)1< i< r (resp.(H. )1<J<T) sont distincts deua deux Donc

les(d; )1319 (resp.(d)1< j< ) sont aussi distincts deuxdeux. Donc
X = Z a;Vy, et x= Z biWa,.
1<i<r 1<j<r’

Commeleg¥,),, formentune base deq (&), alorsr = r’ etil existe une permutation
¢ de I'ensemble{ 1,2,...,r } telle qued; = ds;) etb; = as(;). Donc P estZ[G]-
isomorpheéa P'. [

Lemme 6.2. SoientGG un groupe cyclique d’ordre et de @rérateuro, M un QI[G]-
module de caraérex = }_,, bq - ¥q. Alors M est unQ[GJ-module de permutation
si et seulement si pour todtdivisantn, by > 0.

Démonstration.Si M estunQ[G]-module de permutation, alorsil existe, ay, . . ., a;
dansN, et H; (1 < i < r) des sous-groupes detels que

,
M = QIG/H,)"
i=1
Or pour touti = 1,2, ..., r, il existe und; divisantn tel queH; = G,; donc

M =D QIG/Cu)"
=1

.
Ainsi le Q-carackre deM esty = » _a;¥,,. D'oU
i—1

X=> ba¥y
din

ou b; = «; Sid = d; etbg = 0 sinon. Feciproquement, si/ est unQ[G]-module de

caracere
X = Z bg. Yy
dln
avecby € N pour toutd|n, alors
M = PQIG/Gq)™
dn

Donc M est unQ[G]-module de permutation.]
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English extended abstract.Let G be a cyclic group of ordet and lets be a generator
of G. We denote byD(n) the set of all divisorg! of n. For any subsef of D(n), we
define the principal ideal
Ja = H (I)d(U)Z[G]
deA
where®, is thed-th cyclotomic polynomial. IfA is an empty set we putr = Z[G].
WhenA is reduced to a singletofil}, we simply write.J; instead of/a; if A = D(n)
then.Ja is (0). It is clear that ifA is not empty, thenw/a = [[;ca Ja- If A and A’
are two disjoint subsets dP(n), thenJa.Jar = Jauar. Note thatJ; is a minimal
prime ideal ofZ[G] and that the only minimal prime ideals BfG| are the ideald;.
ThereforeJa C Jasifand only if A’ C A.
Similarly for any non-empty subsét of D(n), we define th& [G]-lattice M by

Mp = €A.Z[G]

wheree, is the idempoten} -, 1 eq of Q[G] (eq being the idempotent associated to
xq)- If A'is empty, we put\/ao = (0). Note that theZ [G]-lattice M is also aZ-order
of eaQ[G] andJa = Annz(g) Ma.

We define onD(n) the graphD,, = (D(n), E) by [d,d'] € E (whered andd’ are
two elements ofD(n)) if there exists a prime integersuch that!’ = p*d ord = p'd’.

For any subseh of D(n), we denote byD,,(A) the subgraph oP,, induced byA (see
the notion of induced subgraph by a set in [G-Y 99]).

In the same way, for any integerwe define onD(n) the graphgG,, = (D(n), FE)
by [d,d'] € Eif J;+ Jy # Z|G]. We also denote the grag,(A) as being the
subgraph of7,, induced byA. A non-empty subseh of D(n) is said to besaturated
or increasing(see [D-P 90]) if for any elemeritof A, D(k) is a subset ir\.

If M is afinitely generated [G]-lattice, we denote bg,, (M) (or simply A,/) the
subgraph ofG,, induced byA,;, where A, is the set of divisorg of n such that
exQ - M # 0. The graphg,, (M) is said to be the graph associated to Zi&']-lattice
M. If M = Ma thenAj; = A. In this case we writ€,,(A) instead ofG,,(M).

In this work we use some properties of graphs to describe some properties of the
Z[G]-latticesM . Indeed we establish three important results. The first is that for any
saturated subsek of D(n), the graphD,,(A) is connected. The second is that the
graphsD,, andg,, are isomorphic graphs. The third (and the main) result is Theorem
4.3 which gives a necessary and sufficient conditionfominder whichM is an
indecomposabl& [G]-module. More precisely, we prove thaZaG]-module Mx is
an indecomposablé|[G]-module if and only if the grapb,,(A) is a connected graph.

A consequence of this result is thatAf is a saturated subset @f(n), then M is

an indecomposablg[G]-module. In general, we have only a necessary condition (the
connectivity of the graply,, (M) associated td/) for a finitely generated [G]-lattice

M to be an indecomposabldG]-lattice.

Finally some deep properties of cyclotomic polynomials and the idempaotants
allow us to calculate the first group of cohomologyidh :

JA’
HYGg, Ma) = — 28"
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whereA’ = AN D(d). It follows from the previous result that/x is H!-trivial (i.e.,
H(H, M) = 0 for any subgroug of G) if and only if A is saturated.
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