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CRITERE DE KRASNER POUR LE PROLONGEMENT D'UNE
VALUATION A UNE EXTENSION D’ANNEAUX A DIVISION

M’HAMMED BOULAGOUAZ

RESUME. On piesente le critre de Marc Krasner donnant le prolongement d’une
valuationa un anneaa division.

ABSTRACT. One describes a criterion of Marc Krasner for the extension of a valua-
tion to a division ring.

1. Introduction. Pour une extension de corps (commutatfi)F, il est bien connu
que toute valuation dé’ a au moins un prolongement en une valuationttePour
une extension d’anneawxdivision (corps non &cessairement commutatifg)/ D, il

est aussi connu que toute valuationidea au plus un prolongement en une valuation
de E. Cohn et Mahdavi-Hezavehi [2] oitabli un criere de prolongement pour une
valuationa un anneaw division. lls mentionnent I'existence d’'un autre éré de
prolongement @ a Marc Krasner. Selon Mahdavi-Hezavehi et Cohn, ce@ide
Krasner est malheureusemergstipeu connu dans la ttature. Nous nous proposons
donc de pesenter ce critre de Krasner pour le prolongement d’une valuaéomn
anneaa division afin d’en faire profiter ceux qui sonténessgs.

2. Caractérisation des anneaux de valuation.

Lemme 2.1. SoientD un anneaua division etA un sous-anneau d®, D 4 le plus
petit sous-anneaa division deD contenant4, et supposons qué contient tous les
commutateurs d® 4. Alors pour un igal premierP de A, lesélements dé) 4 de la
formeab=1 olia € A etb € A\P forment un anneaul p qui cdncide avec celui des
elementd—la olia € Aetb € A\P et PAp estl'unique icdal maximal propre del p
telquePAp N A= P avecA\P = {z € A| = ¢ P}.

Définition 2.2. Un sous-annead d’un anneau division D est appéd un anneau de
valuationsi pour toutd € Donad € Aoud~! € A.

Lemme 2.3. SoientA un sous-anneau d’'un anneaudivision D qui contient tous
les commutateurs dB et € D. Alors tout produit des puissances @méis dex et
d’élements del peutétre rame a la formeac?, i € Z, et tout ickal deA est bilatre.
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Théoreme 2.4.Si A est un sous-anneau d’'un anneadivisionD tel que :

(1) A contient tous les commutateurs fe

(2) l'unique ideéal maximal deA est I'idéal P formé de tous seg&léments non
inversibles;

(3) Il n’existe aucun surannead’ de A, dansD, tel quePA’ N A = P,

alors A est un anneau de valuation de

Démonstration.D’une part, soitd’ un suranneau dd contenu dan$®. L'idéal PA’
de A’ est bilagre; doncPA’ N A est un ical bilagre deA contenantP strictement,
d'ou PA'N A = AetalorsPA’ contient Ip. On a alors 1 A’, ce qui montre que
A'=D.

D’autre part, pour quel soit un anneau de valuation il faut et il suffit que pour tout
a € Donaita oua~! € A. Supposons qu'il existe € D tel quea eta™t ¢ A.
Alors Ala] # A, Ala™1] # A et A[a], A[a™1] sont deux suranneaux d&contenus
dansD. Donc 1€ PA[a] et 1€ PA[a™Y, et d’apes le lemme ci-dessus,

n m
1= Zaiof et 1= ijofj
=0 i=0

aveca;,b; € P. Dans les expressions de 1 ci-dessus, choisissans minimaux,
c'est-a-dire les plus petits entiers possibles, et supposonsgden, quitteaéchanger
a para~! dans le cas contraire. Alors

avechy € Petl¢ P;donc 1—- bg € P etalors 1— bg est inversible dand. D’'ou

m

> (1—bo) Mhia =1

=1

Posons:; = (1 — bo)~1b; (1 < i < m). Alors
m
a” = Z o
i=1
DoncO<n-m<n-—i<net
n—1 m n—1
1= Z a;o’ +ay, Z VTt = Z d;o
i=0 i=1 i=0

avecd; = a; + ancn_; OUd; = a;, S€lon que > n — m oui < n — m, de sorte que
n'est plus minimal. On a donc une situation contradictoirel
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Théoréme 2.5.Si A est un sous-anneau maximal d’'un ann@adivisionD contenant
tous les commutateurs de, alors A est un anneau de valuation d&

Démonstration.Si A est un corps, il est 'anneau de I'hypervaluation triviale, sinon
il existea € A* tel queaA # A; aA est alors un idala droite deA et il est donc
bilatere. En appliquant le lemme de Zorn, il existe ueabmaximalP de A qui sera
premier. Par suited p existe,PAp est son unique bl maximal etPAp N A = P;
puisquedp D A,onaAp = A.SiAp = D alorsPAp = PD = D et de néme pour
toutA’ D A, A’ = D,doncPA’'N A = A # P et alorsA vérifie les hypotbses du
théoeme pecadent. DoncA est un anneau de valuation(]

Théoreme 2.6.SoientD un anneata division, A un sous-anneau dB, P un ideal
premier deA et C' I'ensemble des commutateurs fle Une condition Bcessaire et
suffisante pour I'existence d’'une valuatiorde D telle queA C A, etM, N A =P
estPA[C]N A = P, ou A, et M, désignent respectivement I'anneau et &a de
valuation dev.

Démonstration.La condition est bien &cessaire, car pour tout commutateuon a
v(c) = 0. Montrons que la condition est suffisante. Coésixhs la famille des anneaux
A* de D contenantA[C] et \erifiant PPA* N A’ = P, avecP’ = PA[C]. On a
PA*NAC(P’A*NA)NAcC pA'nA = P.Ordonnons cette famille par inclusion :
elle est inductive et d’a@s le lemme de Zorn, il existe Wiément maximal. Soitl
un tel élement de cette famille. IPA est un ickal bilakre; consiérons maintenant
la famille de tous les igauxP de A tels queP N A = P. Cette famille ordon@e par
inclusion est encore inductive; elle a doncalement maximal contenaftA. Soitp cet
élement maximal; c’est un &hl premier ded, vu qued D A’ 5 C, Aj; existe;PAp,
en est I'iceal maximal. De pIusPAP NA= P entrdne quePAP NA=PNA= P.
Or A est maximal; on a dond p = A etPAP — P.SiA* D AetPA*NA =P,
onauraPA*N A C (PA*NA)NA=PnNA= P.Dol A* = A. Ceci prouve que
A est un anneau de valuation decontenantd. Donca € A vérifie v(a) > 0. Ainsi
v(a) > 0 eta € A estéequivalenaa € ANP=P. O

3. Extensions valies. Etant dong un anneaa division valé& (D, v) et E un suran-
neaua division deD, on dira queFE est une extension vade de(D, v) s'il existe une
valuationw de E telle quew restreintea D estw.

Lemme 3.1. Soit un anneaw division val@ (D,v) d’anneau de valuatior4, et
d’idéal maximal)M,. Soit £ un suranneau division deD et w une valuation su®
telle queA, est un sous-anneau de I'anneau de valuatiomd@lors pour queA,, soit
I'anneau de valuation de la restriction de a D il faut et il suffit que

P ={a € D|w(a) > 0}.

Théoreme 3.2. (CRITERE DEKRASNER) Soit £ un suranneaia division de I'anneaia
division D, v une valuation suD dontA, et M, sont respectivement I'anneau et Eal
maximal de la valuatiom etC I'ensemble des commutateurs&eAlors la valuationv
deD est prolongeable en une valuatiande E si et seulement $i/,, A, [C]1N A, = M,,.
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Démonstration.Grace au lemme gcedent une valuatiom de E prolonge une val-
uationv de D si et seulement v € A,] entrainefw(a) > 0 et (0 < w(a) si et
seulement siv € M, )]. L'existence d’une telle valuation esérifiée si et seulement si
M,ACINA, =M,. O

Consequence. Si E' est commutatif, toute valuation de est prolongeabla E.

4. Extensions al@briques. Etant donie une extensio’ /D d’anneauxa division
telle queD contient tous les commutateurs Beuna € E sera ditalgébriquesur D
s'il existe un polydme 0# f(X) € D[X] tel quef(a) = 0. Dans le cas contraire
a sera dittranscendansur D. L'extensionE /D sera dite un@xtension algbriquesi
tout o € E est algbrique surD. SoientI” un surgroupe dé&, ety € I”; v est dit
rationnelsurl s'il existen € Z tel quey™ € T'. De plus,I' est rationnel suF' si pour
touty € I, v est rationnel sur.

Proposition 4.1. SoitE/ D une extension a&prique val@e d’anneaux division dont
I'g (resp.I'p) est le groupe de valuation de (resp. deD). AlorsI'g est rationnel par
rapportal'p.

Consquence. Soit F une extension d’anneauaxdivisionD. On a :

(1) siD estvalé alorsE I'est aussi;
(2) siFE estvalee et est algbrique suD, alors rdT'g) = rg(I'p).

5. Un critere d’existence.

Théoreme 5.1. (KRASNER) SoientD un sous-anneaa division d’'un anneaa division
E, Aunsous-anneau de, P un ideal premier ded etC' I'ensemble des commutateurs
de E. Alors pour gu'il existe une valuation d& au dessus déA, P) (c’est-a-dire
[(a€e A= 0<w(a))]et[(a € Aet0O<v(a)) < a € PJ) il faut et il suffit qu'il existe
un suranneau maximal’ de D(C) contenant4[C] tel quePA' N A = P.

Démonstration.Dans la famille E*, A*), ou E* D D et A* est un anneau maximal de
E* contenantA, [C] etM,A* N A, = M,, on consi@re I'ordre @fini par(Ej, A7) <
(E3, A) si A7 C Aj. Cette famille est inductive. SoftZ, A) un élement maximal de
cette famille. AlorsA estl'anneau de valuation d& et pour la valuation correspondante
ona:

ac A=0<wv(a)] et [(ac AetO<v(a)) = ac Pl

Si E = F c'est fini. Sinon, pour touE* > E, il n’existe aucune valuation d&*
prolongeant celle d&, et on aura une contradiction avec le fait (mlie A) estmaximal.
Soitt € E\E Sit est algbrique surD, il existe une valuation dé&'(¢) prolongeant
celle deF; doncE(t) = E, ce qui est absurde. Sditranscendant, et sqit arbitraire
dansl'(E); pour f(t) = h(t)/g(t) dansE(t), on posew(f(t)) = v(h(t))/v(g(t)),
avecv(h(t)) = inf;v(a;)p' sih(t) = > a; X' € E[t]. Alors w est une valuation de
E(t) prolongeant la valuationde E. [

English extended abstract.Let (T', +, <) be a totally ordered group and I, desig-

nate the sef' U {co} provided with the same operation +Bfsubject to the following
conditions:

(i) the elemento ¢ T,



M. Boulagouaz 49

(i) co+toco=a+o0 =00 foralla eT,

(i) a < oo foralla eT.

Let D be a division ring and a totally ordered additive group. A valuatieron D
with values inl" is an applicationn : D — TI', such that for alk:, y € D, we have:

1) v(z) =0 &z =0,

(2) v(zy) = v(z) +v(y),

@) v(z +y) = inf(v(z),v(y)).

If D is a division ring, a ring extensiof of D is a ring £ containingD, in which
case we speak of the division ring extensiBnD. Considering a valued division ring
(D, v) and a division ring extensiofi/ D, among the questions classically studied, let
us mention the following ones:

(1) Existence of valuations of1, which, once the restricted, 0 give v.
(2) Characterization of the existence of such a valuation.
(3) Number of these valuations d and, when they exist, their description.

The answers to these questions are different according to whether Bris@om-
mutative. Indeed, i is commutative, then such an extension always exists, and the
number together with the description of these extensions are knowhislhot com-
mutative, then the existence is not always guaranted, though when it exists it is unique.
The goal of this note is to describe a criterion for the existence of such an extension
as etablished by M. Krasner (and known already in 1979) in the case of division ring
extensions.

Theorem 3.2. (KRASNER CRITERION Let £/ D be an extension of division rings and

a valuation onD for which A, and M,, are respectively the valuation ring and the ideal
of the valuationv. Designate byC'r the commutator subgroup of the multiplicative
group E*. Then the valuationn can be extended to a valuation dnif and only if
MvAU[CE] NA, =M,.
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