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CRIT ÈRE DE KRASNER POUR LE PROLONGEMENT D’UNE

VALUATION À UNE EXTENSION D’ANNEAUX À DIVISION

M’ HAMMED BOULAGOUAZ

RÉSUMÉ. On pŕesente le crit̀ere de Marc Krasner donnant le prolongement d’une
valuationà un anneaùa division.

ABSTRACT. One describes a criterion of Marc Krasner for the extension of a valua-
tion to a division ring.

1. Introduction. Pour une extension de corps (commutatifs)E/F , il est bien connu
que toute valuation deF a au moins un prolongement en une valuation deE. Pour
une extension d’anneauxà division (corps non ńecessairement commutatifs)E/D, il
est aussi connu que toute valuation deD a au plus un prolongement en une valuation
deE. Cohn et Mahdavi-Hezavehi [2] ontétabli un crit̀ere de prolongement pour une
valuation à un anneaùa division. Ils mentionnent l’existence d’un autre critère de
prolongement d̂u à Marc Krasner. Selon Mahdavi-Hezavehi et Cohn, ce critère de
Krasner est malheureusement très peu connu dans la littérature. Nous nous proposons
donc de pŕesenter ce critère de Krasner pour le prolongement d’une valuationà un
anneaùa division afin d’en faire profiter ceux qui sont intéresśes.

2. Caractérisation des anneaux de valuation.

Lemme 2.1. SoientD un anneaùa division etA un sous-anneau deD, DA le plus
petit sous-anneaùa division deD contenantA, et supposons queA contient tous les
commutateurs deDA. Alors pour un id́eal premierP deA, leséléments deDA de la
formeab−1 où a ∈ A et b ∈ A\P forment un anneauAP qui cöıncide avec celui des
élémentsb−1a où a ∈ A etb ∈ A\P etPAP est l’unique id́eal maximal propre deAP

tel quePAP ∩A = P avecA\P = {x ∈ A| x /∈ P}.
Définition 2.2. Un sous-anneauA d’un anneaùa divisionD est appeĺe un anneau de
valuationsi pour toutd ∈ D on ad ∈ A oud−1 ∈ A.

Lemme 2.3. SoientA un sous-anneau d’un anneauà divisionD qui contient tous
les commutateurs deD et α ∈ D. Alors tout produit des puissances entières deα et
d’éléments deA peutêtre rameńe à la formeaαi, i ∈ Z, et tout id́eal deA est bilat̀ere.
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Théorème 2.4.SiA est un sous-anneau d’un anneauà divisionD tel que :

(1) A contient tous les commutateurs deD;
(2) l’unique idéal maximal deA est l’idéal P formé de tous seśeléments non

inversibles;
(3) ll n’existe aucun suranneauA′ deA, dansD, tel quePA′ ∩A = P,

alorsA est un anneau de valuation deD.

Démonstration.D’une part, soitA′ un suranneau deA contenu dansD. L’id éalPA′

deA′ est bilat̀ere; doncPA′ ∩ A est un id́eal bilat̀ere deA contenantP strictement,
d’où PA′ ∩ A = A et alorsPA′ contient 1D. On a alors 1∈ A′, ce qui montre que
A′ = D.

D’autre part, pour queA soit un anneau de valuation il faut et il suffit que pour tout
α ∈ D on ait α ou α−1 ∈ A. Supposons qu’il existeα ∈ D tel queα et α−1 /∈ A.
Alors A[α] 6= A, A[α−1] 6= A et A[α], A[α−1] sont deux suranneaux deA contenus
dansD. Donc 1∈ PA[α] et 1∈ PA[α−1], et d’apr̀es le lemme ci-dessus,

1 =
n∑

i=0

aiα
i et 1=

m∑

i=0

bjα
−j

avecai, bj ∈ P . Dans les expressions de 1 ci-dessus, choisissonsm,n minimaux,
c’est-̀a-dire les plus petits entiers possibles, et supposons quem ≤ n, quitteà échanger
α parα−1 dans le cas contraire. Alors

1− b0 =
m∑

i=1

biα
−i

avecb0 ∈ P et 1 /∈ P ; donc 1− b0 ∈ P et alors 1− b0 est inversible dansA. D’où

m∑

i=1

(1− b0)−1biα
−i = 1.

Posonsci = (1− b0)−1bi (1≤ i ≤ m). Alors

αn =
m∑

i=1

ciα
n−i.

Donc 0≤ n−m ≤ n− i ≤ n et

1 =
n−1∑

i=0

aiα
i + an

m∑

i=1

ciα
n−i =

n−1∑

i=0

diα
i

avecdi = ai + ancn−i oudi = ai, selon quei ≥ n−m ou i < n−m, de sorte quen
n’est plus minimal. On a donc une situation contradictoire.¤
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Théorème 2.5.SiA est un sous-anneau maximal d’un anneauà divisionD contenant
tous les commutateurs deD, alorsA est un anneau de valuation deD.

Démonstration.Si A est un corps, il est l’anneau de l’hypervaluation triviale, sinon
il existe a ∈ A? tel queaA 6= A; aA est alors un id́eal à droite deA et il est donc
bilatère. En appliquant le lemme de Zorn, il existe un idéal maximalP deA qui sera
premier. Par suite,AP existe,PAP est son unique id́eal maximal etPAP ∩ A = P ;
puisqueAP ⊇ A, on aAP = A. Si AP = D alorsPAP = PD = D et de m̂eme pour
tout A′ ⊃ A, A′ = D, doncPA′ ∩ A = A 6= P et alorsA vérifie les hypoth̀eses du
théor̀eme pŕećedent. DoncA est un anneau de valuation.¤

Théorème 2.6.SoientD un anneaùa division,A un sous-anneau deD, P un idéal
premier deA et C l’ensemble des commutateurs deD. Une condition ńecessaire et
suffisante pour l’existence d’une valuationv deD telle queA ⊂ Av et Mv ∩ A = P
estPA[C] ∩ A = P , où Av et Mv désignent respectivement l’anneau et l’idéal de
valuation dev.

Démonstration.La condition est bien ńecessaire, car pour tout commutateurc, on a
v(c) = 0. Montrons que la condition est suffisante. Considérons la famille des anneaux
A? de D contenantA[C] et vérifiant P ′A? ∩ A′ = P , avecP ′ = PA[C]. On a
PA? ∩A ⊆ (P ′A? ∩A′)∩A ⊂ pA′ ∩A = P . Ordonnons cette famille par inclusion :
elle est inductive et d’après le lemme de Zorn, il existe uńelément maximal. SoitȦ
un tel élément de cette famille. IciPȦ est un id́eal bilat̀ere; consid́erons maintenant
la famille de tous les id́eauxṖ deȦ tels queṖ ∩ A = P . Cette famille ordonńee par
inclusion est encore inductive; elle a donc unélément maximal contenantPȦ. Soitṗ cet
élément maximal; c’est un id́eal premier deȦ, vu queȦ ⊃ A′ ⊃ C, ȦṖ existe;Ṗ ȦṖ

en est l’id́eal maximal. De pluṡPȦṖ ∩ Ȧ = Ṗ entrâıne quePȦṖ ∩A = Ṗ ∩A = P .
Or Ȧ est maximal; on a donċAṖ = Ȧ et Ṗ ȦṖ = Ṗ . Si A? ⊇ Ȧ et ṖA? ∩ Ȧ = Ṗ ,
on auraPA? ∩ A ⊆ (ṖA? ∩ Ȧ) ∩ A = Ṗ ∩ A = P . D’où A? = Ȧ. Ceci prouve que
Ȧ est un anneau de valuation deD contenantA. Donca ∈ A vérifie v(a) ≥ 0. Ainsi
v(a) > 0 eta ∈ A estéquivalent̀aa ∈ A ∩ Ṗ = P . ¤

3. Extensions valúees. Étant donńe un anneaùa division valúe (D, v) et E un suran-
neauà division deD, on dira queE est une extension valuée de(D, v) s’il existe une
valuationw deE telle quew restreintèaD estv.

Lemme 3.1. Soit un anneaùa division valúe (D, v) d’anneau de valuationAv et
d’idéal maximalMv. SoitE un suranneaùa division deD et w une valuation surE
telle queAv est un sous-anneau de l’anneau de valuation dew. Alors pour queAv soit
l’anneau de valuation de la restriction dew à D il faut et il suffit que

P = {α ∈ D |w(α) > 0}.

Théorème 3.2. (CRITÈRE DEKRASNER) SoitE un suranneaùa division de l’anneaùa
divisionD, v une valuation surD dontAv etMv sont respectivement l’anneau et l’idéal
maximal de la valuationv etC l’ensemble des commutateurs deE. Alors la valuationv
deD est prolongeable en une valuationw deE si et seulement siMvAv[C]∩Av = Mv.
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Démonstration.Grâce au lemme préćedent une valuationw de E prolonge une val-
uationv de D si et seulement si[α ∈ Av] entraîne[w(α) ≥ 0 et (0 < w(α) si et
seulement siα ∈ Mv)]. L’existence d’une telle valuation est vérifiée si et seulement si
MvAv[C] ∩Av = Mv. ¤
Conśequence.Si E est commutatif, toute valuation deD est prolongeablèaE.

4. Extensions alǵebriques. Étant donńee une extensionE/D d’anneauxà division
telle queD contient tous les commutateurs deE, unα ∈ E sera ditalgébriquesurD
s’il existe un polyn̂ome 0 6= f(X) ∈ D[X] tel quef(α) = 0. Dans le cas contraire
α sera dittranscendantsurD. L’extensionE/D sera dite uneextension alǵebriquesi
tout α ∈ E est alǵebrique surD. SoientΓ′ un surgroupe deΓ, et γ ∈ Γ′; γ est dit
rationnelsurΓ s’il existen ∈ Z tel queγn ∈ Γ. De plus,Γ′ est rationnel surΓ si pour
toutγ ∈ Γ′, γ est rationnel surΓ.

Proposition 4.1. SoitE/D une extension alǵebrique valúee d’anneaux̀a division dont
ΓE (resp.ΓD) est le groupe de valuation deE (resp. deD). AlorsΓE est rationnel par
rapport à ΓD.

Conśequence.SoitE une extension d’anneauxà divisionD. On a :

(1) siD est valúe alorsE l’est aussi;
(2) siE est valúee et est alǵebrique surD, alors rg(ΓE) = rg(ΓD).

5. Un critère d’existence.

Théorème 5.1. (KRASNER) SoientD un sous-anneaùa division d’un anneaùa division
E, A un sous-anneau deD, P un idéal premier deA etC l’ensemble des commutateurs
de E. Alors pour qu’il existe une valuation deE au dessus de(A, P ) (c’est-̀a-dire
[(a ∈ A ⇒ 0≤ v(a))] et [(a ∈ A et0 < v(a)) ⇔ a ∈ P ]) il faut et il suffit qu’il existe
un suranneau maximalA

′
deD(C) contenantA[C] tel quePA

′ ∩A = P .

Démonstration.Dans la famille(E?, A?), où E? ⊃ D etA? est un anneau maximal de
E? contenantiAv[C] etMvA

? ∩Av = Mv, on consid̀ere l’ordre d́efini par(E?
1 , A?

1) <
(E?

2 , A?
2) si A?

1 ⊂ A?
2. Cette famille est inductive. Soit(Ė, Ȧ) un élément maximal de

cette famille. AlorsȦ est l’anneau de valuation dėE, et pour la valuation correspondante
on a :

[a ∈ A ⇒ 0≤ v(a)] et [(a ∈ A et 0< v(a)) ⇔ a ∈ P ].

Si Ė = E c’est fini. Sinon, pour toutE? ⊃ Ė, il n’existe aucune valuation deE?

prolongeant celle dėE, et on aura une contradiction avec le fait que(Ė, Ȧ) est maximal.
Soit t ∈ E\Ė. Si t est alǵebrique surD, il existe une valuation dėE(t) prolongeant
celle deĖ; doncĖ(t) = Ė, ce qui est absurde. Soitt transcendant, et soitµ arbitraire
dansΓ(Ė); pour f(t) = h(t)/g(t) dansĖ(t), on posew(f(t)) = v(h(t))/v(g(t)),
avecv(h(t)) = inf i v(αi)µi si h(t) =

∑
αiX

i ∈ Ė[t]. Alors w est une valuation de
Ė(t) prolongeant la valuationv deĖ. ¤
English extended abstract.Let (Γ, +,≤) be a totally ordered group and letΓ∞ desig-
nate the setΓ ∪ {∞} provided with the same operation + ofΓ subject to the following
conditions:

(i) the element∞ 6∈ Γ,
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(ii) ∞ +∞ = a +∞ = ∞ for all a ∈ Γ,
(iii) a ≤ ∞ for all a ∈ Γ.

Let D be a division ring andΓ a totally ordered additive group. A valuationv onD
with values inΓ is an applicationv : D −→ Γ∞ such that for allx, y ∈ D, we have:

(1) v(x) = ∞⇔ x = 0,
(2) v(xy) = v(x) + v(y),
(3) v(x + y) ≥ inf(v(x), v(y)).

If D is a division ring, a ring extensionE of D is a ringE containingD, in which
case we speak of the division ring extensionE/D. Considering a valued division ring
(D, v) and a division ring extensionE/D, among the questions classically studied, let
us mention the following ones:

(1) Existence of valuations onE, which, once the restricted, toD givev.
(2) Characterization of the existence of such a valuation.
(3) Number of these valuations onE, and, when they exist, their description.

The answers to these questions are different according to whether or notE is com-
mutative. Indeed, ifE is commutative, then such an extension always exists, and the
number together with the description of these extensions are known. IfE is not com-
mutative, then the existence is not always guaranted, though when it exists it is unique.
The goal of this note is to describe a criterion for the existence of such an extension
as etablished by M. Krasner (and known already in 1979) in the case of division ring
extensions.

Theorem 3.2. (KRASNER CRITERION) LetE/D be an extension of division rings andv
a valuation onD for whichAv andMv are respectively the valuation ring and the ideal
of the valuationv. Designate byCE the commutator subgroup of the multiplicative
group E?. Then the valuationv can be extended to a valuation onE if and only if
MvAv[CE ] ∩Av = Mv.
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FACULTÉ DESSCIENCES ETTECHNIQUES- SAÏS
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