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SUR LE 2-GROUPE DE CLASSES DE CERTAINS CORPS DE NOMBRES

ABDELMALEK AZIZI

RÉSUMÉ. Soientk un corps de nombres etK une extension quadratique dek. Le
but de cet article est de donner une formule géńerale du 2-rang du groupe de classes
deK relativement̀ak et de l’appliquer aux corps biquadratiques.

ABSTRACT. Let k be an algebraic number field and letK be a quadratic extension
of k. The purpose of the paper is to exhibit a general formula for the 2-rank of the
class group ofK with respect tok and to apply it to the case of biquadratic fields.

1. Introduction. Soientk un corps de nombres etK une extension galoisienne de degré
un nombre premierp surk et dont le groupe de Galois est noté parG. On d́esigne par

Ak (resp.AK ) : l’anneau des entiers dek (resp. deK );

C0 (resp.C) : le p-groupe de classes au sens ordinaire dek (resp. deK );

Ek (resp.EK ) : le groupe des unités dek (resp. deK );

NK/k : la norme arithḿetique deK/k;

jK/k : l’homomorphisme qui associèa un id́ealI dek l’id éalIAK deK ;

σ : un ǵeńerateur deG;

H : C1−σ;

Cj
0 : jK/k(C0).

De plus, par d́efinition, l’homomorphismeN associèa la classe d’un id́ealI deK la
classe de l’id́ealjK/k(NK/k(I)).

On sait, d’apr̀es la th́eorie des corps de classes, que si l’extensionK/k est ramifíee
en au moins une place dek, alors la normeNK/k est surjective et par suite on a

N (C) = jK/k(C0) = Cj
0.

Soit CG le sous-groupe deC des classes qui sont fixes par toutélément deG (dites
classes ambigües). Dans le cas où G est cyclique, le th́eor̀eme suivant nous donne une
formule pour calculer l’ordre du sous-groupe des classes ambiguës, connue sous le nom
deformule des classes ambiguës.
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Théorème 1.1.On suppose que le groupeG est cyclique de degré un nombre premier
p. Alors on a

|CG| = |C0|
∏

P∈S e(P )
[K : k][Ek : Ek ∩NK/k(K∗)]

,

où S est l’ensemble des idéaux premiers dek ramifiés dansK/k (finis et infinis) et
e(P ) est l’indice de ramification de l’id́ealP deK dansK/k.

Démonstration.Voir [7]. ¤

Le théor̀eme suivant de Hasse nous donne l’ordre du sous-groupe des classes am-
biguës en fonction d’autres invariants et estéquivalent au th́eor̀eme pŕećedent.

Théorème 1.2.On suppose que l’extensionK/k est cyclique de degré un nombre
premier p. SoientCG le sous-groupe deC des classes ambiguës, t le nombre des
idéaux premiers dek ramifiés dansK/k (finis et infinis),Vk l’ensemble des unités de
Ek qui sont normes d’éléments deK , q∗ tel que[Vk : Ep

k ] = pq∗ et r le rang de la partie
libre deEk . Alors l’ordre deCG estégalà

h0p
t+q∗−(r+1+c) = h0p

rd ,

où h0 est lap-partie du nombre de classes dek et c = 1 si k contient une racine
primitivep-ième de l’unit́e etc = 0 sinon.

Démonstration.En utilisant la formule des classes ambiguës, on trouve facilement ce
résultat. En effet, il suffit de voir que

[Ek : Ek ∩NK/k(K
∗)] =

|Ek/Ep
k |

|Ek ∩NK/k(K∗)/Ep
k |
·

Comme|Ek/Ep
k | = pc+r, alors

[Ek : Ek ∩NK/k(K
∗)]−1 = pq∗ × p−(r+c).

Par suite, on a le résultat. ¤

On trouve une autre preuve de ce résultat dans [5], paragraphe 13, Satz 13.

Corollaire 1.3. On suppose queK est un corps CM et quek est son sous-corps réel
maximal; alors l’ordre deCG estégal à h0 × 2t0+q∗−1 où t0 est le nombre des idéaux
premiers finis ramifíes dansK/k.

Remarques 1.4.(1) On trouve dans [7] une formule des classes ambiguës au sens
restreint. Pour l’obtenir, il suffit de remplacer, dans la formule du théor̀eme 1, le groupe
des unit́es par celui des unités totalement positives et l’ensemble des idéaux premiers
ramifiés par l’ensemble des idéaux premiers ramifíes finis seulement.

(2) L’ordre du groupe des classes fortement ambiguës est obtenu de la formule du
Théor̀eme 1.2, en remplaçantq∗ parq défini par[V ′

k : Ep
k ] = pq où V ′

k est l’ensemble
des unit́es deEk qui sont normes d’éléments deEK .
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2. Rang du groupe de classes de certains corps de nombres.Soientp un nombre
premier etK/k une extension cyclique de degré p. Les notations sont les m̂emes que
dans la section préćedente.

Lemme 2.1. On suppose queK/k est ramifíe en au moins une place. SoitH = C1−σ

où σ est un ǵeńerateur du groupe de GaloisG deK/k. Alors on a

CpH = Cj
0H.

Démonstration.Soitσ un ǵeńerateur du groupe de GaloisG deK/k. Soitc ∈ C, alors

cp = c(1−σ)+(1−σ2)+···+(1−σp−1) × c(1+σ+σ2+···+σp−1).

Comme
c(1−σ)+(1−σ2)+···+(1−σp−1) ∈ H,

alors cp ∈ jK/k(C0)H = Cj
0H et NK/k(c) ∈ CpH. On sait que, dans notre cas,

NK/k(C) = jK/k(C0). Par suite, on aCpH = jK/k(C0)H = Cj
0H. ¤

Remarque 2.2.On poseCp−NK/k = HN . On v́erifie facilement que

CpHN = CpCj
0 = Cj

0HN .

Si K/k est une extension quadratique, alorsH = HN et

C2H = C2Cj
0 = Cj

0H.

Théorème 2.3.On suppose queK/k est une extension quadratique ramifiée en au
moins une place. SoitCj

20 le sous-groupe deCj
0 des éléments dont l’ordre est un

diviseur de2. Alors le2-rang deC estégalà

rd + s∗0 + r∗0 + α− λ

où 



|C0|2rd est l’ordre deC/H ;

2s∗0 = [Cj
0 : C2 ∩ Cj

0] ;

2r0∗ = [Cj
0 : (Cj

0)2] ;

2α = |Ker(jK/k)|, 2λ = [Cj
20 : Cj

0 ∩H].

Démonstration.D’après la remarque préćedente, on a

C2H = C2Cj
0 = Cj

0H.

Soit r le 2-rang deC; alors 2r = [C : C2]. D’une part, on a

[C : C2] = [C : Cj
0H][C2H : C2] =

[C : H]

[Cj
0H : H]

[C2H : C2] ;

[Cj
0H : H] = [Cj

0 : Cj
0 ∩H] ;

[C : H] = |C0|2rd ;

2s∗0 = [C2H : C2] = [C2Cj
0 : C2] = [Cj

0 : C2 ∩ Cj
0].



40 Sur le 2-groupe de classes de certains corps de nombres

D’autre part, si on d́esigne parCj
20 le sous-groupe deCj

0 deséléments dont l’ordre est
un diviseur de 2, alors on a :

• |C0| = |Cj
0||Ker(jK/k)|.

• [Cj
0 : Cj

20] = |Cj
0

2| (ceci ŕesulte de l’application du premier Théor̀eme d’isomor-
phismeà l’endomorphisme deCj

0 qui associèa unélémentb l’ élémentb2). Par
suite, on a

|Cj
20| = [Cj

0 : (Cj
0)2] = 2r0∗.

Ainsi,

[Cj
0 : Cj

20] =
|C0|

2r0∗2α

où 2α = |Ker(jK/k)|.
• Soitσ un ǵeńerateur du groupe de GaloisG deK/k. AlorsCj

20 contientCj
0∩H,

car unélément deCj
0 est laisśe fixe parσ tandis que l’image d’uńelémentb de

H parσ estégaleà b−1. On pose alors[Cj
20 : Cj

0 ∩H] = 2λ. Alors on a

[Cj
0H : H] = [Cj

0 : Cj
0 ∩H] = [Cj

0 : Cj
20][C

j
20 : Cj

0 ∩H] =
|C0|

2r0∗2α
2λ.

Par conśequent, on a

2r = 2rd+s∗0 +r∗0 +α−λ.

Ainsi on a la valeur der. ¤

Remarque 2.4.La formule du 2-rang deK est une ǵeńeralisation de celle donnée par
Hasse dans [6] et corrigée par Lemmermeyer dans [9], dans le cas où K est un corps
CM etk est le sous-corps réel maximal deK .

3. Applications aux corps biquadratiques. Soit K un corps biquadratique. On note
K∗ le corps de genres deK etK(1)

2 le 2-corps de classes de Hilbert deK . On suppose
queC2, le 2-groupe de classes deK , est d’ordre 4. On distingue les trois cas suivants :

(1) K∗ = K ; (2) K∗ = K
(1)
2 ; (3) [K∗ : K ] = 2.

3.1. Cas òu K∗ = K. SoitG un 2-groupe fini etG′ = [G,G] le groupe des commuta-
teurs deG. Si G/G′ est de type (2,2), alorsG′ est cyclique. En particulier, si on prend

G = Gal(K(1)
2 /Q), alorsG/G′ = Gal(K∗/Q) etG′ = Gal(K(1)

2 /K∗). En effet,G/G′

est le plus grand quotient abélien deG. Par conśequent, siK∗ = K , alorsG/G′ est de

type (2,2) et par suiteG′ est cyclique. AinsiC2 est isomorphèa Gal(K(1)
2 /K).

3.2. Cas òu K∗ = K
(1)
2 . On a queC2 est isomorphèa Gal(K(1)

2 /K) = Gal(K∗/K).
CommeK∗/Q est une extension abélienne de type(2, 2, 2, 2) et comme l’ordre deC2

est 4, alorsC2 est de type(2, 2).
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3.3. Cas òu [K∗ : K ] = 2.
3.3.1.Si K contient un sous-corpsk de nombre de classes impair, alors en appliquant

le théor̀eme 2.3̀a l’extensionK/k, on trouve que le rang du 2-groupe de classes deK
estégalà rd.

3.3.2.Supposons que tous les sous-corpsk deK ont un 2-nombre de classes divisible
par 2. Alors en appliquant le théor̀eme 2.3̀a une extensionK/k bien choisie, on arrive
à trouver les corpsK qui sont de type(2, 2) et ceux qui sont cycliques. Dans le cas où
K contient un sous-corpsk de nombre de classes impair, on a détermińe :

. Tous les corpsK = Q(
√

d, i) de type(2, 2), ainsi que ceux qui sont cycliques.
. Tous les corpsK = Q(

√
d,
√−2) de type(2, 2), ainsi que ceux qui sont

cycliques.
. Tous les corps réelsK = Q(

√
d,
√

2) de type(2, 2), ainsi que ceux qui sont
cycliques.

. Tous les corps ŕeelsK = Q(
√

d,
√

p) où p est un premier congrùa 1 modulo 4,
qui sont de type(2, 2), ainsi que ceux qui sont cycliques.

Dans le cas contraire, on exhibe deux familles d’exemples.
Première famille d’exemples.SoitK = Q(

√
d,
√−p0) oùp0 est un premier congru

à 5 modulo 8,d = p0p, p ≡ 5 (mod 8) et
(

p
p0

)
= −1, k = Q(

√−p0) et l la partie

impaire du nombre de classes deK . En appliquant le th́eor̀eme 2.3 à l’extensionK/k,
on trouve quet = 1, q∗ = 1, r = 0 etc = 1; par suiterd = 0. De plus, soitI l’id éal
au-dessus de 2 dansk. On v́erifie facilement d’une part que la classe de l’idéalI l est
d’ordre 2, queI l ne capitule pas dansK et queI l se d́ecompose dansK en produit
de deux id́eaux. Ainsi(I l) = P l

1P
l
2. D’autre part,P l

1 et P l
2 sont conjugúes; donc leurs

classes ont un m̂eme ordre et elles sont différentes. Donc cet ordre ne peutêtre que 2.
Par suite, on as0 = 1, r∗0 = 1, α = 0 etλ = 0. On conclut alors que le 2-rang de la
2-partie du groupe de classes deK estégalà 2.

Deuxième famille d’exemples.Soit K = Q(
√

d,
√−p) où p est un premier congru

à 5 modulo 8,d = 2pq, q ≡ 3 (mod 8) et
(

q
p

)
= 1. Dans ce cas, le 2-rang de la

2-partie du groupe de classes deK est aussíegalà 2. En effet,rd = 1, s0 = 1, r∗0 = 1,
α = 1 etλ = 0. Par suite, le rang estégalà 2. De la m̂eme façon que dans l’exemple
préćedent, on trouve queC0 est engendré par la classe de l’id́ealI. On va montrer que
I capitule dansK . Pour cela, on montre que−2ε est un carŕe dansK où ε est l’unit́e
fondamentale deQ(

√
2pq). Soit ε = r + s

√
2pq, où r et s ∈ Z. On ar2 − 2pqs2 = 1,

c’est-̀a-dire(r + 1)(r − 1) = 2pqs2. De plus, le plus grand diviseur commun de(r + 1)
et (r− 1) divise 2. Il s’ensuit qu’il existei, j, k ∈ {0, 1} tels que 2ipjqk(r + 1) est un
carŕe dansN.

Supposons que
√

(r + 1) appartient̀aN. Alors il existe deux entiersn etm tels que
{

r + 1 = n2,

r − 1 = 2pqm2.

Ceci implique que 2= n2 − 2pqm2 ou encore 2p ≡ (pn)2 moduloq. Donc
(

2
q

)
=

(
2
p

)
= +1,
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d’où une contradiction.
On a la m̂eme contradiction si 2pq

√
(r + 1) appartient̀aN.

Supposons que
√

2(r + 1) appartient̀aN. Alors il existe deux entiersn etm tels que

{
r + 1 = 2n2,

r − 1 = pqm2.

Ceci entrâıne que 2ε = (n
√

2 + m
√

pq)2, et par suite
√

ε = 1
2(2n + m

√
2pq) ∈

Q(
√

2pq). Ceci contredit le fait queε soit l’unité fondamentale deQ(
√

2pq).
Il en est de m̂eme sipq(r + 1) est un carŕe dansN.
Montrons quep(r + 1) n’est pas un carré dansN. Sinon, il existen,m ∈ N tels que

{
r + 1 = pn2,

r − 1 = 2qm2.

Ceci implique que 2= pn2 − 2qm2 ou encore 2p ≡ (pn)2 moduloq. Donc
(

2p

q

)
= −

(
p

q

)
= +1,

d’où une contradiction.
Montrons queq(r + 1) n’est pas un carré dansN. Sinon, il existen,m ∈ N tels que

{
r + 1 = qn2,

r − 1 = 2pm2.

D’où 2 = qn2 − 2pm2 et par suite−4p ≡ (2pm)2 moduloq, c’est-̀a-dire
(−4p

q

)
= −

(
p

q

)
= +1,

ce qui est absurde.
De la m̂eme façon, on montre que 2p(r + 1) n’est pas un carré dansN.
Supposons que 2q(r + 1) est un carŕe dansN. Donc il existen, m ∈ N tels que

{
r + 1 = 2qn2,

r − 1 = pm2.

Ceci entrâıne que 2ε = (n
√

2q +m
√

p)2. Par suite,−2ε = (n
√−2q +m

√−p)2. Ainsi,

I2AK = 2AK = (n
√
−2q + m

√−p)2AK .

D’où IAK = (n
√−2q + m

√−p)AK et doncI capitule dansK .

4. Remarques finales.Pour construire le 2-groupe de classes d’un corps biquadratique
de type(2, 2), on d́etermine les classes non triviales deK provenant des id́eaux ramifíes
et si ses classes n’engendrent pas le 2-groupe de classes deK , on compl̀ete par les
classes des id́eaux au-dessus des premiers deQ qui se d́ecomposent complètement
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dansK/k et qui restent inertes dans une extension quadratique deK , incluse dans le
corps de genres deK .

Le théor̀eme 2.3 sert aussià d́eterminer les diff́erents invariants qui apparaissent dans
la formule du rang, si le rang est détermińe par une autre ḿethode. Par exemple, si le
corps biquadratique est le 2-corps de classes de Hilbert d’un corps quadratique de type
(2, 2), alors son 2-groupe de classes est cyclique (d’après la th́eorie des corps de classes
de Hilbert).

Soit k un corps quadratique dont le corps de genresk∗ est de degŕe 2 surk. Soient
k(2)

2 le 2-corps de classes de Hilbert du 2-corps de classes de Hilbert dek, et G le

groupe de Galois dek(2)
2 /Q. Alors le groupe de Galois dek∗/Q est isomorphèaG/G′

et donc il est de type(2, 2). De plus,G′ est le groupe de Galois dek(2)
2 /k∗. Or on sait

que siG/G′ est de type(2, 2), alorsG′ est cyclique. Par suite, le 2-groupe de classes
dek∗ est cyclique.

English extended abstract.Let k be a number field,K be a quadratic extension ofk
andG be its Galois group. We use the following notations:

Ak (resp.AK ) : the ring of integers ofk (resp. ofK ),

C0 (resp.C) : the 2-class group ofk (resp. ofK ),

Ek (resp.EK ) : the unit’s group ofk (resp. ofK ),

NK/k : the arithmetic norm ofK/k,

jK/k : the map that associates to an idealI of k the idealIAK of K ,

N : the map associating to the class of an idealI of K ,

the class of the idealjK/k(NK/k(I)) in K ,

σ : a generator ofG,

H : the groupC1−σ,

Cj
0 : the idealjK/k(C0).

One knows, by class field theory, that if the extensionK/k is ramified in at least one
place ofk, then the normNK/k is surjective and one has

N (C) = jK/k(C0) = Cj
0.

Let CG be the subgroup ofC of the classes that are fixed by every element ofG
(ambiguous classes). In this paper, we give a summary of the useful results to determine
the class group of number fields and we prove the following theorem (the result appears
in [9] in the case whereK is an imaginary number field andk is the maximal real
subfield ofK ).

Theorem 2.3. LetK/k be a quadratic extension ramified in at least one a place. IfCj
20

is the subgroup ofCj
0 generated by the classes that are of order2, then the2-rank ofC

is equal to
rd + s∗0 + r∗0 + α− λ
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where 



|C0|2rd is the order ofC/H,

2s∗0 = [Cj
0 : C2 ∩ Cj

0],

2r0∗ = [Cj
0 : (Cj

0)2],

2α = |Ker(jK/k)|,
2λ = [Cj

20 : Cj
0 ∩HS].

With the help of this theorem, we determine the 2-class group structure of some
families of biquadratic fields.
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8. R. Kǔcera,On the parity of the class number of a biquadratic field, J. Number Theory52

(1995),43–52.
9. F. Lemmermeyer,On 2-class field towers of imaginary quadratic number fields, J. Th́eor.

Nombres Bordeaux6 (1994),261–272.
10. T. M. McCall, C.J. Parry and R.R. Ranalli,Imaginary bicyclic biquadratic fields with cyclic

2-class group, J. Number Theory53 (1995),88–99.
11. T. M. McCall, C.J. Parry and R.R. Ranalli,The2-rank of the class group of imaginary

bicyclic biquadratic fields, Canad. J. Math.49 (1997);no. 2,283–300.

A. AZIZI
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