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SUR LE 2-GROUPE DE CLASSES DE CERTAINS CORPS DE NOMBRES
ABDELMALEK AZIZI

RESUME. Soientk un corps de nombres &t une extension quadratique lelLe
but de cet article est de donner une formwledgale du 2-rang du groupe de classes
deK relativementik et de I'appliquer aux corps biquadratiques.

ABSTRACT. Letk be an algebraic number field and etbe a quadratic extension
of k. The purpose of the paper is to exhibit a general formula for the 2-rank of the
class group oK with respect tdk and to apply it to the case of biquadratic fields.

1. Introduction. Soientk un corps de nombres tune extension galoisienne de degr
un nombre premiep surk et dont le groupe de Galois est agtarGG. On cesigne par
Ak (resp.Ak) : l'anneau des entiers de(resp. deK);
Co (resp.C) : le p-groupe de classes au sens ordinairé& @gesp. deK);
Ex (resp.Ex) : le groupe des uréis dek (resp. deK);
Nk i - lanorme arithratique dek /k;
jr/k * ’homomorphisme qui assocéeun ickal I dek l'id éall A deK;
o . un gerérateur de;
H: ct;
C3: ji/i(Co).
De plus, par dfinition, ’'homomorphismeV associe la classe d’'un iglal I deK la
classe de l'i@aljg ,(Ng /i (1))

On sait, d’apes la theorie des corps de classes, que si I'exten&igk est ramifee
en au moins une place #ealors la normeVy /. est surjective et par suite on a

N(C) = ji(Co) = C4.

Soit C¢ le sous-groupe d€' des classes qui sont fixes par t@ément de; (dites
classes ambigis). Dans le casloG est cyclique, le thoeme suivant nous donne une
formule pour calculer I'ordre du sous-groupe des classes ai@bigannue sous le nom
deformule des classes ambiggl
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38 Sur le 2-groupe de classes de certains corps de nombres
Théoreme 1.1.0n suppose que le grougeest cyclique de degrun nombre premier

p. Alors on a
[Ipese(P)

CG == C bl
= 10 R KB B N (<]

ou S est 'ensemble des &hux premiers dé& ramifiés dansK /k (finis et infinis) et
e(P) estl'indice de ramification de I'idal P deK dansK /k.

Démonstration.\Voir [7]. O

Le theoeme suivant de Hasse nous donne I'ordre du sous-groupe des classes am-
bigués en fonction d’autres invariants et éguivalent au thoreme pecedent.

Théoreme 1.2.0n suppose que l'extensidf/k est cyclique de de@run nombre
premier p. SoientC® le sous-groupe d€' des classes ambigs, ¢ le nombre des
idéaux premiers d& ramifiés dan /k (finis et infinis),Vi 'ensemble des urés de
Ei qui sont normes @&léments dé, ¢* tel que[Vi : E] = p? etrle rang de la partie
libre de Ei. Alors I'ordre deC estégala

t+q* —(r+1+c)

hOp = hoprd )

ou hg est lap-partie du nombre de classes #eet ¢ = 1 si k contient une racine
primitive p-ieme de I'unié etc = 0 sinon.

Démonstration.En utilisant la formule des classes amliiguon trouve facilement ce
résultat. En effet, il suffit de voir que

_ |Ex/Ey| .
|Ex N Nic/p(K*)/EY|

[Ex : Ex N N/ (K*)]

Comme|Ey/EE| = p°*", alors
[Ex : Bl N N (K] H=p?" 5 p (%),

Par suite, on a leasultat. [
On trouve une autre preuve de ésultat dans [5], paragraphe 13, Satz 13.

Corollaire 1.3. On suppose quK est un corps CM et quie est son sous-corpeel
maximal; alors I'ordre deC'“ estégala hg x 2% ~1 ol tg est le nombre des &hux
premiers finis ramiés dan¥ /k.

Remarques 1.4(1) On trouve dans [7] une formule des classes andsgau sens
restreint. Pour I'obtenir, il suffit de remplacer, dans la formule @ogme 1, le groupe
des uniés par celui des ur@s totalement positives et I'ensemble deaiglx premiers
ramifiés par I'ensemble des@dux premiers ram#s finis seulement.

(2) Lordre du groupe des classes fortement améggest obtenu de la formule du
Théome 1.2, en remplagant parq défini par [V} : E}| = p? ou V}/ est 'ensemble
des uniés deFEk qui sont normes @&léments def .
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2. Rang du groupe de classes de certains corps de nombre3oientp un nombre
premier etk /k une extension cyclique de dégs. Les notations sont lesémes que
dans la section gedente.

Lemme 2.1. On suppose quk /k est ramifé en au moins une place. Séit= C1~°
ou o est un @rérateur du groupe de Galois deK /k. Alors on a
CPH = C}H.

Démonstration.Soito un gérérateur du groupe de GaldisdeK /k. Soitc € C, alors

(1-0)+(1-0?)++(1—0P™ 1) 1+o+02+- 40P~ 1)

Cp:c XC(

Comme

C(l—a)+(1_02)+..,+(1_(,p—1) e,

alorsc? € jy k(Co)H = ch et Nk (c) € CPH. On sait que, dans notre cas,
Nk k(C) = jk jk(Co). Par suite, on & H = jy x(Co)H = C{H. 0
Remarque 2.20n poseC?~M«/k = Hy. On \erifie facilement que
CPHy = CPC) = C}Hy.
Si K /k est une extension quadratique, aléfs= Hy et
C%H = C?C} = C}H.

Théoreme 2.3.0n suppose qu /k est une extension quadratique ra@éien au
moins une place. Soif?, le sous-groupe d&€} desélements dont I'ordre est un
diviseur de2. Alors le2-rang deC estégala

rgtsptrgta—A

ou
|Co|27 est I'ordre deC'/H ;

2% = [C4: C? N CY);
20 = [+ (C3)7);
20 = | Ker(j po)l, 2* = [Co: C N H],
Démonstration.D’apres la remarque predente, on a
C%H = C?C} = C}H.
Soitr le 2-rang deC; alors 2 = [C' : C?]. D'une part, on a
[C: H]

: [C?H : C?);
[CJH : H|

[C:C? =[C:C{H|[C?H : C? =
[CJH : H] = [C} : ¢} n HI;
[C': H] = |Co| 27¢;
2% = [C%H : €% = [C%CY: €7 = [C): C?Nn ).
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D’autre part, si on ésigne paC{o le sous-groupe déé desélements dont I'ordre est
un diviseur de 2, alorson a;

o |Col = |C3|| Ker(ji s)l.
e [C}: CJol = |C§"| (cecitesulte de I'application du premier €aeme d’isomor-
phismea I'endomorphisme dé€? qui associéx unélementh I elementbh?). Par

suite, on a
|Gl = [CF : (C8)7] = 2%,
Ainsi,
i. i1 |Col
[CO . CZ ] - 2ro* Do

ou 2 = | Ker(jK/k)\.

e Soito un gerérateur du groupe de GaldisdeK /k. Alors C3, contientC) N H,
car unélement deC’g est laisg fixe paro tandis que 'image d’'ulémenth de
H paro estégaleab—t. On pose alor§Cy, : C3 N H] = 2*. Alors on a

[C’éH H) = [Cg ; Cg NH] = [Cé : C%o][cgo: Cg nH|= 27’43)2’04 2

Par congquent, on a

or — 27‘d+s’6+ré‘+a—>\

Ainsion alavaleurde. O

Remarque 2.4La formule du 2-rang d& est une gréralisation de celle doie par
Hasse dans [6] et corégg par Lemmermeyer dans [9], dans le ca¥oest un corps
CM etk est le sous-corpgel maximal d&.

3. Applications aux corps biquadratiques. Soit K un corps biquadratique. On note
K* le corps de genres d¢ et Kél) le 2-corps de classes de Hilbertide On suppose
queCy, le 2-groupe de classes He est d’ordre 4. On distingue les trois cas suivants :

1) K*=K; @QK*=KY; @)K :K|=2

3.1. Cas @ K* = K. SoitG un 2-groupe fini eti’ = [G, G] le groupe des commuta-
teurs deiG. SiG /G’ est de type (2,2), aloi6’ est cyclique. En particulier, si on prend
G= Gal(Kél)/Q), alorsG/G’' = Gal(K*/Q) etG' = GaI(Kél)/K*). En effet,G/G’
est le plus grand quotient @lien deG. Par congquent, siK* = K, alorsG/G’ est de
type (2,2) et par suit&” est cyclique. AinsC, est isomorph& Ga(Kél)/K).

3.2.Caso K* = Kél). On a queC est isomorpha Ga(Kél)/K) = GallK*/K).
CommeK*/Q est une extension ébenne de typ¢2, 2, 2, 2) et comme l'ordre d€,
est 4, alorg”; est de typd2, 2).
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33.Casa [K*:K] =2
3.3.1.SiK contient un sous-corpsde nombre de classes impair, alors en appliquant
le theoreme 2.3 I'extensionK /k, on trouve que le rang du 2-groupe de classels de
estégalarg.
3.3.2.Supposons que tous les sous-carpleK ont un 2-nombre de classes divisible
par 2. Alors en appliquant le #oreme 2.3 une extensioK /k bien choisie, on arrive
a trouver les corp&’ qui sont de typé2, 2) et ceux qui sont cycliques. Dans le cas o
K contient un sous-corgsde nombre de classes impair, on&amire :
> Tous les corp& = Q(V/d, 1) de type(2, 2), ainsi que ceux qui sont cycliques.
> Tous les corpK = Q(Vd,v/—2) de type(2,2), ainsi que ceux qui sont
cycliques.
> Tous les corpséelsK = Q(v/d, v/2) de type(2, 2), ainsi que ceux qui sont
cycliques.
> Tous les corpsaelsK = Q(V/d, \/P) ol p est un premier congrai 1 modulo 4,
qui sont de typé2, 2), ainsi que ceux qui sont cycliques.
Dans le cas contraire, on exhibe deux familles d’exemples.
Premiére famille d’exemples SoitK = Q(+/d, v/—po) 0Ol po €St un premier congru
a 5 modulo 84 = pop, p = 5 (mod 8 et <%) = -1,k = Q(y/—po) et! la partie
impaire du nombre de classeskeEn appliquant le thoeme 23 a I'extensionk /k,
ontrouve queg = 1,¢* = 1,r = 0 etc = 1; par suiter; = 0. De plus, soitl I'id éal
au-dessus de 2 daks On \erifie facilement d’une part que la classe dedadl/! est
d’ordre 2, quel’ ne capitule pas daré et quel’ se cecompose dank en produit
de deux i@aux. Ainsi(I') = P}P.. D'autre part,P! et P4 sont conjugés; donc leurs
classes ont un éme ordre et elles sont déifentes. Donc cet ordre ne pétite que 2.
Par suite, on ag = 1,75 = 1, o« = 0 et A = 0. On conclut alors que le 2-rang de la
2-partie du groupe de classesKlestégala 2.
Deuxiéme famille d’exemplesSoitK = Q(v/d, v/—p) ol p est un premier congru
a 5 modulo 8d = 2pq, ¢ = 3 (mod 8 et (%) = 1. Dans ce cas, le 2-rang de la
2-partie du groupe de classesiest aussegala 2. En effetyq = 1,50 = 1,75 = 1,
a = 1et) = 0. Par suite, le rang eégala 2. De la i@me fagon que dans I'exemple
précedent, on trouve qu€y est engendr par la classe de I'hl I. On va montrer que
I capitule dan¥. Pour cela, on montre que2: est un ca@ dansk ou ¢ est l'unite
fondamentale d&(1/2pq). Soite = r + 54/2pq, oli r ets € Z. On ar? — 2pgs® = 1,
c’esta-dire(r + 1)(r — 1) = 2pgs®. De plus, le plus grand diviseur commun (@e+ 1)
et(r — 1) divise 2. Il s’ensuit qu'il existé, j, k € {0, 1} tels que 2p7¢*(r +1) estun
care dans\.
Supposons qug/(r + 1) appartienetN. Alors il existe deux entiers etm tels que

r+1=n?
r— 1= 2pgm?.

Ceci implique que 2= n2 — 2pgm? ou encore g = (pn)? modulog. Donc

©)-()-
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d’ou une contradiction.
On a la néme contradiction siz2;/(r + 1) appartien&N.
Supposons qug/2(r + 1) appartien&N. Alors il existe deux entiers etm tels que

{r+l:2n2,
r—1=pgm?.

Ceci entrine que 2 = (nv2 +m,/pq)?, et par suite/c = %(Zn +my/2pq) €
Q(v/2pq). Ceci contredit le fait que soit I'unité fondamentale d@(/2pq).

Il en est de rdme sipg(r + 1) est un cae dans\.

Montrons quep(r + 1) n’est pas un caérdandN. Sinon, il existen, m € N tels que

r+1=pn?
r—1=2gm?2.

Ceci implique que 2= pn2 — 2gm? ou encore 2 = (pn)? modulog. Donc

(2)-()-n
q q
d’ou une contradiction.

Montrons quey(r + 1) n’est pas un caérdansN. Sinon, il existen, m € N tels que

r+1:qn2,
r—1=2pm?.

Dol 2 = qn? — 2pm? et par suite-4p = (2pm)? modulog, c’esta-dire

(#)=-()-
q q
ce qui est absurde.

De la méme fagon, on montre que@ + 1) n'est pas un caérdans\.
Supposons queg?r + 1) est un ca@ dandN. Donc il existen, m € N tels que

{ r+1=2gn?

r—1=pm?.

Ceci entréne que 2 = (n+/2g+m./p)?. Par suite;-2c = (ny/—2g+m+/—p)?. Ainsi,
I?Ax = 2Ak = (n\/—2q + m\/—p)?Axk.

D'ou I Ak = (nv/—2q + m+/—p)Ak et doncl capitule dan¥.

4. Remarques finales.Pour construire le 2-groupe de classes d’'un corps biguadratique
de type(2, 2), on cétermine les classes non trivialesKi@rovenant des ieaux ramifes
et si ses classes n’engendrent pas le 2-groupe de clas$esatecompéte par les
classes des &hux au-dessus des premiers@ejui se &¢composent comgtement
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dansK /k et qui restent inertes dans une extension quadratiqué, decluse dans le
corps de genres d€.

Le theoeme 2.3 sert ausaiceterminer les diffrents invariants qui apparaissent dans
la formule du rang, si le rang esérmire par une autre gthode. Par exemple, si le
corps biquadratique est le 2-corps de classes de Hilbert d’'un corps quadratique de type
(2,2), alors son 2-groupe de classes est cyclique (d'afartleorie des corps de classes
de Hilbert).

Soitk un corps quadratique dont le corps de getresst de dedr 2 surk. Soient
k(zz) le 2-corps de classes de Hilbert du 2-corps de classes de Hilb&rtete le
groupe de Galois dleéz)/Q. Alors le groupe de Galois de'/Q estisomorpha G /G’
et donc il est de typ€2, 2). De plus,G’ est le groupe de Galois diéz)/k*. Or on sait
que siG/G’ est de typg2,2), alorsG’ est cyclique. Par suite, le 2-groupe de classes
dek* est cyclique.

English extended abstract.Let k be a number field be a quadratic extension kf
andd be its Galois group. We use the following notations:

Ag (resp.Ak) : the ring of integers ok (resp. ofK),
Cop (resp.C) : the 2-class group & (resp. ofK),
FEx (resp.Ex) : the unit’s group ok (resp. ofK),
Ny, + the arithmetic norm of</k,
Jk/k - the map that associates to an idéalf k the ideall Ax of K,
N : the map associating to the class of an ideaf K,
the class of the idegly /1, (Nk /i (1)) in K,
o . agenerator of,
H : the groupCt=7,
C3 - the idealjx /. (Co).

One knows, by class field theory, that if the extend{otk is ramified in at least one
place ofk, then the normV ;. is surjective and one has

N(C) = jx1(Co) = C3.

Let C“ be the subgroup of of the classes that are fixed by every elementof
(ambiguous classes). In this paper, we give a summary of the useful results to determine
the class group of number fields and we prove the following theorem (the result appears
in [9] in the case wher& is an imaginary number field ardis the maximal real
subfield ofK).

Theorem 2.3. LetK /k be a quadratic extension ramified in at least one a placgj}f
is the subgroup 0@3 generated by the classes that are of ordgthen the2-rank of C
is equal to

rqgtsgtrgta—A
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where .
( |Co|27 is the order ofC/ H,

2% = [0} : C?n cy),

2o = [ (G,

2% = [Ker(j x)l,
[ 28 = [C%: Gy N HS).

With the help of this theorem, we determine the 2-class group structure of some
families of biquadratic fields.
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