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ORDONNES DE CHAINES ET ALG EBRES D’INCIDENCE

JUAN CARLOS BUSTAMANTE, JuLiE DIONNE ET DaviDb SMITH

RESUME. Nous caradrisons les ensembles ordé@smui sont des ordoés de faces
de complexes simpliciaux. Ceci permet de caaser les ensembles ordd@sdes
chdnes (non vides) d’ensembles ord@sn et de retrouver I'ensemble ordénn
original. Enfin, nous appliquons cessultatsa la simplification du calcul du groupe
de cohomologie de Hochschild et du groupe fondamental ébates d’incidence
d’ensembles ordor@s.

ABSTRACT. We characterise partially ordered sets which are the sets of faces of
simplicial complexes ordered by inclusion. This allows us to characterise partially
ordered sets which are the sets of nonempty chains of some partially ordered set,
and recover the original one. We use these results to simplify computations of
Hochschild cohomology groups, as well as fundamental groups of incidence alge-
bras.

Introduction. Soient(E, <) un ensemble partiellement ordanfini, &£ un corps com-
mutatif et kE l'algebre d’incidence de& sur k. Il a éte monté (voir [9,11,13])

que les groupes de cohomologie de Hochschild(#H) et le groupe fondamental
m1(kE) de kE sont respectivement isomorphes aux groupes de cohomologie simpli-
ciale H(A(E), k*) et au groupe fondamenta (A(F)) du complexe des chees de

E, no& A(FE) (voir 1.1).

Limportance de ces groupes se e, entre autres, par le biais desedlges dont
le groupe fondamental est trivial pour toutéepentation de I'algbre, ditesalgebres
simplement connex¢®,3]. Celles-ci jouent undle primordial car il est souvent possi-
ble, en utilisant des techniques de&wmments, de rameneetude des regsentations
d’'une algbrea I'etude de celles d’'une afre simplement connexe convenablement
choisie (voir [7,20], par exemple). Par ailleurs, les groupeg(HH) donnent aussi
de l'information sur la connexitsimple dek E ainsi que sur ses progtés de rigidié
[1,16,24].

D’autre part,etant doné un complexe simplicial fink', on c&finit O(K) comme
etant I'ensemble des faces Heordonre par inclusion. On montre alors (voir (1.7)) que
les algbresk E et kOA(E) ont les némes groupes de cohomologie et fondamentaux.
Or l'ordonré E comptant moins @lements queéd)A(E), le calcul des groupes en
question est plus simple pour la pré&re algbre que pour la seconde. Il est donc
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2 Ordonnés de chaines et algébres d'incidence

naturel, du point de vue de laé&brie des ref@sentations des algres, d’essayer de
caracériser les algbres d’incidence de la formigD A(E). Il s'agit 1a du but premier
de ce travail. Pour ce faire, nous donnons une nouvelle éaisation des ordor@s de
la forme O(K). Il esta noter que nous ne formulons aucune hypséhsur la purét
ou la cecortiquabilie du complexds (comparer avec [5] (4.5), [6] (4.7.24)). Voir aussi
[5] (2.3).

Cet article est organtscomme suit : dans la preéme section, nous exposons certains
conceptselementaires sur les complexes simpliciaux (1.1), les carquois (1.2) et les
algebres d’incidence d’ensembles ordésifl.3). Nous enclir@ons avec notre #foeme
principal (2.4) portant sur la card&tsation des ordor@s de la forme)(K) comme
mentionré ci-haut. Ce &sultat combigé a la classification des complexes de la forme
A(E) énonée par Stanley [25] (voir aussi [18,21]) permeétdblir quels sont les
ensembles ordor@s de la forme& A(E), ce qui est fait dans la section 3. Enfin, nous
appliquons cessultats pour caragtiser les algbres d’incidence de laformg) A (E).

Dans ce qui suit, les ensembles ordesisont suppés finis.

1. Préliminaires.

1.1. Complexes simpliciaux.Le lecteur trouvera leséinitions de base concernant
les complexes simpliciaux dans [23]. On rappelle toutefois que est un ensemble
fini, alors 'ensembleP,(E) des parties non vides dé est un complexe simplicial.
D’autre part, pour un ensemble ord@il’, <), on c&finitlecomplexe des cliaesde E
commeétant le complexe simplicial dont lés simplexes sont les clraes (non vides)
xo < x1 < -+ < x; dei + 1 éléments de& que I'on noteA(E). Cette construction
définit un foncteur de la cagorie des ensembles ord@srfinis vers la cégorie des
complexes simpliciaux finis qui n’est ni dense nifiel. Plusieurs cara@tisations des
complexes simpliciaux ainsi obtenus @t énon&es. Nous y reviendrons plus tard.

1.2. Carquois. Etant don@ un carquois), les notions de source, puits, chemin, lon-
gueur d'un chemin, chemins parlits, sous-carquois plein, sous-carquois convexe
seront considrées connues (voir [9], par exemple). D’autre part, on suppose que
I'ensembleQo des points d&) et celui de ses diches(; sont finis, qu’entre deux
pointsz,y € Qo il existe au plus unediche a:  — y et queQ est acyclique. On
note A(Q) I'ensemble des sources dk et Z (@) celui de ses puits.

Pour un pointz € Qg, 'ensemble des pointg de Q tels qu’il existe un chemin de
longueurn de z versy est 'ensemble des’®™** successeurs de et est ncé 5™ (z),
alors que I'ensemble de tous les successeurs dst noé S(x). Enfin, 'ensemble
S(z) N Z(Q) est 'ensemble depuits dex, not p(z). De fagonévidente, on &finit
I'ensemble des’“™°* prédecesseurs de, noe P"(z) et celui degprédecesseurs de
x, P(z). Pourz € Qo, le sous-carquois plein engeldpar S(z) est noé z". En
particulier,@” est toujours convexe.

D’autre part, s{ F, <) estun ensemble ordo@yon construit un carquoigz comme
suit: (Qg)o = E et il existe une uniquedkthe der versy sixz > y et s'il n’existe pas
dez dansFE tel quex > z > y. Dans ce qui suit, on identifie 'ensemble ordérnau
carquoisQ g. D’autre part,etant dond un complexe simplicial fini, I'ensemble de
ses faces est ordoarpar inclusion, et le carquois correspondant est 64tK’). Ceci
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définit un foncteur© de la caégorie des complexes simpliciaux finis vers celle des
ensembles ordoms finis.

1.3. Algebres d’incidence. Soientk un corps commutatif et~, <) un ensemble or-
donre ayant: €lements. Sans perte dergralite, on peut supposer qiie={1, 2, ..., n}

et que I'ordre usuel est une extension<del’algebre d’'incidencé& E de (FE, <) surk
estla sous-akgpre del/,, (k) dont lestléements sont les matricés;; ) telles quer;; = 0
sii £ j. Il est aussi possible deedrirek E comme le quotient de I'afghre de chemins
d’'un carquois. Plus @ciement, soient)y = Qg le carquois assogia I'ordonre
dans la section pedente, ek le k—module libre ayant pour base I'ensemble des
chemins d&), y compris un chemin stationnaire sur chaque poinQd©n c&finit le
produit de deux chemins comné&tant leur conc&hnation, lorsque celle-ci est possi-
ble, et 0 sinon. Le prolongement de cett@&@iion park—linéarié contrea k(Q une
structure dé—algebre associative et ugife. D’autre part, soif I'id &al bilakre dekQ
engende par les diférences des chemins paéddls dg?, alors I'algebre quotienk @ /I
estisomorph@ kE.

1.4. Remarque. Il est bien connu que si est une algbre associative, urife, sobre
et de dimension finie sur un corps algiquement clog, alors il existe un carquoiQ
et un ickal bilatre dekQ tels queA ~ kQ/I (voir [7]).

Pour unek—algebre A, les groupes de cohomologie de HochschildgsdiH (A),
sont par @finition les ™S groupes d’extensions du bimoduled 4 par lui méme,
Ext, (A, A) [10,16]. Dans le cas des @gres d'incidence, ces groupes ont une
interpiétation gomnetrique [11,17]. En effet, soient’d\(E), k*) les groupes de co-
homologie simpliciale dé\(E) avec coefficients dans le groupe additif sous-jacent au
corpsk, on a alors le thoreme suivant qui estich Gerstenhaber et Schack.

1.5. Theoreme [13]. Il existe, pour touti > 0 un isomorphisme dé&—modules
HH'(kE) ~ H'(A(E), k).

Le resultat analogue concernant les groupes d’homologie de Hochschild €leseslg
d’incidence ate établi dans [11]. Par ailleurs, dans [1,12], 2 monté qu'il existe
des liensetroits entre les groupesg (A) et HH'(A) dans un contexte plusgéral que
celui des algbres d’incidence. En outre, nous avonsSieultat suivant :

1.6. Theoreme[9,22]. Il existe un isomorphisme de groupegkiE) ~ m1(A(E)).

Ces Esultats sont des cas particuliers @sultats plus@cents et plus@réraux dans
[9] (voir aussi [8,19]). Le lemme suivant en est une @qngence imradiate.

1.7. Lemme. Avec les notations @édentes, nous avons des isomorphishieg k F)
~ HH (kOA(E)), pour touti > 0, ety (kE) ~ 11 (kOA(E)).

Démonstration.|l suit de [13] qu'il y a des isomorphismes HRA E) ~ H (A(E), k*),
et HH (kOA(E)) ~ H(AOA(E), k*). Or, le complexeAOA(E) étant la subdivi-
sion barycentrique dA(FE), ces deux espaces ont l&me cohomologie simpliciale.
Lisomorphismeri(kE) ~ m1(kOA(FE)) se cemontre de fagcon semblable[]

Ce dernier gsultat justifie notre igét pour les algbres de la form&éOA(FE) car
leur caractrisation permettrait alors déduire les calculs des groupes de cohomologie
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et fondamental aux calculs de ceux d’'unesdiige d’'incidence d’un ordorayant moins
d’élements. Pour ceci, la preémeétape est de cardxiser les ensembles ordd@sde
la formeO(K), pour un complexe simplicidk’. C’est le but de la section suivante.

2. Ordonnés de facesNous commencgons par quelques remar@iesentaires. Si
est unm-simplexe d'un complexe simplicidt’, alors, dan®)(K), il existe une fche
deo ao’ si et seulement si’ C o et dimo = dimg’ + 1. Donc tous les chemins de
aux puits deO(K) ont la méme longueurn. Ceci donne liewx la notion decarquois
nivele.

2.1. Carquois niveks. Un carquois acycliqué) est ditnivele si pour tout pointz de
Q la longueur des chemins devers les puits d€) est incependante du puits et du
chemin choisis. Dans ce cas, pour un painsi cette longueur commune €ston
dira quez estde niveauk, et on noteN, (@) 'ensemble de ces points. En particulier,
No(Q) = Z(Q) etsiz € Ni(Q), alorsS*(x) = p(x). On appellecarquois augmet
Q deQ, le carquois suivant@g = QoU {0} etQ1 = Q1U{w; : #; — Olz; € Z(Q)}.
Un carquoig?) est donc nived si et seulement le carquois augn@test de Dedekind-
Jordan [au sens de [5]].

2.2. Lemme. Soit K un complexe simplicial. Alors le carquof3(K) est niveé. En
outre, le niveau d’'un simplexeestdimo.

Démonstration.Suit de la discussion predant (2.1) ; voir aussi [5] (4.7.12).00

2.3. Remarque. Plus geréralement, soierk” un complexe simplicial sur un ensemble
de sommetd” eto unem—face deK. Alors, dansO(K), S¥(s) est 'ensemble des
faces de dimensiom — k deo. Notamment,S™ (o) = p(o) = o (en identifiant les
simplexes{v} de K auxélementsv de V). D'autre part, on @rifie sans peine que si
O(K1) ~ O(K>), alors les complexeR’; et K, sontisomorphes. En plus, B et K
sont deux complexes, alors I'ordondes faces d&; est un sous-ensemble ord@nn
convexe de 'ordonades faces d&’; U K». Ainsi O(K1) est un sous-carquois plein et
convexe d&) (K1 U K>). Il devient alors clair qué& (K1) U O(K3) ~ O(K1 U K»).
Nous sommes en mesureedoncer et de prouver notresultat principal.

2.4. Theoreme. Soit@ un carquois fini. Alors les conditions suivantes sequivalen-
tes:
1. Il existe un complexe simplicid{ tel que@ ~ O(K) ;
2. (a) Q est niveg,
(b) Siz, y € Ni(Q) sont distincts, alors*(z) # S*(y),
(c) Siz € N(Q), alors|Si(z)| = (**1) pour touti € {0,1,... ,k} ;
3. (a) Q est nived,
(b) Lafonction p: Qo — P«(Z(Q)) estinjective,
(c) Pour tout pointr de@ on ap(S(x)) = P«(p(x)).
Dans ce cas, nous avons en oulfe= [, 4(q) P+(p(2)).
Démonstration.Montrons que la prergre condition implique la seconde. Séitun

complexe simplicial tel qué&) ~ O(K). Il suit de (2.2) queD(K) est un carquois
nivele. D’autre part, soient et 7 deux points distincts d&Vx(Q), c’esta-dire deux
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k—simplexes dek. Si S*(o) = S*(r), alors il suit de (2.3) que = 7, une contra-
diction. Finalement, nous avongjd remarg@ que, pour urk—simplexes, S(o) est
lensemble des faces de dimensior i deo. Iy a exactemenf,"*1.) = (*'1) telles
faces.

Supposons maintenant que le déuwe ensemble de conditions eétifié et mon-
trons que le troigime I'est aussi. La condition 3 @jant trivialement satisfaite, soient
o et 7 deux points distincts d€). S'ils sont de ndme niveauk, alors la condition
2 b) assure qus* (o) # S*(1), c'esta-direp(c) # p(t). Par ailleurs, sir € N;(Q)
etT € N;(Q) aveci # j, on a, en vertu de 2 c), que(o)| = |S(o)| = i+ 1 et
Ip(T)| = |S7(7)| = j + 1, de sorte que(c) # p(7). Soient maintenant € N, (Q) et
{vo,v1,...,vn} C p(o).llsuitde 2 c) quep(o)| = k+1 et quer posede exactement
(,fji) successeurs de niveayou chaque tel successeur admet 1 puits. De plus, il
existe("17) = (/") combinaisons de + 1 puits parmi les; + 1 puits des. En vertu
de 2 b), deux successeurs distinctssdde niveaur admettent des ensembles de puits
différents, de sorte qu'il existe un unique successeur de nivead, disonsr, tel que
p(7) = {vo,v1,... ,vn}, d'op(S(0)) = Px(p(o)).

Nous montrons I'implication restante en explicitant un complexe simpli€iakl
que@ ~ O(K). Remarquons d’abord que dans cette situatiom, st 7 sont deux
points distincts d€)o, alors il existe une #iche ¢, : 0 — 7 dansQ si et seulement
sip(t) C p(o) et|p(r)| = |p(c)| — 1. En effet, s'il existe une telledthe, alors
il est clair quep(T) C p(o). Supposons que I'on ajp(7)| < |p(c)] — 1. Comme
p:S(oc) — P(p(o)) estune bijection (en vertu de 3 b) et 3 ¢)), il existe S(o)
tel quep(7) C p(w) C p(o). OrS(w) etP(p(w)) sont aussi en bijection, de sorte qu'’il
existey € S(w) tel quep(v) = p(7). La fonctionp étant injective, il suit quey = 7.
Ainsi, il existe un chemin de ar de longueui > 1, ce qui contredit I'hypotbse que
Q est niveé.

Inversement, supposons que) C p(o) et|p(7)| = |p(o)| — 1. CommeR) satisfait
au troiseme ensemble de conditions, il en est denme pours’, ce qui entrine que
p:S(oc) — P(p(o)) estune bijection, etdonce S(o). Supposons quen’est pas
un successeur imadiat deo, c’esta-dire qu'il existew € S(o) N P(7), avecw # o,

w # 7.0n a alorsp(t) C p(w) C p(o), et doncp(t) = p(w) ou p(w) = p(o).
Dans les deux cas, on a une contradiction pcast suppase injective. Ceci donne un
isomorphisme de carquois enfré et O(P,(p(c))). Nous avons

Q= U o=~ U oP.we)) =0 |J P0)],

cEA(Q) ceA(Q) o€A(Q)
ou le dernier isomorphisme suit de (2.3)]

2.5. Remarque. Il suit de [5] (2.3) qu'un carquoi§) satisfait aux conditions de (2.4)
si et seulement si le carquois augnm&ftest un inf-demi-treillis de type boeén.
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2.6. Exemples.
1.

o1 02
Ul‘/uz %M%g })W

est de la forme&)(K'). Dans ce cas-ci le complexe simplici&l est la famille
de tous les sous-ensembles distincts{dg v, va}, {v2,va, vs}, {v1,v3} et
{vs, vs}.

2. Par contre, si on retire lefthe entrer; etuy, le carquois n'est plus de la forme
O(K), les conditions 2 c) et 3 ¢) duébreme 2.4 rétant plus erifiées.

Cette caraé@risation des ordor@s de la formeg)(K'), accompagee de celle des
complexes simpliciaux de la form& = A(F) de Stanley [18,21,25], permet de
caracériser les ordorgs de la formeDA(FE), c’esta dire les ordones de chimes
d’ensembles ordor@s.

3. Ordonnés de chénes. Pour un ensemble ordo@(F, <), nous savons qUOA(E)

est le carquois correspondant’ensemble des chiges non vides dé& ordonré par
inclusion. Cet ordonm est la subdivision barycentrique de(voir [26]). Nous savons

en outre (1.1) que l'ordorende @part(E, <) asso@a OA(FE) n'est gereralement pas
unique. Dans cette section, nous caegsbns ces subdivisions barycentriques et nous
adaptons l'algorithme de Gilmore et Hoffmann [15] permettant de retrouvex) a
partir deOA(E).

3.1. Caractrisation des ensembles ordor#s de chanes. Un carquois de la forme
@ = OA(E) vérifie les conditions de (2.4). Cependant, le complexe simplicial
K = A(FE) est un complexe de chrees, ce qui impose des conditions gdrreflettes
dans la structure d@A(F). D’'apres Stanley [25], un complexe simplicial est de la
forme A(F) si et seulement si son 1-squelette est un graphe de comp& abitaut
ensemble de sommets @& qui n'est pas un simplexe d& et qui est minimal pour
cette proprigt est de cardinaft?2.

On dit qu’'un grapheG est ungraphe de comparabikt s'il existe un ensemble
ordonre (E, <) tel que les sommets d& soient le€léments de”, et que 'on ait une
arete joignant: ay si et seulementsi < y ouy < x danskE. Parmi les caraétisations
des graphes de comparalgliéxistantes, celle de GhoaiHouri [14] nous permet de
caraceriser les carquois de la fornigg= OA(E) de la fagon suivante :

3.2. Corollaire. Soit un carquois fini. Les conditions suivantes seqtivalentes :

1. Il existe un ensemble ordoai tel que@ ~ OA(FE) ;
2. Q est un carquoisérifiant les conditions dé2.4), et
(d) Le grapheQ obtenu en prenant pour sommets les paires oréesi, b
puits distincts de) telles queP(a) N P1(b) # ), et en joignanta, b) & (
si et seulement s = c ou PY(a) N PY(c) = () est biparti,
(e) Tout ensembl&” de puits deQ) tel que(,, P(v) = 0 mais(\, -y P(v) # 0
pour toute partie propre d&, est de cardinali 2.

) de
b, c)



J. C. Bustamante, J. Dionne et D. Smith 7
Démonstration.Les conditions (d) et (e) garantissent en vertu de [14] et [25] que le
complexe simplicial dorapar (2.4) est de la form&(E). O

3.3. Exemples.
1. Le graphe&) assock au carquois) de 'exemple 2.6.1 est :

(vs, v2) ————— (v2,vs)
) (v2,v1) - (v1, v2)
(v3, vs) — (vs, v3)
\(ULUS) 7\(1}3,’01) (v2,v4)
(vs, v4) (v4, vs)
R p—A R O

qui estévidemment biparti. D’autre part, les ensembfes, vs}, {vs, v4} et
{v2,v3} sont les seuls ensembl@sde puits d& tels que(),, P(v) = () mais
Nycy P(v) # 0 pour toute partie propre dé. Comme le carquoi§ satisfait
également aux conditions de (2.4) il suit de (3.2) qu'il est de la fafi€ ).
2. Le grapheQ assoc@ au carquois de (2.6.2) est leéme que celui ci-haut.
Par contre, dans ce cas, I'ensemble de puits= {v1,v2,v4} de @ est tel
que(y, P(v) = 0 mais(y.y P(v) # 0 pour toute partie propre dé. Ce
carquois n'est donc pas de la for@&\ (E) puisqueV est de cardinalé 3.
Le réesultat peccdent permet deétider si un carquoi§) est de la formedA(FE)
ou non. Cependant, si c’est le cas, on ne pautriori, retrouver I'ensemble ordoin
(E, <). Cette question est tréi¢ dans la section suivante.

3.4. Orientations transitives et coloriage.QQ = OA(E), le 1-squeletteS de A(E)

est, en vertu du #oeme de Stanley, un graphe de comparabiRour retrouvetE, <),

il suffit alors d’orienter transitivement lesétes deS. Un algorithme permettant de le
faire aéte mis au point par Gilmore et Hoffman [15]. Nous I'adaptons au contexte du
grapheQ de (3.2) que I'on sait biparti.

Algorithme.

1. Choisir un sommet non col@ria,b) de Q, et lui attribuer la couleur bleue.
Bi-colorier en consquence sa composante connexe. Alléétape 2. Si un tel
sommet n’existe pas, c’est termain

2. S'ilexiste deux sommets, b) et(b, c) de@ ayant lanéme couleur et tels que le
sommeta, c¢) n’est pas encore coldij lui attribuer cette couleur. Bi-colorier en
congquence sa composante connexe. Recommegtapé 2 tant que possible.
Retournea I'étape 1.

L'ordre cherclé est alora < b si et seulement sile sommet, b) existe et est cologi
en bleu dans).

4. Algebres d’incidence. Comme mention@ peccdemment, notre objectif est de
simplifier les calculs des groupes fondamentaux et de cohomologie delsredg
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d’incidence. Nous sommes maintenant en mesuwaaticer le &sultat suivant, lequel
découle imnédiatement de (3.2) :

4.1. Theoreme. SoitA = kF une algebre d’incidence. Alors, les conditions suivantes
sontéquivalentes :

1. Il existe un ensemble ordoafr, <) tel queA = kOA(F) ;
2. Le carquoisQ g verifie les conditions de3(2).

Dans ce cas, I'ensemble orddn(¥’, <) est cetermiré gicea l'algorithme 3.4.

4.2. Exemple. Le carquois de I'exemple 2.6evifie les conditions de (3.2), de sorte
que(E, <) est I'ordonré des chines de I'ensemble ordoériF, <) calcuk a partir de
I'algorithme 3.4 et dont le diagramme de Hasse est

V2
|
V4 U3
X |
Us V1

Les algbres d’'incidencé& E et kF' ont les némes groupes de cohomologie et fonda-
mentaux en vertu de (1.7). Ceci montre quyékE) = Z, HH'(kE) = k pouri < 1 et
HH!(kE) = 0 pouri > 2,

On note toutefois que la compositiddA ne péserve ni la connexétforte simple
[24], nile type de re@sentation [4]. Par exemple, le sous-carquois gigide 'exemple
2.6, dont I'algebre d’incidence n’est ni de regsentation finie, ni fortement simplement
connexe, est I'ordortndes chimes de I'ensemble totalement ordé@rntroiséléments
dontI'algebre d'incidence est de regsentation finie et fortement simplement connexe.
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English extended abstract.Let (E, <) be a finite partially ordered set (poset for
short),k a field andk E the incidence algebra df over k. Results in [9,11,13] show
that the Hochschild cohomology groups HHE) and the fundamental groug (kE)
of kE (see [10,16,20] for instance, for definitions) are isomorphic to the simplicial co-
homology groups HA(E), k*) and the fundamental groug (A (E)) of the simplicial
complex of non empty chains @, denotedA(FE).

An incidence algebraF is said to besimply connectedif its fundamentel group
is trivial. Simply connected algebras play an important role in representation theory of
finite dimensional associative algebras. Indeed, the use of covering techniques often
allow to reduce the study of the representations of an arbitrary algebra to that of a
suitably choosen simply connected algebra, see [7,20], for instance. On the other hand,
the groups HHkE) give information about the simple connectedness6f as well
as about its rigidity properties (see [1,16,24]).
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Given a simplicial complex<, denote byO(K) the set of faces of ordered by
inclusion. It is shown (see 1.7) that the incidence algeltsand kOA(FE) have
isomorphic Hochschild cohomology and fundamental groups. It turns out that the poset
E has much less elements tH@N\ (E), thus the above mentionned groups are more
easily computed fokE. The main goal of this work is to characterise posets of the
form OA(E).

In a first short preliminary section we fix notations and terminology, hamely, section
1.2 is devoted to bound quivers. Moreover, we recall some results about Hochschild
cohomology groups and fundamental groups of incidence algebras. We then proceed,
as afirst step, to characterise posets of the fO('), whereK is a simplcial complex.

Some elementary considerations on the structure of this posets lead us to the introduction
of ranked quivers in section 2.1. The main result in section 2 is (see sections 1.2 and
2.1 for unexplained notations) :

2.4. Theorem. Let Q) be a finite quiver. The following conditions are equivalent :

1. There exists a simplicial compléx such that ~ O(K) ;
2. (a) @ is aranked quiver,
(b) For any two differents points @, z,y € Ni.(Q) we haveS*(z) # S*(y),
(c) Forapointz € Ni(Q), we haveSi(z)| = (**) foralli € {0,1,... ,k};
3. (a) Q is aranked quiver,
(b) p:Qo—P.(Z(Q)) isone toone,
(c) For every point: of @ we havep(S(x)) = P.(p(z)).

Moreover, in that casél = [, 4(q) P+(p(2)).

The second step is to use Stanley’s characterisation of complexes of thafdrin
(see [25]) and GhouwFHouri characterisation of comparability graphs [14] to get the
complete characterisation of posets of the f@ (E). More precisely, we show the
following.

3.2. Corollary. Let@ be afinite quiver. Then, the following conditions are equivalent :

1. There is a finite pos€tF, <) such that)) ~ OA(E) ;
2. The quivenr) satisfies conditions of theoref2.4), and
(d) The graph@ whose vertices are pairs:, b) of different sinks of) such that
PY(a) n PY(b) # 0, and in which there is an edge joinir{g, b) and (b, ) if
and only ifa = c or P}(a) N P(c) = 0 is bipartite,
(e) Every setV of sinks of@ such that"),, P(v) = 0, but(,- P(v) # 0 for
every proper subset &f, has2 elements.

We end section 3 by giving an explicit algorithm to determine the pdse) once
we know OA(E). This algorithm is that of Gilmore and Hoffman [15] expressed in
terms of the Ghoudl-Houri graphy [14].

Finally, in section 4, we use the results of sections 2 and 3 to characterise incidence
algebras of the forlhOA(FE), and give some examples of computations of Hochschild
cohomology groups, and fundamental groups of incidence algebras.
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