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REMARQUES SUR LES SURREELS DONT LA
FORME NORMALE SE DECOMPOSE INDEFINIMENT

DENIS LEMIRE

RESUME. Dans[L] I’ auteur avait &udiélessurréd s ayant un dével oppement stricte-
ment vertical. Ici, noustraitonsle cas plus généra des surréels ayant un dével oppe-
ment infini, ce qui est équivalent a &udier les suites {«,,} de surréels tel que
2, = w2 ()T ol les a,, sont dessurrédset 2 = z(0)z(1) . . . est delongueur
W.

ABSTRACT. In [L] the author studied the surreals having a strictly vertical deve-
lopment. Here we study the general case of the surreals with an infinite deve-
lopment, which is equivalent to study the sequences {z, } of surreals such that
2, = wi?(M)Tea wherethe a, aresurredsand z = 2(0)z(1) . .. of lengthw.

Dans [L] I'auteur a &udié les surréels dont la décomposition successive en forme
normale est strictement verticae, ¢’ est-a-dire les surréels » = ¢ tels que pour tout
n < wx, € {+w"*1} Ic, nousétudieronslecasgénéral, c' est-a-direlessurréelsayant
des décompositions successives infinies.

Cet article est ladeuxieme partie d’ un projet qui consiste adéfinir une sommeinfinie
de nombres surréels et a définir une fonction d’ ensemble avaleurs dans les surréel s qui
aurait des propriétés apparentées a une mesure.

Si nousnotonspar Z,, I’ ensembledes surréel s positifsdelongueur w alorsnous avons
défini pour =z € +7,,, . commeétant laclassedessurréelsz tel quez = 2o = z(0)w™,
et pour tout n, =, = z(n)w*1. Nous avons aussi montré qu’il y a un isomorphisme
d' ordre entre S (laclasse detousles surréels) et 2,1, Si z € Z,, \ {w} I"isomorphisme
est donné par
y.(o), Sa<e

(@Z(t))(a) = { tHp), Sep < a<eg

ou y. est I'éément canonique de .. Les &éments de F,, sont donnés de la maniere
suivante: il y atout d’abord une suite de ¢y plus, ensuite, si hous notons par d,, la
longueur de la a—iéme suite de signe (ou la 0—iéme suite commence a ¢p) aors si la
a—ieme suite est positive d,, est un e-nombre plus grand que e = sup;_,{ds : la
f—-iémesuite est positive} et si laa—iéme suite est négatived,, est un multipledew >,
L’isomorphisme est donné de la fagon évidente.

L e théoreme suivant est fondamental pour notre étude et se trouve dans [G].

Recu le 2 mai 1997 et, sous forme définitive, le 13 février 1998.
1Gonshor, [G], avait dgatrouve I’isomorphismepour z = w et z = 1/w
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Théoréme 0. (1) La suite des signes de w® est formée de la juxtaposition suivante:
Nous commencons par un +, ensuite chaque suite de plus de « induit une suite de w’
plusou b est le nombretotal de plusjusqu’ a et incluant celle-ci. Chaque suite de moins
induit une suite de w***c moins ol b est le nombre total de plusjusqu’ ala suite et ¢ est
lalongueur dela suite.

(2) La suite de rw® pour r positif est la suite de w* suivie de la suite de r en
omettant le premier + et en répétant chaque signew® foisol a* est le nombre
total deplusdea.

(3) S r est négatif nous inversonsles signes de (2).

4 LaSljltedes,lgnedeZZ<Q r;w® est obtenue en juxtaposant les suitesde signes
des r;w™ ol a9 est la suite (réduite) obtenue en enlevant les moins suivants de
la suitede «;.

(i) S a;(8) ==et3j <itdqueVa < 6 [a;(a) = a;(e)] alorsa;(d) est enlevé.

(ii) S estsuccesseur, a;_1 suivi d unmoinsest un segmentinitial dea; etr; 1 € 7,
alorsle dernier moinsest retiré.

L es opérations données sont | es opérations ordinal es usuelles (qui ne coincident pas
aux opérations surréelles sur les ordinaux). Nous les noterons de la méme fagon que
les opérations surréelles habituelles, le contexte de leur utilisation &ant clair. A partir
de ce résultat nous montrons facilement

Théoremel. Sa =3, ,rw eil existe: < Q tel quel(a) = [(a;) alors2 est un
ordinal successeur, i = Q < letr; € {+1}.. O

L’arbre de décomposition d'un surréel.

Soita = ;. rw™ unnombresurréel, nous pouvonsassocier ace surréel un arbre
T, de hauteur < w ou les noeuds ag;, ;, ... ;,.) SONt donnés par: ap = « est laracine de
I"arbre et par lasuiteles a ) sont donnés par

105215+ 0n

. . — . o (05, in i
A(0yi1,eyin) — § T (0,i1,enyin, )W (0ig,rin l)7

t<€20,iq,... in)

I’arbre vide correspondant a 0.
Nous pouvons laisser tomber le zéro initid, celui-ci &ant toujours présent de toute

fagon, aing, (0, 41, ..., i,, ) devient (i1, ...,1%,).
Nous définissons sur les branches de T, la relation < de la fagcon suivante: S
bo = (i1, ---siny...,) &by = (]1,...,]n,...,) sont deux branches distinctes de T,

(C'est-adire qu'il existeun n tel que i,, # j,) adors nous écrivons bg < b1 S i7 < ji
ou n est lepluspetit naturel tel quei,, # j,, e nousdisons que by est plusa gauche que
b1 ou que by est plus adroite que bo.

Soit b = (i1, 2,...) unebranche de7,. Le théoreme 0 nous dit que {/(a;,, . ;,)) :
(?1,...,1%,) st un segment initial de b} est une suite (possiblement finie) qui décroit
avec la longueur du segment. Si b est infinie la suite {l(“(i1~~~7in))}nEN doit devenir
constante et par le théoréme 1 nous ne pouvons avoir [(a, ..i.y) = l{a,,...i,..)) due
Sl i,+1 = Q4 . <letr; ., € {+1}. D’'oulerésultat suivant.
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Théoréme 2. Soit a unsurréd et T, son arbre de décomposition.

() Sb= (i1,...)estunebrancheinfiniede, alorsil existed’ = (i1,...,%,),un
segment initial de b tel quela branche b = (i,,+1, . . . ) est labranchelaplusa
droitede |’ arbre ayant pour racine a, . ;..)-

(2) La branche la plus a gauche de 7, est soit de longueur finie ou bien il existe
n € Ntel quea,. o) (n Zéros) appartienta /2, pour unz € £7,,. O

Probléme 1. Soit 7" un arbre de hauteur inférieure ou égale a w tel que lui et tous
ses sous-ar bres satisfont |es conditions du théoreme. 7" est-il nécessairement |’ arbre de
décomposition d’ un surréd?

L’ auteur croit que oui mais n’en a pas encore la preuve.

Comme le suggere | e reste de cet ouvrage |’ arbre de décomposition est une maniere
intuitivede voir lacomplexitéd’ un surréel. Les nombres les plus simples sont ceux qui
ont des arbres de hauteursfinies, ils sont suivis de ceux dont les branches infinies n’ ont
qu’un nombre fini de ramifications (i.e. il existeun » tel que a;, . ;) appartienta £,
pour un z donné). De fagon générale nous pourrions ainsi dire qu’ un surréel est moins
complexe qu’ un autre si son arbre de décomposition est isomorphe a un sous-arbre du
deuxiéme.

Le théoreme 1 nous suggere que si nous voulons étudier les branches infinies nous
devonsregarder les surréels dont laforme normale est

x = ( E riw“") + w™
1<l —1

et ou chacun des z,, (1 < n) alaméme forme que z. Nous donnons donc la définition
suivante.

Définition 1. Soit A = {a,, = sz Ppiw®i} < une suitede surréds et z ¢ +7,,,.
Nous notonspar F 4 .y laclasse dessurréels z, qui ont un développement successif de
laforme z = agz(0)xq €t pour tout n < w

Ty = wan+1z(n+l)xn+1‘

Il est important de souligner que I’ expression a,,z(n)z,, N'est pas un produit mais
bien une juxtaposition des symboles a,,, z(n) €t z,, ou z(n) est soit +, soit < Comme
I’a suggéré un arbitre, nous pourrions aussi écrire la méme expression sous la forme
a, + z(n)z, en considérant z(n) comme étant +1. L'auteur préfére cependant la
premiére notation pour deux raisons: la premiere est la concision (nous avons souvent
des expression complexes a écrire); la deuxéme raison est plus subjective, eletient du
fait que lorsque nous écrivons une expression concrete cette expression est dgja sous
cette forme et, grace au fait (a la coincidence?) que nous écrivons les surréels comme
des suites de + et de <; nous voyons directement que nous pouvons associer un surréel
delongueur < w aune décomposition.

Exemplel. S A estlasuitenulledors £, .) = E. qui aééé&udiédans[L].
Il est possibleque £ 4 . soit vide.
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Exemple 2. S A = {¢, = ¢, (n)},., & 7 = w NoOUs aUrions = = o +wr*? pour
un y ce qui N'est pas une forme normale car ¢g = w et ¢ < ¢; +wY. Cependant s
A={e_,}ez=wadors

est bien un surréel car pour tout » nousavonse_,, = w=" et w -y W e,
L’ exemple suivant est particuliérement important.

Exemple3. S A = {¢¢,}, ., € 2 = w ol {c,} est une suite croissante d’e-nombre
dors F 4 .y est non vide. En effet, pour un » donné nous avons

_Cn+w—cn+1+... — <.u_wcn_'_W—cn_'_lk..
et puisque ¢, > 0 > <&e,41 + ..., nous avons bien un surréel. Cet exemple est
particulierement intéressant si nous considérons des cardinaux non dénombrabl es.

Nous remarquons que dans cet exemple si lasuite A est constante (= y) nous avons
une équation de type périodique » = w¥*?,

Notation. Pour A et ~ donnés selon ladéfinition 1 nous posons z!, = a,, z(n)x, (Nous
avons donc = = xq). Nous notons également par A" lasuite {ax},, <4, €t par =" le
surréel défini par 2" (k) = z(k +n).

Définition 2. Soit A = {a, =37, o reiw™} _ ez € £7, te que B4,y # 0.
Soit n < w nous dirons que a,, est pur si pour tout ¢ < €, a,; N appartient pas a
B gn1 ne1y €t NOUs dironsque (A, z) est pur si touslesa,, sont purs.

La condition de pureté nous permet d’ éviter une situation ou, par exemple, pour
un A donné et un z € Z, nous ayons un a,, delaforme a, = > r,;¢.(t;) avec
z, € {£¢.(t)}. Danscecas, lest; doivent étre décroissants et nous sommes|limités a
considérer lest inférieursatouslest;. Cet exempleindiquequesi (A, z) n’est pas pur
il y aune «interférence majeure- sur lesélémentspossiblesde F 4 .. L' interférence se
fait sur deux niveaux: sur les & émentsadmissibles et sur I’ écriture de ceux-ci. En effet,
S ani € Fa.) €,y € Ey ) pour un n donné aors (par le theoreme 0) tous les
MoOiNs que nous pourrionstrouver al’aidedes a; (n + 1 < k) danslasuite de signesde
z,, e d autres encore, disparaitraient dans la suite réduite z° dont nous avons besoin
pour écrire z,.

Exemple 4. Soit z = w¥2/3(=%) +,¥253(==)  Alors tandis que la suite de w#2/3(=~) a
une suite de pluset de moins suivi de €92 moins saformeréduite pour z est ep plus suivi
de ¢g moins.

Lemme 3. Soit (A, z) tel que agp = 0, 2(0) = + et F4 .y # 0. Nous avons les faits
suivants.

(1) E(4,z) possede un éément delongueur minimale.

(2) S (A, =) estpur alors
alz(l)wazz(Z)w".

T =w

est I’unique élément de longueur minimalede £ 4 ).
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Démonstration. La premiére conclusion découle directement du bon ordre des ordi-
naux.

Laremarque suivant la définition de pureté nous permet de construire directement «
par induction. Il appartient donc a £ 4 .y car il en aladécomposition. De plus, il doit
étre de longueur minimale et unique de cette longueur puisgue par sa suite de signesse
termine dés que nous avons épuisé (A, z). = doit donc &re segment initial de tous les
éémentsde I 4.y, O

Nous notons que nous ne pouvions pas éiminer I hypothese que £/ 4 ;) soit non
vide dans la deuxiéme proposition car la condition de pureté n’ est pas suffisante pour
garantir £ 4 .y # ). Lapremiére suite de I’exemple 2 en est un contre-exemple.

Théoreme 4. Soit (A, z) pur tel que Fy .y # (. 1l existe un isomorphisme d ordre
P(a,z) ENtre S et Iy .y tel quec,o(A%)(O) =z

Démonstration. L’'idéegénéraledeladémonstration restelamémequecelleduthéoréme
12de[L],c est-a-direnousdonnons|’isomorphismeen donnant lalongueur dessuitesde
signesdesé@émentsde F4 .. Il y acependant plusieurs détails nouveaux aconsidérer.
Nous alonsdonc éudier les a—iémes (« > 0) suitesde signesde = = o ou la0-eme
suite est la premiére non définie pour 2. Nous noterons par d,,, et d.,, leslongueursde
la suite correspondant ala a—ieme suite de = pour x,, €t «!, respectivement.

La condition de pureté nous dit que la forme réduite de z,, (pour z!, = a,z(n)x,,)
n’ aaucun effet pour les a—iémes suites. Ceci impliquequed,,, = d.,, pour toutn € NN
et que la a—iéme suite de z,, correspond a la a—ieme suite de 2/, et ala a—iéme suite
dex car il n'y apasde création ni de destruction de suites de signes pour les suites non
définies pour z.

Nous supposerons au début de la preuve (jusgu’ a la section 8 inclusivement) que
(A, z) setisfait les hypotheésesdu lemme 3,¢’ est-a-dire ag = O et 2(0) = + pour ensuite
généraliser.

1) Quelque soit = = 29 € FE(4;) (en particulier z = z) lasuite {{(z,)}, ., des
longueurs de z,, devient constante. En effet, par la définition de la suite nous devons
avoir [(zg) > l(a1) +(z1) > l(a1) +{(a2) +(x2) > ... (additions ordinales). Nous
trouvonsdonc que {/(z,)},, . est unew-suite décroissante d’ ordinaux non nuls et doit
donc devenir constante.

2) Définissonslesfonctions s et 57 : w < {+, <} td que

n<w

sp = s(k) = { +, s card{j < k:z(j) = <} estpair,

& socad{j < k:z(j) =<} estimpair,
i = 57 (k) ou s? (k) est le signe oppose de s(k).
notons respectivement par ™ et par y~ le nombre total de plus et le nombre total

de moins de y, nous trouvons a I’ aide du théoreme 0 que les 8éments de F4 ) (en
particulier =) doivent satisfaire les propriétés

_ .+t _ 50 + 351 + 51 $2
T =xg=ag 2aptay > aptay tay >

—ar =2 >+ > ar vl e >
T =29 =y > a] vt >ay tayt ta,t >
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D’ou, par le meme argument que précédemment nous pouvons affirmer que les suites
{z;7} et {xn"} deviennent constantes.

Dans ce qui suit (les sections 3 a 8 inclusivement) nous supposerons que A et
z sont tels que les trois suites précédentes sont constantes pour z,C’ est-a-dire nous
commengons a x,, pour n assez grand.

3) Nous avons toujoursz* < dgo. En €ffet, nous notons que la O-iéme suite de =g a
le méme signe que la0-iéme suite de 901 car zg = w1, Noustrouvons donc, d'apres le
theoréme 0, que si dleest négative 7+ < w”™ *1dyg = dop et 2+ < w? ™0 = dyp s elle
est positive.

4) S z £waorsz™ < dy. S ng estlepluspetit » tel que s,, = <-dorsnousavons
xyo =z etpar3)z” < dy. S la0-ieme suitede =, est négative alors la 0-éme
suite de x,, est positive pour tout n < ng, d’ou

z +d

ng0

= doo.

Un raisonnement similaire nous donne aussi =~ < dgo Si la 0—éme suite de z,,, est
positive.

5) S = ne se termine pas par w aors dgy est un e-nombre. Nous remarquons que
s d,o est un e-nombre aors nous avons dip = d,o pour tout & < n car d,o est un
e-nombre supérieur az™ et 2~ . D’ apresle théoreme 0, lasuite {d,o},, ., €st une suite
décroissante d’ ordinaux non nuls, elle doit donc devenir constante et encore une fois
par le théoreme O, puisque qu'il y aune infinité de » tel que la0O—éme suitede z,, est
positive la constante doit &tre un e-nombre.

6) Avec les raisonnements précédents nous pouvons montrer que si z ne setermine
pas par w aors pour o > 0 d, est un e-nombre tel que sup;_,, ds < d,. D'ol, s
z he termine pas par w et que les trois suites précédentes sont constantes nous avons
I"isomorphisme demandé. Celui-ci est donné par

T(a), sSa<i()
(pan®)(@) =< t(B), S(r) << e
t(ﬁ), S €t < o < €papel (0 < ﬁ)

ouk = sup{y : e, < max{z",z"}}.

7)S z = w etla0-iémesuite est positivea ors dog est un e-nombre supérieur az™ et
si elle est négative alors dog est un multipledew” . Lecas positif est facilement vérifie
par les arguments utilisés en 5) et 6). Si la suite est négative dors la suite {d,.o0},,,,
est une suite décroissante d ordinaux tel que dno ="t 1d(n+1)0 pour tout n. Il existe
donc ng te que d(no+l)0 = dye0, dOU d, 00 = W” +ldn00 etd,o= dnoo = dgp pour tout
n et doo = w” *1dog, ce qui implique que dog est un multiplede w® .

8) Nous montronsde maniereanaloguea7) quesi z = w dorspour « > Olessignes
viennent en blocs de lamémefagon que Gonshor |’ avait montré pour les e-nombres: si
a, €t b, représentent lalongueur dela a—iéme suite de plus et de moinsrespectivement
ol a,, précede toujoursb,, (i.e. nous pouvons avoir a, = 0si « est limite) et ag (bg) est
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la premiere suite non définie pour z alors
as # 0 a, €st un e-nombre supérieur a max{z", sup az}
B

et b, est un multipledew®* ol ¢, = sup ag.
BLa

Nous n’avons évidemment pas de formule explicite pour décrire I'isomorphisme
P(Aw) S ©(4,.0)(t) masnous pouvonsle décrire en fonction des suites de signes.
Si pour ¢ donng, «., €t b,, sont définis comme précédemment et a,, b,, sont leslongueurs
deleurimagepar ¢4, aors

~ { 0, S a, =0,
iy = .
é(sup{w:eygf"}ﬁzﬁsa ag)s S ay 7£ 07
f++&a)wba‘

ba:w(

e z = w dors

Note. ¥ n'est pas nécessairement un e-nombre. S A = {e_,}, .y

T = eow.

9) Nous avons montré |’ existence de I’isomorphismesi les suites {/(z,,) }, {3~ } et
{5;’;2} sont constantes pour lescas ol z = w et ol z ne termine pas par w. Pour &éendre
I'isomorphisme aux A et » tel que F4 ., #  satisfaisant la condition de pureté nous
procédons de lafagon suivante.

Supposons que |’ isomorphisme soit donné pour (A*, z*) aors nous considérons la

fonction
k2R 4k k) (0

Yian (1) = agz(0)w* (M

Cettefonctionest unebijectionentreset I/ 4 ) car (A, z) est pur, ¢’ estunisomorphisme
dordre s card{j < k : z(j) = <} est pair et un anti-isomorphisme sinon. Nous
définissons donc ¢4 . (t) pour avoir I'isomorphisme. Nous vérifions facilement que
©(4,-)(0) est bien I'éément mentionne. O

Remarque. Nous aurions également un isomorphisme avec la méme propri&té si nous
avions permis un nombre fini de coefficients différents de 1,¢’ est-a&-dire si nous avions
I’isomorphismepour (A*, 2*) aors pour toutes constantes positivesro, . . ., ;. lafonc-

tion
R BT e k) (1)

F(t) = apz(0)rgur# (M
serait soit un isomorphisme ou un anti-isomorphisme.

Soit A = {an}, ., € 2 € £Z, te que E, .y soit non vide. Si nous écrivons
U = D icq, Uni = Dicq, Tniw™™ OU by, contrevient ala condition de pureté pour
a,, dorstouslesd, ; tel queip < j < €, contreviennent aussi alacondition. En effet, si
ip < j nousdevonsavoir ! ., < a,; < a,;, € puisqueles deux termes extérieurs ont
le méme développement, «,,; doit aussi avoir ce développement. Ce fait nous permet
décrirea, =) ;o bni* Zengimn b,; oU ©,, est le premier i te queb,,; N'est pas
pur. Pour » < w nous appelerons a;, = > . by; lenombre épuré de a,,.
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Si nousconsidéronsy € F(4 .y NOUs avons

Y= aoZ(O)xo = (a6 + Z T‘oz'waOi)Z(O) W(alz(l)agl)

@oSi(Qo

— ((16 + Z oW (alz(l)xéi))z(o) w(alz(l)xl)

@oSi(Qo

ou zp; ale méme développement que 1 pour tout ©g < @ < Q.

y= [%"‘ Z ron[<“/1+E®1sz‘<mTli‘*’al")z(l)w<“22(2)méz‘)]]
©0<i< 0

Z(O) |:w [(“/1’“2@19«21 Tliwa1i>z(1)w<a22(2)m2> ] :| _

Nous voyons ce qui se passe pour la suite de signes de y. Nous construisons le début
apartir de ag, o . .. par récurrence. Le segment initial engendré par les a;, peut étre
bien défini, cependant, s'il y a une infinité de a,, non purs la suite de signes suivant
immédiatement le segment initial donné par les «!, ne peut &tre bien définie. 1l existe
donc un » maximumtel que a!, # a,,. Nous avons montré&:

Théoréme 5. S A = {a,}, ., & z € £Z, sont choisstel que (4. # 0 alorsil
existeun n tel que (A", z") estpur. O

Note. Nous pourrions aussi montrer |e théoreme en considérant une suite {b,,;,, } ou
bp,i,, €St pas pur pour ny. Par le théoreme 1, |a suite de longueurs de ces éléments
doit étre strictement décroissante. Il ne peut donc pas y avoir une infinité de a,, non
purs.

L e dével oppement précédent nous dit aussi comment trouver les @émentsde 4 .
dans le cas général. Si nous pouvons trouver un 7 tel que (A™*1, 2"*1) soit pur nous
avons

+ 2 : rmw@(Amyzﬁﬂ)(ti) Z(Fb) w@(Aiwlyszl)(t)
07<i<Qp

ol nousavonssur t larestrictionquete,; > te,+1 > - - - > t. Nousdescendonsainsi de
niveau en niveau en tenant compte des coefficients négatifsr,,; (n < 71,0, < i < Q).

Nous pouvons maintenant généraliser le théoreme 4.

Théoréme 6. S £, ) # 0 alorsil existe unisomorphisme d'ordre
©(a,2) - DOMpy oy S By -
Plus généralement, soit £’ la classe non vide des surrédls z, ayant une décomposition

=21 =aoz(0)row™ et z, = a,z(n)rw"*?,
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il existe un isomorphismed’ordre, f : Dom(f) < E.

Démonstration. La premiére partie vient directement des théoremes 4 et 5. Pour
démontrer la deuxieme partie il suffit de combiner les théoremes 4, 5 ainsi que la
remarque suivant le théoréme 4 car £ # () implique qu'il n'y a qu’ un nombre fini de
T; 75 1. O

Jusqu’ a présent nous avons étudié les £ 4 .y non vides sans savoir quelles sont les
conditionssur A et z pour que £ 4 ) soit non vide. Nous alons maintenant remédier
alasituation.

Théoreme 7. Soit A = {a,.}, ., & z € £7, tel quetouslesa,, sont purs. S il existe
une suite strictement croissante {n;} C N et ©,, < Q, teleque

wzi<®nk bnki
aoz(o)walz(l)w,.

est uneforme normalealors £ 4 .y est non vide.

Démonstration. F, .y seranon vide si aoz(0)w*(V~"  définit bien un surréel (le &
du lemme 3) or |’ existence de la sous-suite nous permet de construire ce surréel par
récurrence. Lacondition de pureté des a,, nous assure que ceux-ci sont bien dessurréels,
ils ont donc leur suite de signes propre, et que nous n’avons pas de raisonnements
circulaires. O

Pour laréciprogue du théoréme 6 nous avons le probleme suivant:

Probleme 2. Soit F(4 .y # 0. Existe-t-il une suite strictement croissante {ny }, ., ou
no=net 0, < Qtdleque

Ei<®nk bnki
.W
aﬁZ(ﬁ)w““lZ(”ﬂ)“

définit une forme normale?

C'est-adire, si letout est uneformenormale, existe-t-il une suitedeformesnormales
tellequela”limite” de cette suite nous donne cette forme normale? Ladifficulte est que
S y,, est uneforme normale nousvoulons aussi que

Un
Ap,—12(ng S Lw¥,  a,, _2z(ny <:>2)w(“"k—1z(”k_l)‘” k), .

soient aussi des formes normales. S z = w le probleme est trivial. Cependant, si z ne
se termine pas par w plus nous devons faire notre construction avec un argument du
genre sandwich.

Notation. Soit « un cardina régulier, nous notons par O, I’ensemble des surrégls de
longueur inférieure a x.
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Théoreme 8. Soit A = {a,}, .., 2 € 7, € x un cardinal régulier tel que A C O,.
S il existeun i tel que 47 .7y [ O, N'est pasvide alors nous avons £ 4n .ny [ Oy
non vide quelgque soit n < 7.

Démonstration. E 4 .4y () O, nonvideimpliquequ'il existe i < n tel que (A™, z")
est pur et pour ce n ¢ 45 .y restreint a O,; donne un isomorphisme d ordre entre O,
et Ea7 .7 () O,. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que 7 = n. Les
éémentsde E 451 .71y SOnt donnés par

a5 _q + S rogef et W] (e w0
On_1<i<Qp 1

out < t; pourtout ©;_1 < i < Q5_1. Nous remarquons que a,, € O, implique que
Q, < &, dol Ega-1.i-1)()Ox # 0. Nous pouvons ansi trouver F 42 a2y €n
continuant le développement. En tenant compte des signes des r,,; Nnous voyons que
touslesélémentsde F 4» .») pour n < 7i peuvent étretrouvesapartir de o4 ) (t) et
noustrouvonsquesi D,, est I’ensembledest € O, tel que 47 .7)(t) est permis pour
Egn .y dors D,,_; est formé a partir de D,, en utilisant seulement des intersections
ou des unionsde moinsde « intervalles. Larégularité de  nousdonnedonc que £/ 4 )
n'estpasvide. O

Note. La régularité de x nous assure aussi que nous restons toujours dans O,;. S
{a, = <w,} etz =wadors

w2t
w 1

n’ appartient pasa O, tandis que chacun des «,, appartienta 0, .

| somor phismes composés.

Nous pouvons définir, comme dans [L], les isomorphismes composés ¢ A)atocs
et les isomorphismes d’ ordres supérieurs Pl Etant donné que d’ apres le théo-
reme 4 tout se passe comme dans le cas vertical a la différence que les domaines de
définition ne sont pas nécessairement toute la classe S nous n’insisterons pas et nous
nous contenterons de donner |es résultats nécessaires pour effectuer le transfert.

Si nousnouslimitonsa©,; pour un « régulier nousvérifionsfacilement laproposition
suivante.

Proposition 9. Soit 3 < . Pour {(A, 2),} <0 P{(4,2)a} ., (1) €t défini si et seule-
Ment si (4,141, .., (P1(4,2)5}, 5, (1)) €5t dEfini pour tout 7 < 3.

a<y

Démonstration. Pour voir cette équivalence nousn’ avonsqu’ aétudier lasuitedesignes
dex = ‘P{(A@)a}aq;(t)' D’ apres ladéfinition desisomorphismes, chacun d’ eux définit
un bloc de la suite de signes de =. Ainsi pour un v donng, la suite de signes de = peut
étre décomposée en 2 parties /1 et [,. I3 est simplement la transposition en suite de

signes engendrée par {(A, z), } o<~ €t [ doit donc ére PUAZ) ST <5 (t). O
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D’ou,
Proposition 10. Soit 5 < k et Pl(A2)atacy UN isomor phisme composé. Nous avons
les equival ences suivantes.

(1) Pourtoutl < +1< 3 Eg. (1DOM@4.) # 0.
2) Domc,o{ Aatacy 7 U-

Démonstration. (2) < (3) est trivial.
B) = D S ¢(a)a)oes ) € Efa,y,_, dors

PUA o acry (@{(A,zn}@g(t)) € Eaz), [ 1DOM (4

(1) = (3). Nous définissons par induction les suites { (s, ty) }y<p € {(t, vy) }1<p €
lesintervalles {I,},<3.

i) Nous choisissons up = ¢4 .-),(s0) & vo = ¢(4,z),(lo) telsque[uo, vo] C E4 ),
i) Soit &« = & + 1. Ayant trouvé (ss,ts5) €t (us, vs) NOUs choiSISsONs (sq,t,) €
B2, NDOM (4 ) 16 qUelp(a ) (5a), (4.0, (ta)] C [ss, £5]. Nousposonsdonc

Us = P{(Az2)) (sq) &tv, = ©L(A,2)4) (o). Nous posons finalement

y<a y<a

I, = [min{ug, v, }, Max{ua,, vs}] C Is.

iii) Supposons que « soit limite et que {(sy,ty) }y<ar {(Uy, 0y) fy<ar {15} <a
soient déja construits. Nous savons que Dom ¢ A7), €stnon vide ce qui nous permet
de poursuivre le processus. De plus, puisque que « est régulier nous pouvons affirmer
que (), I~ # 0. Nous pouvons donc choisir (s, t,) tel que us = ¢(a.z) (Sa) €
Va = P(4,2), (t,) soient définies et que nous ayons

I, = [min{uy, v}, max{u,, vy }] C ﬂ L,.
<o
Larégularité de x nous permet de conclure § # (1,5 I C E{(A7Z)a}a<,6'
Etant donné que les isomorphismes d’ ordres supérieurs (i.e. les fonctions de points
fixes des ¢ 4,.)) sont essentiellement des isomorphismes composés les deux proposi-
tions précedentes restent valides pour ceux-ci. Nous notonsquesi (A, z) est pur ¢ 4,
atoujours des pointsfixes, ce qui N’ est pas vrai en général.

Exemple5. Soitz € 7, et A = {w?*(Y,0,0,0,...} dorsg 4 . (t) = w?=W+we=)
(ol z = +z(0)z(1)...) "apasde pomtsflxes.

English extended abstract. We can associate to asurreal number a atree T, such that
thenodesa;, ...;,) of T, are given by

= § (0 in i)
a(O,zl,...,zn) - r(O,zl,...,zn,z)w 1 .
t<€20,iq,... in)
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The tree has the following properties:

(1) If b = (dq,...) isaninfinite branch of T}, then b has an initial segment &’ =
(?1,...,1,) such that the branch 4" = (i,+1,...) isthe rightmost branch of
T

2 The Iyefytmost branch of 7, iseither infiniteor 3n € I suchthat a ... ) (n zeros)
belongsto F, for az of length w.

Given a sequence A = {a, = Y ;g Tniw"™} w and z of length w we define
E(4,z) tobetheclass of surreal numbers z, having the devel opment 2 = agpz(0)zo and
fordl n < w,

T, = wan+1z(n+l)1’n+1‘

Theorem 7 gives asufficient conditionon (A, 2) to have (4 .y # 0.

Given (A, z) suchthat £ 4 .y # () thereisnothing preventing that for agiven n there
isan a,; with the same decomposition as =/ ., = a,+12(n + 1)2,4+1. However in that
case, we have one problem: in order to know the sign sequence of = we need the sign
sequence of a,;. But to find the sign sequence of «,,; we must have the sign sequence
of the elements having the same decompositionas 2/ ., and a,,; is such an element.

We first avoid this pathology with the following definition.

Definition. Let A = {a, = > ;. rm“am}n@ and z € +£7, besuchthat F4 . is
non-empty. For n < wif (A", 2") =({ax},,<p, 2" = z(n)z(n+1) ...) thenwe say that
a, ispureif foral i < Q, an; ¢ i gna ey Wesay that (A, 2) ispureif dl thea,’s
are pure.

We show that if £, .y is non-empty then F, . possesses an element of minimal
length and if (A, z) is pure then this element is unique and given by

T (D@

The main result of the paper is the generalization of Theorem 12 of [L] .

Theorem. If A and z aregiven such that /4 ) isnon-empty and if (A, z) ispurethen
thereisan order isomorphism 4 .y 1 S <= F4 .y suchthat z = ¢4 . (0)

Next, weshow that if (A, z) ischosensuchthat £ 4 . # () then3n suchthat £ 4 .n)
is pure and the stronger form (thm 7) when restricted to O, (= {z : l(z) < K}).

The rest of the paper consists in generalizing the composed isomorphisms and
superior order isomorphismsintroduced in [L].
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