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PROCEDURES LOCALE ET NON LOCALE D’INTERPOLATION
A L’AIDE DE FONCTIONS SPLINES QUADRATIQUES

FrANCOIS DUBEAU ET ROBERT GERVAIS

RESUME. Une procédure locale et une procédure non locale d’interpolation & 1’aide
de fonctions splines quadratiques basées sur les valeurs d’une fonction et de sa
dérivée premiere aux noeuds d’une partition sont analysées. Les bornes d’erreurs
sont données en termes de la régularité de la fonction interpolée.

ABSTRACT. Local and nonlocal quadratic spline interpolation processes based on
values of a function and of its first derivative at the nodes of a partition are analyzed.
Error bounds are given in terms of the regularity of the interpolated function.

1. Introduction. L’interpolation a1’aide de fonctions splines quadratiques est adéquate
et possede le bon ordre de convergence aussi longtemps que les points de collocation
sont placés uniformément entre les noeuds de la partition [Dem, KRV, Mar, Mir, Xie].
Lorsque les points de collocation coincident avec les noeuds de la partition, le bon ordre
de convergence est préservé pour une partition uniforme en autant que les dérivées de
la fonction interpolée soient a variation bornée [DS]. Le but de cet article est d’analyser
deux procédés d’interpolation a I’aide de fonctions splines quadratiques basés sur les
valeurs d’une fonction et de sa dérivée premiere données aux noeuds de la partition.

Pour le premier procédé décrit a la section 3, les valeurs de la fonction et de la
dérivée premiere sont données aux noeuds d’une partition. En insérant des noeuds
intermédiaires, on obtient une procédure d’interpolation complétement locale avec une
spline quadratique de classe C''[a, b]. Ce procédé est utilisé lorsqu’on cherche a obtenir
une interpolation qui préserve la monotonicité et/ou la convexité des données [Sch],
[MPR]. Dans le second procédé décrit a la section 4, les valeurs de la fonction et de
la dérivée premiere sont données alternativement aux noeuds d’une partition uniforme.
Dans ce cas, ce procédé n’est plus local. Des procédés semblables utilisant les dérivées
aux noeuds intermédiaires ont déja été utilisés afin d’établir des formules de quadrature
[TK]. Pour ces deux procédés, les résultats d’existence et d’unicité de la fonction spline
quadratique d’interpolation sont établis. De plus, les bornes d’erreur sont données
en termes de la régularité de la fonction interpolée. Des résultats préliminaires sont
présentés a la section 2.

Recu le 13 janvier 1997 et, sous forme définitive, le 6 février 1998.

(©Association mathématique du Québec



50 Procédures locale et non locale d’interpolation

2. Résultats préliminaires. Soient o, € R, av # [ et posons I = [a, 3] si @ < 3,
oul = [fB,a]sif < a.Soit Z € I. Lorsque f € C"(I), le développement de Taylor
de f en T donne

FO(@) = pP (@) + gry ()

a (x — )"

pe(@) =) f™ @
k=0 )

et
(x — )"

(r—=10)!
pour un &, ;(z) entre Z et z. Si h = max {|a — Z|, |3 — Z|} et w,(§) dénote le module
de continuité de ("), alors nous avons

ara(@) = [/ (€al@) - 10 @)

r—I

(r—=10)!

Nous utiliserons ce résultat pour établir des bornes d’erreur pour deux types de
polynome d’interpolation d’Hermite que nous utiliserons dans les deux sections sui-
vantes.

wy (R). (1)

lgri ()] <

Type 1. Soit v(x) 'unique polyndme de degré 2 défini sur [ par les conditions :

v(@) = fla),v(B) = f(B) et

) (a) { 0 sir=0
v =
fD(a) sir>0.

Ce polyndme s’écrit

v(@) = v(a)Ao(t) + (8 — a)v'V () Ay (t) + v(B)Bo(t) (2)
t:;:"‘, Ao(t) = 1 — 2, Ay(t) = t(1 — t) et Bo(t) = 2 (3)
Pour/=0,...,r,ona

0@ - 10 = Pl SO a0+ SO0 - 10w,

En utilisant un développement de Taylor en &, nous obtenons
WDr=0:
v(x) — f(x) = [po(z) + qoo(a)] Ao(t) + [po(B) + g0.0(8)] Bo(t) — [po(x) + qoo(x)]
= qo,0(c) Ao(t) + q0,0(8) Bo(t) — qoo(x)

et en utilisant (1) et (3) nous avons

[o(z) = f(@)] < [[Ao(®)] +Bo(t)| + 1] llaoll < 2wo (B) ;



F. Dubeau et R. Gervais 51
i)r=1,2:
O(z) = fO(z) = [pr(a) + gro(a)]

+ |:p£11)( +Q1"1

1
(ﬂ)
Jice

1A (@)
A ®)

+ [pr(8) + ar0(9)] (ﬁ_la)lBé” (1)~ [p0) + )]

- G [ral@ 40 O+ (@3 - @A)
+a:0(®B0)] - dei)
d’ot, en utilisant (1),
o) = O < - o 140 @1+ 13 o]

1 l
+ ot @llgeal + o]

r—1

h 0) h 0)
< [ —
< | (OO 1B O + (Ao
]‘lr—l _
o]
ot h = |3 — al. Sion prend = (a + 3)/2 alors h = h/2 et nous obtenons

1

1
57 (140 @1+ 1B (1)) + 5= 14V @)

2 =1(r — 1)!

1 r—l h
T l)!}h “r <2> '

Ainsi, puisque wy (h/2) < h||f®)|/2 lorsque f € C3(I), nous avons démontré le
résultat suivant.

O (@) — fO ()] < [

Théoreme A. Si f € C" () et si v(x) est donné par (2), alors nous avons pour
@) r=0,1,21=0,...,r: [0 — fO) < C! A", (h/2),
(i) r=31=0,1,2: [v) — fO| < L3 F]
ou
0111 =4, Czlo = 3 021 = §a 0212 = %7
1 5
16’ C3 = 021 4’ 032 = 5022 =1
Nous utiliserons également un résultat de perturbation. Siv(x) est d onné par (2) et
() est également donné par (2) mais en remplagant v(a), v (@) et v(3) par

5(a) = v(a) + e, 1 (@) = v (@) + €01, 5(B) = v(B) + €10

_3
47
3

Co = C'20
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nous obtenons pour [ = 0,...,r
- 1 I l l
0 (@) =00 (@)| < 7 [[AP @) leool + AL O leor| + 1B )] erol | (4)

Type 2. Soit w(x) I’unique polynéme de degré 2 défini sur I par w(a) = f(«), et
0 sir=20 0 sir=20
M(q) = Mgy = )
w(@) { fD(a) sir>0" w () { OB sir>0

Ce polyndéme s’écrit

w(z) = w(a)Do(t) + (8 — a)w (@) Dy () + (5 — a)wV(B)EL () (5)

Tr— 12

b= Dol = 1. Dl(t):t<1—;> et By (t) = - (6)

De facon semblable au théoréme A, nous obtenons le résultat suivant.

Théoreme B. Si f € C"(I) et si w(x) est donné par (5), alors nous avons pour
(i) r=0: [w— fl| <wo(h),
(i) r=1,21=0,....r: [[w® — fO] < CZh " w, (h/2),
(i) 1 =3,1=0,1,2: [wl® = fO <G
ou

3
CIZO =2, Clzl =2, 0220 = Z? CZZI =1, C222 =2,

1 3 1 1 1
Cho = 50220 =3 i = 50221 = Ch = 50222 =L

Il en est de méme pour le résultat de perturbation. Si w(x) est donné par (5) et si
() est également donné par (5) mais en remplacant w(a), w") (a) et w(V(3) par

w(a) = w(a) + e, 1V (a) = w(a) + e, ®V(B) = wV(B) + ey

nous obtenons pour [ =0, ...,r
. 1 ! ! l
@) = w® (@)] < 3 1D ®) leool + bID @) leor] + BIE @) ent] . (7)

3. Un procédé local d’interpolation. On se donne une partition uniforme {¢; }j\/: 0
de lintervalle [a,b], a = () < -+ < (f < - < (v =bou(j = a+jh et
hi = (b — a)/N. Pour une fonction f € C"[a, b] on considere les données suivantes

f(¢§) 7=0,...,N,

et,sir > 1
FfOG) j=0,...,N.
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Pour obtenir une procédure locale d’interpolation avec une fonction spline quadra-
tique, nous introduisons une deuxiéme partition uniforme {z;}2%, de [a, b] en ajoutant
a la partition originale les points milieux intermédiaires de telle sorte que

ij:Cj jZO,...,N,

$2j+1:% j:O,...,N—l.
Posons h = h; /2, de telle sorte que x; = a+ih (i = 0,...,2N). Nous considérons

alors le probléme suivant : déterminer une fonction spline quadratique sur la partition
{z;} 2N, telle que
(i) s € Cla,b], (8)
(i1) s est un polyndme de degré 2 sur chacun des intervalles

[[Ei,l’iﬂ] (i:O,...,2N— 1), (9)
et
(iii)
82j = S({L‘zj) = f(xzj) = fzj pOurj — 0, e ,N,
0 sir =0 (10)
Syf =5 (225) { f(l)(xzj) = fz(j]) sir>1 pourj =0,..., N.

Utilisons un polyndme d’interpolation de type 1, décrit a la section précédente, sur
chacun des intervalles [x2;, Z2j4+1] et [T2j41, T2j42] :

(i) sur [z25,x2j4+1], prenons o = y; et 3 = 2541 et posons
1
s(z) = s2;Ao(t) + hisy) A1 (£) + 52541 Bo(t):
(i) sur [z2j41, Z2542], prenons o = 2542 et 3 = 241, et posons

s(x) = sap2A0(t) — hsi AL (1) + s2541 Bol(t).

La condition 5(1)(x2_j+1) = s(l)(xgjﬂ) entraine que

82541 =

h [ (1) (1)}

$2j + S22 — 1 |52+ T %2

1
5|
de telle sorte que s(z) est bien définie et localement déterminée sur [x2;, z2j4+2] avec

les données en x;; et w2, seulement.

Lemme 1. Pourr = 0,1,2,3, nous avons

r\ h"
5211 = Fapm| < (14 3) T (h)

et, en conséquence, si f € C* [a, b] alors

5
[s201 = faj| < A
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Démonstration. Pour r = 0 nous avons
1
52j+1 — f2je1 = 3 [f25 + fajua] — fajn

et le résultat suit facilement. Pour = 1, 2, 3 nous utilisons un développement de Taylor
de f sur [x2;, Z2j4+2] en & = xj4+1. Nous avons alors

1 h
52541 — fajs1 = 3 [fo5 + fajua] — I {fz(;iz - fz(]l')} — f2j41
1
=3 [pr(25) + qro(225) + pr(22j42) + gro(22542)]

h
~7 [ D (@2j42) + @1 (x2j42) — piD (25) — %’1(1'23')}

- [ r($2j+1) +CIro($2j+1)] .
Observons que

1 h
3 [r(227) + pr(22j42)] — 2 [Pq(nl)(éﬁzﬁz) —pgl)(%’z]')} — pr(2441)

s’annule pour tout polynéme de degré < 3 et que ¢,o(z2;+1) = 0. Ainsi, en utilisant
(1), nous obtenons

r

r\ h
|s2j01 — faja1| < (1 + 5) er(h)- 0

Maintenant, en utilisant le polynéme v(x) de type 1 avec f, nous obtenons sur
[225, 22;+1] (un résultat similaire peut étre obtenu pour [x2;41, Z2;42)) :

sW(@) = Q@) <[5 (@) = oV (@) + [0V (2) = fO(2)],
et en utilisant (4) et le théoréme A, nous avons

1 ! - h
$060) = £O0)] < lsegen = oyl 1B 0+ Ol (5
pourr =0,1,2etl =0,...,7.Pourr =3etl =0, 1,2 le dernier terme de droite doit
étre remplacé par C}, 73| £3)||. Finalement en utilisant le lemme 1, nous obtenons le
résultat qui suit.

Théoreme 1. Soir f € C"[a,b]. Si s(x) est I'unique spline quadratique définie par (8),
(9) et (10), alors pour tout x: € [a,b] on a pour

(i) r=0,1,21=0,...,7:

R w,.(h),

0 0 BN
s0(@) = fO@) < | (1+3) =+ O

i) r=3,1=0,1,2: s0(x) = fO@)| < [SIB lwn(h) + O] 17
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(Notons que | Bo|| = 1 et | BS" | = | B || = 2.)

Remarque 1. Pour le procédé décrit dans cette section, il n’est pas nécessaire que la
partition originale {(; };V: o soit uniforme.

Remarque 2. Un procédé d’interpolation semblable pourrait étre étudié pour les con-
ditions
52541 = f2ji1 J=0,...,N—1
0 sir=0 (10"
1 .
1 e ST 2 1

au lieu des conditions (10). Dans ce cas les bornes d’erreur précédentes sont valides
pour tout = € [z, zan—1]. Pour définir s(x) sur [z, x| et sur [zan_1, Z2n], On doit
ajouter deux conditions qui peuvent étre choisies parmi celles-ci

so=sonetsi) =5 (f périodique) (11)

ou
so = foetsany = fon (11)

ou
s) = Jy etshy = fin- (117)

Avec (11), nous obtenons un probléme identique au probléme précédent. Sous la condi-
tion (11), resp. (11”), il suffit d’utiliser I’interpolation de type 1, resp. 2, et le théoreme
A, resp. B, pour obtenir des bornes sur les intervalles [z, 1] et [xan—1, Z2N].

4. Un procédé non local d’interpolation d’une fonction périodique. Dans cette
section, on considere le probleme suivant : déterminer une fonction spline quadratique

définie sur la partition uniforme {z;}? de [a,b] otla = mp < -+ < 3; < -+- <
xony =bavecx; = a+iheth = (b—a)/2N, et telle que
(i) s € Cla,b], (12)
(ii) s est un polynome de degré 2 sur chacun des intervalles
[zi, 2r1] (i=0,...,2N —1), (13)
et
525 = faj pourj =0,..., N,
(1) 0 sir=20 . 0 N 1
Sy = ourj =0,...,N —1,
i) S S2m = ) pn g, PO (14)

s = s8N (périodicite).

Remarque 3. Un second probleme, équivalent au probleme précédent, peut étre défini
en remplagant la condition (14) par

S525+1 :f2j+1 pOllI'j:O,...,N—l,
0 sir=20
ceey (1) . /
i S5 = ourj =0,...,N, 14
( ) 2j { fz(]l) sir Z 1, p J ( )

so = son  (périodicité).



56 Procédures locale et non locale d’interpolation

Dans cette section on supposera que f € Cpla, b}, c’est-a-dire que f € C"[a, b] et
@ est périodique pour [ =0, ..., r
Utilisons un polyndéme d’interpolation de type 2, décrit a la section 2, sur les inter-
valles [z25, X2j+1] et [X2j41, T2j42)
(i) sur [x25, 22j+1], prenons a = x5; et 3 = xj.1, et posons
s(z) = s2;Do(t) + hss) Dy (t) + hsbi, B (t),

(i) sur [z2j41, Z2442], prenons o = 2542 et 3 = 241, et posons
= s202D0(t) — hs$V Dy () — hs$Y) By (¢
s(x) = s2502D0(t) — hs;j,, Di(t) = hsyy En(1).
La condition s(z,;,,) = s(x3;,,) entraine

1 2 1 .
Séj) + SgJ)JrZ - h(521+2 = 52j) — zséj)’rl (G=0,....N -1

Utilisant la périodicité 5(() ) = sg A),, nous avons 2 résoudre le systéme linéaire As(!) = b
ou
1 10 --- 0 8(()1) S — S0 Sgl)
0 L0 0 | sa—s (1)
A= o N PO R = I )
000 - 1 (1) h ’ (1)
100 --- 1 SHN-—2 S2N T SN2 SoN-1

Comme det A = 1+ (—1)V*!, le systéme posséde toujours une solution unique lorsque
N est impair. Dans ce cas la solution explicite est

1) 1 -1 1 - =1 1 (1
SO S2 — S0 81

(1) 1 1 -1 .- 1 -1 (1)
s 1 S4 — 82 S

2 =] -1 1 - =1 1 2 _| s

. h M
(lj . . . . . . (l)

S3N—2 1 1 -1 - 1 1 52N — S2N-2 SIN-1

qu’on peut écrire

!
o) = 0 D0 [ s = s o
=o
N 1 (15)
1
+ [ (S2k42 — S28) — Sgk)ﬂ} }
k:J
pour 5 =0,..., N — 1. Pour simplifier on écrira (15) sous la forme
j—1 N-1
1 1
sgj) = (-1 + [ (Soks2 — Sok) — Sgk)H] . (16)
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Pour » = 0 on obtient directement

SIS TVar(f) (=0, N 1) (17)

En utilisant le polyndme d’interpolation de type 2 pour f, nous obtenons sur [, £2+1]
(un résultat semblable peut étre obtenu pour I’intervalle [2j.1, 22;+2)) :

|5(z) — f(2)] < |s(x) — w(@)| +|w(z) - f(z)|
= |hsy) Dy (t)] + [w(z) — f(z)]

h, « 18
< 2151+ o) — f) (e)
1
< 3 Var (f) +wo(h)
par (17) et le théoréme B.
Pourr =1,2,3et!l =0,...,7, nous avons sur [y, T2j+1] :
sO(@) = 1O@)] < [es] 1D @)+ [w(@) = fO@)] (19)
et il faut estimer |eg)| ou egl) = 51('1) - fi(l), 1 =0,1,...,2N. En utilisant (16) nous
obtenons )
1 1 1 1 1
6§j) + egj)+2 = E[f2j+2 — [yl — 2f2(j11 - Z(j) - fz(jJ)rp
et un développement de Taylor de f en 22,41 donne
2 ~1
: : —[2+7r]h"" wp(h) pourr=1,2,
‘egj) + egj)+2’ =9 7! (20)
4RO pour r = 3.
En utilisant (16) nous avons également
1 1 ' j—1  N-1 | 1
egj) - egj)u =2(=1) ¢ | - Z"‘ Z (=" |:h(f2k+2 — far) — fz(k)+1
k=0 k=j+1 (21)

1 1
- Z(j) + fZ(jiZ

qu’il ne suffira de considérer que pour les j pairs (j = 0,2,..., N — 1).
Pour » = 1, nous avons

j—1  N-1
1 1 ; 1
eg]‘) - egj)+2 =2(-1) - Z"’ Z (—1)k <2f(1)(§2k+1) - f2(k2r1)
k=0 k=j+1

(1), (D)
— fa’ + fjin
ol Ty < fz]ﬁl < Zog4o. Alnsi

\eg;-) — 6212] < 4 Var (fV).
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Cette inégalité combinée a (20) donne

|51 < 3wi(R) +2 Var (f1). (22)
Pour » = 2, I’identité suivante
2 2 L2k+2
Pl = 2080 = [0+ 100) - 5 [ a0 £ ¢
T2k

ol
¢ — (zar+h/2)  pour( € [2ok, Tops],

ar(C) = { ¢ — (m +3h/2) pour ¢ € [Tok41, T2k42]s

et la périodicité de f(!) combinées a (21) nous donnent

1 2 . gzl N-d Tok+2
Al B SUD Dl EC 1L RV CIGECS

k=0 k=j+l T2k

Avec le changement de variable { = £ + 2kh, nous obtenons

5 o j—1  N-1
€5 =280l <5 [ @l [ =D0+ D0 | (~0F D e+ 2kh)| de
o k=0 k=j+1
2 ) (24)
< 2 Var (1) [ o)) e
o
= h Var (f@).
En combinant (20) et (24) nous obtenons
D) < 2 (h) + 2 var (@ 25
5] < 2hwn(h) + 3 Var (§). 25)
Pour r = 3, en intégrant par partie (23), nous obtenons
noow 2, L SR T2k
€y — Cp42 = E(_l)j _Z+ Z (—1)k+1/ Qk(C)f(3)(C) d¢
k=0 k=j+1 T2k
ou
¢
O = [ a©d.
T2k
Ainsi )
2 *2 h
) — bl < 7 Var (1) [ 1Qu()] dg = 5 Var (£)
o
et en combinant cette derniere inégalité avec (20) nous obtenons
(1) n
2| §2h2Hf(3)H+gVar(f(3))- (26)

Finalement, en utilisant (17), (18), le théoreme B, et (22), (25) et (26) nous obtenons
le résultat suivant.
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Théoreme 2. Soit f € C}[a,b]. Si s(x) est l'unique fonction spline quadratique définie
par (12), (13) et (14) pour N impair, alors pour tout x € [a, b] nous avons pour

) r=0: |s(z) - f(z)| < wo(h)+ 5 Var (f);

) r=1,1=0,1:

$0) - 1O < { [fonth) + 2ar (7] 1D+ G (5 ) 1

(i) r=21=0,1,2:
1 h
$0(0) = £Oa)| < { |2l + 3 Var (12| 10011+ Gen () 17
Gv) r=31=01,,2:

$0(0) = £ < { {2170+ g Var ()| 1D+ S |

0 2
(Notons que | D\ = 1, D] = 1 et [ DP] = 1.)
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English extended abstract. We analyze two interpolation processes using quadratic
splines based on the values of a function and its first derivative on a given partition of
the interval [a, b].

For the first process, let V be a positive integer, h; = (b — a)/N, and consider the
uniform knotseta = (o < --- < (j < --- < (v =b,(j =a+jh; (j =0,...,N).
Let f € C"[a, b] and consider the following data

f(G) 7=0,...,N,

andifr > 1
fOG) i=0,...,N.
In order to obtain a local interpolating process using a piecewise quadratic polyno-
mial, we introduce a second sequence of uniform knots {x; }2%, defined by

xzj:ijOI'j:O,...,N,

Toji1 :%forjzo,...,zv—l.
Leth = h;/2,sothatz; = a+ih (i =0, ...,2N). We consider the following problem:
find a quadratic spline defined on the partition {z;}?%, of [a, b], such that
(i) s € Cla,b], (8)

(i1) s is a quadratic polynomial on each subinterval

[a;i,mm] (i:O,...,ZN—l), (9)
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and
(ii1)
82j = S(xzj) = f(xzj) = f2j fOI'j = 07 e 7]\[,
0 ifr=20 (10)
(D _ e N — .
Sy =S ($2])_{f(1)($2j)=f2(]1-) . forj=0,...,N.

Under the conditions (8), (9), and (10) the quadratic spline is determined on [z, 22;42]
by the values given at x5 and z;42. Hence we have a local process. We establish the
following error bounds.

Theorem 1. Let f € C"[a,b]. If s(x) is the quadratic spline defined by (8), (9) and
(10), then for any x € [a, b] we have for
i) r=0,1,2,1=0,...,r

l
IB “u

+CL | W lw,(h),

s0@) = fO@)| < _(1 +3)

(i) r=31=0,1,2:

|50 (@) = fO(2)] <

5 L0 _
B lln(h) + ChILS N | 2

In the second problem we look for a quadratic spline defined on the uniform partition
{;}2X, of the interval [a, b] such that
(i) s € C'a,b], (12)
(i1) s is a quadratic polynomial on each subinterval

[zi, 2r1] (i=0,...,2N —1), (13)
and
525 = fa2j 7=0,...,N,
M {0 ifr =0 o N
SA . = =VU,..., - 1,
(D Q22 = ) gy >, ’ (9

s(()l) = SS\), (the periodic case).

Under the conditions (12), (13) and (14), the quadratic spline is well defined for N
odd. For this problem we consider f € C}[a,b] = {f € C"[a,b] | f (1) is periodic for
[ =0,...,r}. We have the following error bounds.

Theorem 2. Let f € Cpla,b]. If s(x) is the quadratic spline defined by (12), (13) and
(14) for N odd, thenfor any x € |a,b] we have for

i) r=0:|s(z) — f(z)] <wo(h )+ Var (f),
i) r=1,1=0,1:

B”@%—ﬂ%m|g{pwqm+sz( )|MWN+C¢W<Z>}M4,
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(i) r=2,1=0,1,2:
1 h
$0() = £0a)| < { |2t + 5 Var (120 | 1D+ Cren (5 ) 12
Gv) r=3,1=0,1,2:

50(0) = £ < { {2070+ g Var (1) | 1D+ RS |

(Remark: [ DI”[| = 1, |D{"|| = 1 and | D] = 1).
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