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HOMOMORPHISMES DU GRAPHE DE
PETERSEN ET INEGALITES COMBINATOIRES

CLAUDE TARDIF

RESUME. On utilise les homomorphismes de graphes et les propriétés chromatiques
du graphe de Petersen pour démontrer quelques inégalités portant sur les familles
d’ensembles. Ces inégalités sont ensuite utilisées pour trouver des contre-exemples
a la conjecture de Albertson et Collins sur la monotonicité de la suite de différences
chromatiques d’un graphe transitif.

ABSTRACT. We use graph homomorphisms and the chromatic properties of the
Petersen graph to prove some inequalities on systems of sets. These inequalities are
then used to find counterexamples to a conjecture of Albertson and Collins on the
monotonicity of the chromatic difference sequence of a vertex-transitive graph.

1. Introduction. Le lemme de Albertson et Collins [2] présente une relation entre cer-
tains parametres numériques associés aux coloriages de graphes et certaines conditions
nécessaires a 1’existence d’homomorphismes entre deux graphes. Son appellation de
«no-homomorphism lemma» suggere un emploi unilatéral de cette causalité. On se
propose ici d’en explorer I’application réciproque, soit 1’emploi d’homomorphismes
dans le but de borner ces parametres, majorations qui peuvent parfois s’interpréter
comme inégalités d’intérét plus général. On donne les exemples suivants:

Théoreme 1. [3] Soit r, n deux entiers positifs tels que r < n/2. Soit F une famille de
r-sous-ensembles de {1, ... ,n} non disjoints deux a deux. Alors

r—1
< .
7l < (n—l)

Théoreme 2. Soit k un entier supérieur ou égal a 2. Soit Fi, F» deux familles de

2k-sous-ensembles de {1, . .., 5k} non disjoints deux a deux. Alors
7 [(2k
|F1UF| < 0 <5k‘>

Le théoreme 1 est un résultat classique de Erd6s, Ko et Rado. Notons que pour
n = 2r + 1, ce résultat peut se déduire simplement de 1’existence d’un n-cycle dans un
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graphe particulier. Le théoréme 2 est nouveau a notre connaissance. D’une portée moins
générale, son intérét réside principalement dans I’emploi d’une inégalité stricte. On le
présente en vue d’une application particuliere, mais aussi parce que sa démonstration
met plus en évidence le role de la théorie des graphes dans ce type d’argumentation.
Les théoremes 1 et 2 admettent une formulation équivalente en termes d’ensembles
indépendants dans les graphes de Kneser. Cette classe de graphes est définie a la
section 3, qui contient la démonstration des théorémes 1 et 2. Dans cette veine, on peut
également citer les travaux de Poljak et Tuza [8], qui portent sur les sous-graphes partiels
de graphes de Kneser, alors que nos travaux portent sur leurs sous-graphes induits. Le
graphe de Petersen bien connu est le graphe de Kneser K (2,5), et certaines propriétés
spécifiques des coloriages de ce graphe jouent un rdle primordial dans la démonstration
du théoreme 2. La derniere section utilise le théoréme 2 et les coloriages du graphe
de Petersen pour la construction de graphes transitifs ayant une suite de différences
chromatiques non monotone, dont I’impossibilité était conjecturée par Albertson et
Collins.

2. Lelemme de Albertson et Collins. Les graphes utilisés ici sont simples, finis et sans
boucles. V(G) et E(G) dénotent respectivement les ensembles de sommets et d’arétes
d’un graphe G. Un homomorphisme entre deux graphes G et H est une fonction
¢:V(G) — V(H) telle que si [u,v] € E(G), alors [¢(u), p(v)] € E(H). On dit que
H est homomorphe a G (noté G — H) s’il existe un homomorphisme de GG dans H. En
particulier, un automorphisme est un homomorphisme bijectif ¢ : G — G. Un graphe
est dit transitif si son groupe d’automorphismes agit transitivement sur ses sommets.
Soit G un graphe, et un entier k. On dénote oy (G) la cardinalité maximale d’un
sous-graphe induit k-colorable de G. En particulier, o1 (G) est le nombre de stabilité
de GG. Le lemme de Albertson et Collins qui suit fait appel au parametre normalisé

i (G) = ar(G)/|V(G)].
Lemme 3. [2] Soit H un graphe transitif. Alors pour tout graphe G tel que G — H et
pour tout entier k, on a ju,(G) > g (H).

De fagon équivalente, si H est transitif et u;(G) < pi(H), alors il n’existe aucun
homomorphisme de G dans H. Le nom de «no-homomorphism lemma» donné a ce
résultat provient de cette interprétation. La situation critique est celle ou les parametres
ui(G) et pup(H) sont égaux. On ne peut alors rien conclure par le lemme 3, mais le
résultat suivant montre que cette situation apporte une restriction sur la structure des
homomorphismes qui peuvent exister entre G et H.

Lemme 4. Soit G, H deux graphes tels que H est transitif et uy(G) = pi(H) pour un
certain entier k. Alors pour tout homomorphisme ¢ : G — H, ona|¢p~'(H")| = ay(G)
pour tout sous-graphe induit k-colorable H' de H tel que |V (H')| = ay.(H).

Démonstration. Clairement, pour tout sous-graphe induit k-colorable H' de H, le
graphe ¢~ (H') est k-colorable, donc |¢~!(H')| < ax(G). Notons Cy,(H) I’ensemble
des sous-graphes k-colorables de H de cardinalité oy, (H ). Par transitivité de H, chaque
sommet u de H appartient au méme nombre, disons m, de membres de Cy,(H ). Par un
argument de comptage élémentaire, on a alors

\V(H)|-m = ap(H) - [Cp(H)]|-
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D’autre part, pour tout u € V(G), ¢(u) est dans m membres de Ci,(G), donc

V(@-m= Y o' (H)

H'eCy,(H)

En majorant terme a terme, on obtient

Yo o7 H) < [Cu(H)] - ak(G).

H'eCy(H)

Or, puisque 11 (G) = ux(H), on a [V(G)] - m = |C4(H)| - a(G), done | ()| =
ak(G) pour tout H' € Cp(H). O

3. Démonstration des théorémes 1 et 2. Soit deux entiers r et n tels que < n/2. Le
graphe de Kneser K (r,n) est le graphe dont les sommets sont les r-sous-ensembles
de {1,...,n} et les arétes sont les paires [4, B] telles que A N B = (). En particulier,
le graphe K(2,5) est le graphe de Petersen bien connu. Les indépendants de K (r,n)
sont les familles de r-sous-ensembles non disjoints deux a deux, et le théoréme 1 porte
sur le nombre de stabilité de K (r,n). Le lemme 3 suggere de trouver un graphe auquel
K (r,n) est homomorphe, et dont le nombre de stabilité est facile a calculer. Dotons
I’ensemble {1,...,n} de sa structure naturelle de groupe cyclique. On considere le
graphe circulant G(r, n) défini en posant

V(G(r,n)) ={1,...,n}

E(G(r,n)) ={[u,v] :u—ve{r...,n—r}}

En particulier, G(r, 2r+1) estun (2r+1)-cycle. On vérifie facilement que vy (G(r, n)) =

r. D’abord ’ensemble {1,...,r} est un indépendant de cardinalité r; ensuite, tout
indépendant I de G contenant un sommet u est contenu dans {u—r+1,...,u+r—1} et
ne peut comprendre qu’un sommet de chaque paire {u—r+i, u+i} pouri = 1,...,r—1,

donc |I| < r. On définit une fonction ¢ : G(r,n) — K(r,n) en posant
o(u) ={u,u+1,...;u+r—1}.

Clairement, ¢ est un homomorphisme. Par suite, puisque K (r, n) est transitif (le groupe

symétrique sur {1,...,n} agit transitivement sur K (r,n)), on a par le lemme 3
v a(Gen) | aEmn) _ an(K(rn)
n [V(G(r,n))| — [V(K(r,n))| G)

d’ou

o (K(rm) < - (D - (:;: 11>

Ceci complete la démonstration du théoréme 1. On voit facilement que la borne donnée
est optimale puisqu’elle correspond a la cardinalité de chacun des ensembles indépen-
dants

E,i={AecV(K(r,n)):ic A},i=1,...,n.
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En fait, par un théoréme de Hilton et Milner [5], les ensembles F;, 7 = 1,...,n sont les
seuls indépendants de cardinalité maximale de K (r, n). Ainsi, le sous-graphe obtenu de
K (r,n) en enlevant n’importe quel indépendant de cardinalité maximale est isomorphe
a K(r,n — 1). Les graphes de Kneser doivent leur nom a la conjecture de Kneser qui
fut résolue par Lovasz. Il s’agit du résultat suivant:

Lemme 5. [7] Le nombre chromatique x (K (r,n)) de K(r,n) estn — 2r + 2.

Dans sa formulation originale, la conjecture de Kneser soutenait que si les r-sous-
ensembles de {1,...,n} sont partitionnés en n — 2r + 1 familles, alors une des familles
contient deux ensembles disjoints. Cet énoncé se traduit par I’affirmation que n —2r+1
couleurs ne sont pas suffisantes pour colorier K (r, n). Par ailleurs, il est assez facile de
voir que n — 2r + 2 couleurs sont suffisantes en assignant la couleur ¢ a ’ensemble

F,={Ae€V(K(r,n)):i=min A}
pouri=1,...,n—2r+1, etlacouleur n — 27 + 2 a ’ensemble indépendant
Froopn={AcV(K(r,n)):n—2r+2<minA}.

Apres ces remarques, on peut procéder a la démonstration du théoreme 2. Par le lemme
5, on a x(K(2k,5k)) = k + 2. Le théoreme 2 porte sur la cardinalité maximale
d’un sous-graphe induit biparti de K (2k,5k), soit an (K (2k,5k)). Notons qu’on a
ay(K(2,5)) = 7, donc puy(K(2,5)) = 7/10. La remarque suivante permet de définir
plusieurs homomorphismes utiles entre graphes de Kneser.

Remarque 6. Soit ) : {1,...,kn} — {1,...,n}, une fonction telle que [y~ !(i)| = k
pour i = 1,...,n. Alors pour tout r < n/2, la fonction ¢ : K(r,n) — K(kr, kn)
définie par ¢(A) = )~ !(A) est un homomorphisme.

Ainsi, K(2,5) — K(2k,5k) et par le lemme 3, uy(K(2k,5k)) < 7/10. Pour
démontrer qu’avec k > 2, I'inégalité est stricte, on procede par contradiction. Soit
G, un sous-graphe induit biparti de K (2k,5k) de cardinalité maximale. Comme
k > 2, K(2k,5k) n’est pas 3-chromatique par le lemme 5, donc K (2k,5k) — G
contient au moins une aréte [A, B]. Par la remarque 6, il existe un homomorphisme
¢ K(2,5) — K(2k,5k) tel que ¢({1,2}) = A et ¢({3,4}) = B. En supposant
que p2 (K (2k,5k)) = 7/10, on a alors |¢~1(G)| = 7 par le lemme 4. Or, ¢~ (G) est
un graphe biparti, et il est facile de vérifier que tout sous-graphe induit du graphe de
Petersen K (2,5) obtenu en enlevant {1,2}, {3,4} et un troisitme sommet n’est pas
biparti. Par conséquent, p (K (2k,5k)) < 7/10, ce qui complete la démonstration du
théoréme 2.

Avec les mémes méthodes, il est possible d’améliorer ce résultat et de trouver un
rationnel p < 7/10 tel que pp (K (2k,5k)) < p pour tout k& > 2. Par ailleurs, les plus
gros sous-graphes bipartis connus de K (2k,5k) sont obtenus a 1’aide d’une forme de
«coloriage vorace» de ces graphes. On assigne une couleur a un ensemble indépendant
de cardinalité maximale de K (2k, 5k), soit I’'un des ensembles F; définis plus tot. Puis,
on assigne une autre couleur a un ensemble indépendant de sommets non coloriés de
cardinalité maximale, soit un ensemble E; \ E;. Le sous-graphe ainsi obtenu est celui
induit par E; U Ej; si cette construction s’avere optimale, la valeur (K (2k,5k))
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diminue avec k vers 16/25. Malgré la plausibilité de cette hypothese, il est permis de
s’interroger plus a fond sur Iefficacité de la méthode de coloriage vorace proposée
ici. Dans le contexte général des graphes, cette question rejoint le theme des suites
de différences chromatiques, abordé dans la prochaine section. Paradoxalement, le
théoreme 2 permet justement de donner un contre-exemple a la conjecture de Albertson
et Collins, conjecture qui s’apparente a la validité de I’hypothese présentée ci-haut.

La conjecture de Albertson et Collins. Soit GG, un graphe n-chromatique. La suite

B1(G), B2(G), ..., Bu(G) ot
Br(G) = ak(G) — a—1(G)

est appelée la suite de différences chromatiques d’un graphe G. Cette définition est due a
Albertson et Berman [1], qui ont emprunté le concept aux travaux de Greene et Kleitman
[4] sur les ensembles ordonnés. Malgré 1’identité o (G) = ay—1 (G) + B (G), Greene
et Kleitman mettaient le lecteur en garde contre I’interprétation de 5x(G) comme le
nombre de sommets qu’on peut ajouter a un sous-graphe induit (k — 1)-colorable de
cardinalité maximale pour obtenir un sous-graphe induit k-colorable de cardinalité
maximale; ils démontrent néanmoins que la suite de différences chromatiques d’un
graphe de comparabilité est toujours non croissante.

Pour un graphe donné G, la validité de la méthode de coloriage vorace présentée a la
fin de 1a section précédente est consistante avec I’interprétation biaisée de 3x,(G) donnée
ci-haut, et entraine directement la monotonicité de la suite {3, (G), . .., 8,(G)}. Outre
son application potentielle aux graphes de Kneser, Albertson et Collins [2] et Zhou [10]
décrivent plusieurs situations ou la validité de cette interprétation de [ (G) s’avere
utile pour le calcul de suites de différences chromatiques. Par contre, peu des propriétés
des suites de différences chromatiques de graphes de comparabilité s’étendent aux
graphes en général. Ainsi, la suite de différences chromatiques d’un graphe n’est pas
toujours monotone. Par ailleurs, le lemme 3 met en valeur le rdle des graphes transitifs
dans I’évaluation des parametres ax(G), k = 1, ..., n. Aussi, Albertson et Collins ont
formulé la conjecture suivante :

Conjecture 7. [2] La suite de différences chromatiques d’un graphe transitif est toujours
non croissante.

Cette conjecture s’avere fausse. On présente ici une famille de contre-exemples 3-
chromatiques construite a partir des graphes de Kneser et des inégalités combinatoires
présentées plus tét. On peut également se référer a [9] pour la construction d’un graphe
circulant 6-chromatique dont la suite de différences chromatiques est non-monotone.

Le produit catégorique de deux graphes G et H est le graphe G x H, ou

V(Gx H)=V(G) x V(H),
E(G X H) = {[(ul,vl), ('UQ,'Uz)] : [ul,uz] S E(G) et [’U],’Uz] S E(H)}
Il s’agit d’un des produits couramment utilisés en théorie des graphes. Notons que

les deux projections de G x H sur ses facteurs sont des homomorphismes. Les ho-
momorphismes ¢ : G — H; x H, peuvent s’exprimer comme couples (o1, ¢2),
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ol ¢; : G — H; est un homomorphisme pour i = 1,2. La conjecture de Hedet-
niemi affirme que x(G x H) = min{x(G), x(H)}, cette conjecture est vérifiée pour
min{x(G), x(H)} < 4 (voir [6]). On s’intéresse plus particulierement a la suite de
différences chromatiques de Gy, = K3 x K(2k,5k), ou k > 2 et K3 dénote le graphe
complet sur trois sommets. Le graphe G, est transitif, et par la remarque 6, on a

K(2,5) — Gy — K(2k,5k).

De la premiére relation, on obtient 111 (G) < 2/5 et ux(Gy) < 7/10, et de la deuxieme
relation, on obtient 11 (Gy) > 2/5. Ainsi, 81(Gk) = (4/10)m et 52(Gg) < (3/10)m,
ou m = |V(Gyg)|. Puisque G, = K3 x K(2k,5k) est 3-chromatique, on a alors
B3(Gy) > (3/10)m. Donc, la suite de différences chromatiques de G, est monotone si
et seulement si 1 (Gy) = 7/10.

Lemme 8. Soit G un sous-graphe induit biparti de Gy, tel que |V (G)| = (7/10)m.
Alors G = K3 x H, ou H est un sous-graphe de K (2k,5k).

Démonstration. On montre que pour A € V(K (2k,5k)) et deux sommets distincts x,
yde K3,ona (z,A) € V(G) si et seulement si (y, A) € V(G). Notons z le troisieme
sommet de K3, et considérons deux homomorphismes ¢, ¢, de K(2,5) dans K3
définis en posant

x sileB x sileB,2¢B
p1(B)=<R y si2eB,1¢B ¢,(B)=<¢y si2eB
z sil,2¢ B z sil,2 ¢ B.

Par la remarque 6, il existe un homomorphisme ¢ de K(2,5) dans K(2k,5k) tel
que ¢({1,2}) = A. Les fonctions 1 = (¢1,¢) et o = (¢p2,¢) sont alors deux
homomorphismes de K (2,5) dans G.. Notons que 1 (B) = v¢»(B) pour tout sommet
B de K(2,5) différent de {1,2}, donc {1,2} est le seul sommet de K(2,5) pouvant
appartenir 2 la différence symétrique de ¢, '(G) et 1, '(G). Or, pa(Gy) = 7/10 par
hypothese, donc par le lemme 4 on a alors |1 (G)| = [, '(G)|. Ainsi, ¥; '(G) =
vy H(G), et (z,A) = 1({1,2}) € V(G) si et seulement si (y, A) = ¢ ({1,2}) €
V(G). O

Notons que le graphe H de 1’énoncé du lemme précédent est un sous-graphe induit
biparti de K (2k, 5k), puisque le produit de deux graphes non bipartis est non biparti.
On a pourtant
V(G

3
ce qui contredit le théoréme 2. Par conséquent, aucun graphe GG ne peut satisfaire a
I’hypothese du lemme 8 et ainsi (K3 x K(2k,5k)) < 7/10. On a vu que cette
inégalité a la conséquence suivante :

V) = S = v 2k 5k

Proposition 9. Soit un entier k > 2. Alors la suite de différences chromatiques de
K3 x K(2k,5k) est non monotone.
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English extended abstract. We use graph homomorphisms to derive some inequalities
on systems of sets. The main results are the following:

Theorem 1 (Erdds, Ko, Rado). [3] Let 1, n be integers such that r < n/2, and F a
family of pairwise intersecting r-subsets of {1, ...,n}. Then

r—1
< .
1Fl < (n—l)

Theorem 2. Let k be an integer greater than or equal to 2, and F|, F, families of

pairwise intersecting 2k-subsets of {1, ...,5k}. Then
7 r—1
U — .
FruFl <1 <n - 1)

It turns out that both of these results can be expressed in terms of independent sets
in Kneser graphs. For integers 7, n such that < n/2, the Kneser graph K (r,n) is the
graph whose vertices are the r-subsets of {1,...,n}, two vertices being joined by an
edge whenever they are disjoint. Theorem 1 gives an upper bound for the independence
number of K (r, n) (this bound is easily seen to be attained), and Theorem 2 gives a strict
upper bound for the size of the largest induced bipartite subgraph of K (2k,5k). We
use the following notations borrowed from the topic of chromatic difference sequences
of graphs: For a graph GG and an integer k, put

e o (G) := the maximum number of vertices of an induced k-colourable sub-
graph of G,
o u(G) = ax(G)/IV(G)
L] ﬂk(G) = ak(G) — Oék_l(G).
The sequence 31 (G), . . ., By(q)(G) is called the chromatic difference sequence of G.

B

Lemma 3 (No-homomorphism lemma). [2] Let H be a vertex-transitive graph. Then
for any graph G such that there exists a homomorphism ¢ : G — H and for any integer

k, 1 (G) > pp(H).

Lemma 4. Let G, H be graphs such that H is vertex-transitive and p(G) = pi(H)
for some integer k. If ¢ : G — H is a homomorphism, then |¢~'(H')| = au.(G) for
any induced k-colourable subgraph H' of H such that |V (H')| = ay(H).

The proof of Theorem 1 relies on Lemma 3 and homomorphisms of circulant graphs.
The proof of Theorem 2 uses Lemma 4, homomorphisms of the Petersen graph K (2,5)
and some specific properties of colourings of the Petersen graph. Additional proper-
ties of colourings of the Petersen graph are also used to find counterexamples to the
following:

Conjecture 7. [2] The chromatic difference sequence of any vertex-transitive graph is
monotone non-decreasing.

The categorical product of two graphs G and H is the graph G x H, where
V(G x H)=V(G) x V(H),
E(G x H) = {[(u1,v1), (uz,v2)] : [u1,u2] € E(G) et [v1,v2] € E(H)}.
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Proposition 9. Let k > 2 be an integer. Then the chromatic difference sequence of
K3 x K(2k,5k) is non-monotone.
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