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ENSEMBLES DE TCHEBYCHEV VS ENSEMBLES CONVEXES : L’ ÉTAT

DE LA SITUATION VU VIA L’ANALYSE CONVEXE NON LISSE

JEAN-BAPTISTE HIRIART-URRUTY

RÉSUMÉ. Un ensemble ferḿe S d’un espace de HilbertH est dit de Tchebychev
si tout point deH admet un et un seul pointà distance minimale dansS. Un tel
ensemble est-il ńecessairement convexe? Cette question, l’une des plus célèbres
en approximation et analyse réelle, n’a pas reçu de réponse complèteà ce jour, du
moins lorsqueH est de dimension infinie. L’objet du travail présent est pŕeciśement
de faire le point sur ce problème, en priviĺegiant le point de vue que permet l’analyse
convexe non lisse.

ABSTRACT. A closed setS of a Hilbert spaceH is said to be Tchebychev if every
point inH has one and only one closest point inS. Is such a set necessarily convex?
This question, one of the most famous in Approximation and Real Analysis, has
not been completely answered as yet, at least whenH is infinite dimensional. The
aim of the present work is precisely to take stock of this question, emphasizing the
viewpoint of Convex Nonsmooth Analysis.

1. Introduction. Soit(H, 〈·, ·〉) un espace de Hilbert réel, structuŕe en espace vectoriel
normé gr̂aceà la norme hilbertienne associéeà 〈·, ·〉 et que nous notons‖ · ‖. Étant
donńe un ensemblefermé non videS deH et x un point deH, désignons pardS(x)
la distance hilbertienne dex à S, et parPS(x) l’ensemble des points deS à distance
minimale dex, c’est-̀a-dire :

(1.1)
∀x ∈ H, dS(x) := inf{ ‖x − s‖ | s ∈ S },

PS(x) := { s ∈ S | dS(x) = ‖x − s‖ }.

L’ensemblePS(x) peut être vide, contenir plusieurśeléments, etc. L’oṕeration qui
à x ∈ H associePS(x) définit donc unemultiapplicationde H dansS. Parmi les
qualificatifs deS issus des propriét́es dePS , citons ceux de la d́efinition suivante :

Reçu le 7 mai 1996 et, sous forme définitive, le 30 janvier 1997.
Version écrite d’un expośe au colloque « Set-valued Analysis and Nonsmooth Analysis»

(Saint-Petersbourg, juin 1995).
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Définition 1.1.

– S est appeĺe ensembleproximinal lorsquePS(x) 6= ∅ pour toutx ∈ H.
– S est ditde TchebychevlorsquePS(x) est un singleton (c’est-à-dire ŕeduità un

seulélément) pour toutx ∈ H.

Une des propríet́es des convexes, essentielle en approximation et en optimisation, et
que nous enseignons tousà nośetudiants est la suivante:tout ensemble convexe (fermé)
S deH est de Tchebychev. La question que l’on peut se poser ensuite est : la réciproque
est-elle vraie? Autrement dit :un ensemble de Tchebychev est-il nécessairement con-
vexe? La ŕeponse est connue commeétantoui lorsqueH est de dimension finie, et ce
depuis plus de soixante ans; c’est le fameux théor̀eme de L. N. H. Bunt (dans sa thèse
en 1934), habituellement et incorrectement attribué à T. S. Motzkin (1935)1, sur lequel
nous reviendrons plus loin en proposant une démonstration par les techniques d’analyse
convexe moderne. Et siH est de dimension infinie? La question aét́e clairement pośee
par V. Klee il y a pr̀es de trente cinq ans (vers 1961) et cet auteur conjecturait même que
la réponséetait non : il pensait qu’il existait un espace de Hilbert de dimension infinie
(éventuellement non séparable) contenant un ensemble de Tchebychev non convexe.Et
bien qu’il y ait eu des progrès consid́erables depuis, la question reste ouverteà ce jour.

Nous n’avons pas la prétention d’y ŕepondre ici mais seulement de faire unétat de la
situation, en adoptant un point de vue peu habituel chez les analystes qui ont abordé ce
probl̀eme, celui de l’analyse convexe et/ou non lisse. Une fonction jouera un r̂ole-cĺe
dans cette approche : la fonction-distancedS (et son carŕe d2

S) ou plut̂ot la fonction
ϕS (notre fonction pŕeféŕee) d́efinie comméetant 1

2[‖ · ‖2 − d2
S]. Deux propríet́es de

ces fonctions seront essentiellesà consid́erer : leurconvexit́e et leurdifférentiabilit́e
(dans un sens qu’il faudra préciser). Toute notre démarche tournera autour de ces deux
propríet́es et leurs liens avec le caractère convexe ou de Tchebychev de l’ensembleS
consid́eŕe.

Avant d’aller plus loin, il est bon d’observer que le problème pośe est vraiment un
probl̀emehilbertien, où toutes les donńees en hypoth̀eses comptent :

– Si ‖ · ‖ n’est pas une norme hilbertienne, la question n’a pas lieu d’être pośee,
même siH est de dimension finie. Par exemple, siR2 est muni de la norme
‖(x1, x2)‖ := max

(

|x1|, |x2|
)

et si S := {(x1, x2) ∈ R2 | (x2 ≥ x1 ≥

0) ou (x2 ≥ 2x1 etx1 ≤ 0} tout point deR2 admet un et un seul point̀a
distance minimale dansS, alors queS est loin d’̂etre convexe (cf. figure 1).

– Si ‖ · ‖ est la norme euclidienne usuelle deR2 et si S := {(x1, x2) ∈ R2 |
‖(x1, x2)‖ ≥ 1}, tout pointsauf un(l’origine) admet un et un seul point̀a
distance minimale dansS, maisS est violemment non convexe.

– La question peut̂etre pośee dans un espace préhilbertien, mais nous verrons que
le caract̀ere complet ou pas de l’espace a son rôle à jouer.

2. Le problème en dimension finie.On suppose dans ce paragraphe queH est de
dimension finie((H, 〈·, ·〉) est donc ce qu’on appelle un espace euclidien).S étant un
fermé non vide deH, on noteSc son compĺementaire dansH.

1Nous remercions F. Deutsch (The Pennsylvania State University) de nous avoir apporté des
précisions historiques̀a ce sujet; nous appellerons désormais ce ŕesultat le th́eor̀eme de Bunt.
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Dans le cas òu f : O ⊂ H → R est diff́erentiable en un pointx de l’ouvertO, la
notation∇f(x) est utiliśee pour le gradient def enx (∇f(x) est l’uniqueélément de
H repŕesentant la diff́erentielleDf(x) def enx, via 〈·, ·〉).

S
x

Figure 1

2.1. Différentiabilit é de la fonction distancedS vs celle de son carŕe. Premìere obser-
vation, ŕesultant de la r̀egle de diff́erentiation de fonctions composées diff́erentiables :

(2.1) (dS diff érentiable enx) =⇒ (d2
S diff érentiable enx) .

Si x est int́erieuràS, dS etd2
S sont diff́erentiables enx, avec∇dS(x) = ∇d2

S(x) = 0.
Si x n’appartient pas̀a S, c’est-̀a-dire sidS(x) > 0, toujours en raison de la règle de
diff érentiation invoqúee plus haut,dS est diff́erentiable enx si et seulement sid2

S est
diff érentiable enx. Ainsi, hormis en des points de la frontière FrS deS, les points de
diff érentiabilit́e dedS et ded2

S sont les m̂emes :

(2.2) {x 6∈ FrS |dS est diff́erentiable enx}={x 6∈ FrS |d2
S est diff́erentiable enx}.

La fonctiondS est Lipschitz surH, de constante de Lipschitz 1. Par suite, six ∈ S,
on ad2

S(x + h) ≤ ‖h‖2, ce qui implique qued2
S est diff́erentiable enx (c’est l’effet

«adoucissant» de l’élévation au carŕe au voisinage de 0+). En somme :

(2.3) d2
S est toujours diff́erentiable surS.

On auràa utiliser cette propriét́e par la conśequence suivante :

(2.4) (dS diff érentiable surSc) ⇐⇒ (d2
S diff érentiable sur toutH).

La fonctiondS peutêtre diff́erentiable en un point extérieurà S comme elle peut ne
pas l’̂etre (le test de diff́erentiabilit́e sera pŕeciśement l’objet du§2.2). Et en un point
de la frontìere deS ? La fonctiondS peutêtre diff́erentiable en certains points de FrS
comme elle peut ne pas l’être en aucun des points de FrS.
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Exemple 2.1.La fonctiondS peutêtre diff́erentiable enx ∈ FrS (auquel cas∇dS(x) =
0 nécessairement). Soit par exempleS := {(x1, x2) ∈ R2 | x2 ≤ |x1|

1/2}. Alors dS

est diff́erentiable enx = (0, 0).

Cette situation ne se produit pas s’il y a un «cône de śecurit́e» enx vers l’ext́erieur
deS; la figure 2 montre d’une manière suffisamment explicite ce qu’on entend par là.

h 
x

S
Kx 

x + th

( t > 0 )

x

d ( x + th )S

Figure 2

Signalons enfin le résultat suivant [33, p. 13] que l’on peut aussi dériver du th́eor̀eme
de Rademacher :

(2.5) dS(x + h) = o(‖h‖) pour presque toutx deS.

Exemple 2.2. La fonctiondS peut n’̂etre diff́erentiable en aucun point de FrS. Si S
est convexe, c’est carrément un demi-espace de sécurit́eKx qu’il y a en toutx ∈ FrS :
la fonctiondS n’est différentiable en aucun point de FrS.

S

Kx 
Kx 

Figure 3

Remarque.PuisqueH est de dimension finie et quedS (resp.d2
S) est Lipschitz (resp.

localement Lipschitz) surH, il n’y a pas lieu de distinguer entre la différentiabilit́e
(usuelle) au sens de Fréchet et celles au sens de Gâteaux ou Hadamard. Toutefois les
propríet́es (2.1)à (2.4) n’utilisent pas la propriét́e de dimension finie deH et sont
encore valables pour la différentiabilit́e sur un espaceH de dimension infinie.

2.2. Test de diff́erentiabilit é dedS en un point ext́erieur à S. Soit x ext́erieur à S;
comment reconnaı̂tre alorsà l’aide dePS(x) si dS (ou d2

S) est diff́erentiable enx ou
non? La premìere chosèa dire est la suivante : sidS est diff́erentiable enx, alors il n’y
a qu’un pointx dansS à distance minimale dex, c’est-̀a-direPS(x) = {x}; auquel cas

(2.6) ∇dS(x) =
x − x

‖x − x‖
(vecteur unitaire donc, diriǵe parx − x) ;
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(2.7) ∇

(

1
2
d2

S

)

(x) = x − x.

Cette propríet́e, fort ancienne et d́ejà remarqúee par J. M. Bony [6,§5] et F. H. Clarke
[10, Proposition 2.4], se démontre facilement et c’est d’ailleurs un excellent exercice
de calcul diff́erentiel. Plus int́eressant et moins connu est que la réciproque est vraie :
si PS(x) = {x} (toujours avecx 6∈ S), alorsdS est diff́erentiable enx (et, bien ŝur, on
a (2.6)). On peut trouver une démonstration de ceci dans la note de A. Pommellet [28,
p. 378-379]. Il en ŕesulte leśequivalences suivantes :

(2.8)
(S est de Tchebychev) ⇐⇒ (dS est diff́erentiable surSc)

⇐⇒ (d2
S est diff́erentiable surH).

2.3. D́erivée directionnelle dedS. Étant donńe un pointx deH, on peut se poser la
question de l’existence de la dérivée directionnelle (usuelle) de la fonctiondS enx et
de son expression explicite. La réponse est comme suit : cette dérivée directionnelle

(2.9) h ∈ H 7→ d′S(x, h) := lim
t→0+

dS(x + th) − dS(x)

t

existeen tout pointx 6∈ S et vaut min

{〈

x − s

‖x − s‖
, h

〉

| s ∈ PS(x)

}

.

Ainsi :

(2.10) Pour toutx 6∈ S, d′S(x, h) = min

{〈

x − s

‖x − s‖
, h

〉

| s ∈ PS(x)

}

.

(2.11) Pour toutx ∈ H,

(

1
2
d2

S

)′

(x, h) = min{〈x− s, h〉 | s ∈ PS(x)}.

On trouve trace de ce résultat d̀es les anńees trente, et on le retrouve régulìerement dans
les articles ou livres : [39] et [19, Lemma 8.5.12] en sont desexemples. La d́emonstration
n’en est pas tr̀es difficile, soit directement en utilisant les propriét́es particulìeres de
dS et dePS comme cela est fait classiquement, soit en appliquant des résultats de
dérivation directionnelle du supremum d’une famille de fonctions différentiables tels
que les contributions̀a l’optimisation moderne ont su dégager (voir [3, p. 56] par
exemple).

Notons qu’en raison du caractère de Lipschitz dedS , la convergence de

[dS(x + th) − dS(x)]/t − d′S(x, h)

vers 0 est uniforme pourh dans un borńe deH; il n’y a donc pas lieu de faire une
distinction entre les d́erivées directionnelles au sens de Gâteaux, Hadamard ou Fréchet
dedS (ou ded2

S).
Il est à pŕesent clair que les formules (2.10) et (2.11) englobent les formules (2.6)

et (2.7)établies en pŕesence de diff́erentiabilit́e enx, et que leśequivalences de (2.8)
s’ensuivent. F. H. Clarke pour lequel la fonction-distancefut un outil essentiel dans sa
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démarche, avait en fait obtenu un résultat suṕerieurà (2.10) [10, Theorem 2.1]; il avait
démontŕe que six 6∈ S la fonction−dS étaitstrictement tangentiellement convexe(ou
régulìere au sens de Clarke) enx, c’est-̀a-dire

(2.12) −d′S(x, h) = (−dS)o(x, h) = lim sup
x′→x
t→0+

−dS(x′ + th) + dS(x′)

t
,

ainsi que l’expression (2.10) correspondante. Il s’ensuivait, entre autres, que sidS était
diff érentiable sur un ouvertO ⊂ Sc (ce que nous savonsêtreéquivalent̀aPS(x) est un
singleton pour toutx ∈ O), alorsdS était de classeC1 surO.

Remarque.La fonctiondS ne sait pas distinguer FrS et S
◦

puisqu’elle est nulle sur
S
◦

∪ FrS. Il existe une autre fonction,́etudíee par l’auteur dans le cadre de l’analyse
convexe et/ou non lisse [20, section II.B], qui parfois faitmieux l’affaire : siS est
diff érent deH, on d́efinit la fonction-distance sigńee (̀a S) ∆S comme suit :

(2.13) Pour toutx ∈ H, ∆S(x) =

{

dS(x) si x 6∈ S,

−dSc(x) si x ∈ S.

Alors

S
◦

= {x | ∆S(x) < 0}, FrS = {x | ∆S(x) = 0}, Sc = {x | ∆S(x) > 0}

et il se trouve que∆S est convexe si et seulement siS est convexe. La diff́erentiabilit́e
ou non de∆S s’étudie de la m̂eme manìere que celle dedS.

Signalons enfin que le caractère sous-harmonique dedS (resp. surharmonique de∆S)
a un lien tr̀es fort avec la convexité deS [1, 26].

2.4. Vers le th́eorème de Bunt. Les équivalences de (2.8) montrent clairement les
voies de d́emonstration possibles pour la partie difficile du théor̀eme de Bunt «(S est
de Tchebychev)=⇒ (S est convexe)»,̀a savoir :
– démonstrations directes de

(2.14) (S est de Tchebychev)⇒(Une propríet́e caract́eristique de la convexité deS);

– démonstrations partant de la différentiabilit́e ded2
S

(2.15) (d2
S est diff́erentiable surH) =⇒ (S est convexe).

À notre connaissance, toutes les démonstrations classiques consistentà d́emontrer
l’implication (2.14), et sont de naturegéoḿetrique([35, Theorem 7.8] par exemple,
ou [28, p. 380-382] pour une preuve pédagogique et d́etaillée); ceci est confirḿe par
l’expośe historique de la question confectionné par F. Deutsch [14].

Nous proposons ci-dessous une autre démonstration du th́eor̀eme de Bunt, de l’impli-
cation (2.15) en fait, que nous qualifierons de moderne car elle utilise les ŕesultats et
techniques de l’analyse convexe moderne. Cette démonstration áet́e publíee pour
l’essentiel dans [21, Chapter X].
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Posons

(2.16) x ∈ H 7→ fS(x) :=

{

1/2‖x‖2 si x ∈ S,

+∞ sinon.

Il est clair quefS est semi-continue inférieurement surH, qu’elle est 1-coercive sur
H au sens òu lim‖x‖→+∞ fS(x)/‖x‖ = +∞; de plusfS est convexe si et seulement
si S est convexe. Autrement dit, démontrer queS est convexe revient̀a d́emontrer que
la fonctionfS est convexe. Le lemme suivant est crucial dans notre démarche car il
fournit un test de convexité d’une fonction.

Lemme. Soit f : H → R ∪ {+∞}, non identiquement́egaleà +∞, semi-continue
inférieurement et 1-coercive surH. Supposons que la transformée de Legendre-Fenchel
f∗ def soit diff́erentiable surH. Alorsf est ńecessairement convexe.

Démonstration.Elle se fait en plusieurśetapes et on y utilise abondamment les résultats
du§1.5 du chapitre X de [21].

Préliminaires. Les hypoth̀eses faites surf font quef∗ est à valeurs finies surH
[21, Proposition 1.3.8]; ces m̂emes hypoth̀eses assurent que la convexifiéecof de f
s’obtientà partir def par le proćed́e suivant [21, Proposition 1.5.4 (ii)] : pour toutx
en lequelcof est finie, il existex1, . . . , xn+1 en lesquelsf est finie et des coefficients
α1, . . . , αn+1 positifs de somméegaleà 1, tels que

(2.17) x = α1x1 + · · · + αn+1xn+1 et (cof)(x) = α1f(x1) + · · · + αn+1f(xn+1)

(n est ici la dimension deH).
Démontrer quef est convexe revient̀a d́emontrer quecof = f .
Calcul sous-diff́erentiel. Désignons par∂g(u) le sous-diff́erentiel (au sens de l’ana-

lyse convexe) de la fonction (non nécessairement convexe)g enu. Il est alors possible
d’exprimer∂(cof)(x) à l’aide des∂f(xi), où lesxi sont des points parmi ceux mis en
évidence en (2.17). De fait [21, Theorem 1.5.6], si les points xi et les coefficientsαi

sont choisis de manièreà avoir (2.17), on a :

(2.18) ∂(cof)(x) =
⋂

{i|αi>0}

∂f(xi).

Prise en compte de la différentiabilit́e def∗. Les hypoth̀eses de semi-continuité
inférieure et de 1-coercivité def font quecof est elle aussi semi-continue inférieurement
[21, Theorem 1.5.4 (i)]. Par suite :(x ∈ ∂f∗(x∗)) ⇐⇒ (x∗ ∈ ∂(cof)(x)).

Supposons quex s’exprime comme cela est requis en (2.17)à l’aide de pointsxi

différents dex et des coefficientsαi > 0. On aurait alors d’après l’équivalence qui
préc̀ede et (2.18) :

(x = ∇f∗(x∗)) ⇐⇒ (x∗ ∈ ∂(cof)(x) =
⋂

{i|αi>0}

∂f(xi)),

d’où xi ∈ ∂f∗(x∗), ce qui contredit la diff́erentiabilit́e def∗. Lesxi en question sont
donc touśegauxàx, ce qui fait que(cof)(x) = f(x). �
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Remarque.Comme(cof)(xi) = f(xi) en tout pointxi de la famille consid́eŕee en
(2.17), la d́emonstration du lemme montre en fait un peu plus :cof est strictement
convexe sur toute partie convexe contenue dans{x ∈ H | ∂(cof)(x) 6= ∅}; la fonction
cof est donc ce que R. T. Rockafellar appelle «essentiellement strictement convexe»
[29, p. 253].

Revenons̀a notre fonctionfS. Quelle est sa transforḿee de Legendre-Fenchel? Elle
est tr̀es facileà calculer :

∀x∗ ∈ H, f∗
S(x∗) = sup

s∈S

{

〈x∗, s〉 −
1
2
‖s‖2

}

=
1
2
‖x∗‖2 −

1
2

sup
s∈S

‖x∗ − s‖2

=
1
2

[

‖x∗‖2 − d2
S(x∗)

]

.

On reviendra plus longuement au paragraphe suivant sur cette fonctionx∗ ∈ H 7→
ϕS(x∗) := 1

2

[

‖x∗‖2 − d2
S(x∗)

]

; mais il est imḿediatà pŕesent que

(2.19) (d2
S diff érentiable surH) ⇐⇒ (ϕS est diff́erentiable surH).

Grâce au lemme de test de convexité, on voit donc que la différentiabilit́e ded2
S (et

donc celle deϕS) implique la convexit́e defS .
Signalons pour̂etre complet qu’il existe une démonstration du th́eor̀eme de Bunt

baśee sur un th́eor̀eme de point fixe et attribuée à L. P. Vlasov (1965); voir§2 de
l’Appendice I de [30] ou [34, p. 63].

3. Les difficultés du probl̀eme en dimension infinie.Nous revenons dans ce para-
graphèa la situation ǵeńerale d’un ferḿe non videS contenu dans un espace de Hilbert
(H, 〈·, ·〉) de dimension infinie.

3.1. Faits ǵenéraux concernant la multiapplication de projectionPS. La définition
même dePS(x) et le caract̀ere lipschitzien de la fonctiondS surH conduisent facilement
aux propríet́es suivantes :

(3.1) PS està valeurs ferḿees borńees.
(3.2) Le graphe dePS, c’est-̀a-dire{(x, y) ∈ H × H | y ∈ PS(x)} est ferḿe.
(3.3) PS est localement borńee, au sens òu elle transforme les bornés en borńes.

Plus int́eressantes et moins immédiates :

(3.4) PS est monotone, et m̂eme cycliquement monotone; par contre elle ne saurait
être monotone maximale (à moins queS ne soit convexe, auquel casPS est
univoque).

(3.5) PS(x) = {pS(x)} pour «beaucoup» de pointsx deH (le «beaucoup» pouvant
prendre plusieurs sens, l’un d’entre euxétant «sur une partie dense deH »).

Ces dernìeres propríet́es qualitatives figurent parmi celles desous-gradients de fonctions
convexes. En fait

(3.6) Il existe une fonction convexe continueϕS : H → R telle que

PS(x) ⊂ ∂ϕS(x) pour toutx ∈ H.
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Ainsi toute propríet́e du sous-diff́erentiel d’une fonction convexe se transmet via
l’inclusion ci-dessus̀a la multiapplicationPS , et c’est d’ailleurs comme cela qu’on voit
le plus rapidement (3.4) et (3.5). Comme fonctionϕS faisant l’affaire, il y a la fonction
à laquelle nous avons fait allusionà la fin de la section 2.4 et qui est définie comme
suit :

(3.7) ∀x ∈ H, ϕS(x) :=
1
2

[

‖x‖2 − d2
S(x)

]

.

Nous appelleronsϕS fonction d’Asplund associée à S, en hommagèa celui qui,
sans doute le premier, a utilisé de manìere profonde cette fonction [2]. Avouons que
c’est notre fonction favorite dans le contexte des questionsévoqúees dans ce travail. La
fonctionϕS (partout finie et continue) possède la propríet́e remarquable d’êtretoujours
convexe, quel que soitS donc. La façon la plus simple de le voir est d’observer que

ϕS(x) = sup
s∈S

{

〈x, s〉 −
1
2
‖s‖2

}

pour toutx ∈ H,

ϕS est le supremum d’une famille de fonctions affines continues, en fait c’est la trans-
formée de Legendre-Fenchel de la fonction (non nécessairement convexe)

fS : x ∈ H 7→ fS(x) =

{ 1
2‖x‖

2 si x ∈ S,

+∞ sinon

déjà introduite dans la section 2.4. La définition même du sous-diff́erentiel∂ϕS ou
sa caract́erisationà l’aide de(fS)∗ = ϕS permettent de voir facilement l’inclusion
PS(x) ⊂ ∂ϕS(x); donc :

(3.8) coPS(x) ⊂ ∂ϕS(x) pour toutx ∈ H.

Rappelons que lorsqueS est convexe,ϕS est (Fŕechet-)diff́erentiable surH avec
∇ϕS(x) = pS(x) pour toutx ∈ H; la fonctionϕS n’est autre que la primitive de
l’applicationpS surH (primitive définieà une constante additive près).

3.2. Convexit́e vs propriété de Tchebychev:revue des principaux ŕesultats connus.
SupposonsS de Tchebychev. Tous les résultats connus̀a ce jour tendant̀a prouver

queS est convexe sont du type suivant :
(

S est Tchebychev
+ conditionCi

)

=⇒ (S est convexe).

Les différentes conditionsCi mises eńevidence dans la littérature partagent toutes les
propríet́es suivantes :

– elles sont satisfaites lorsqueS est convexe (de sorte que l’implication ci-dessus
peutêtre compĺet́ee en unéequivalence);

– elles sont automatiquement vérifiées quandH est de dimension finie.

Les math́ematiciens se sontévertúes au cours du tempsà rendre ces conditionsCi

les plus faibles possibles; des résultats tr̀es fins et inǵenieux ont ainsíet́e propośes,
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une description historique figure dans [14, section 2]. Nouscitons ci-dessus quelques
conditionsCi parmi les plus palpables.

(C1) S est faiblement ferḿe (V. Klee, 1961).
C’est sans doute l’un des résultats les plus spectaculaires dans le domaine; il est revu

via des ḿethodes d’analyse non lisse par F. H. Clarkeet al. [13, section 4].
(C2) L’applicationpS est continue (L. P. Vlasov, 1967; E. Asplund, 1969).
Ici la continuit́e depS : H → H peutêtre entendue avec l’espace d’arrivée muni de

la topologie forte ou muni de la topologie faible; les deux impliquent la convexit́e deS.
Il suffit en fait d’assurer une continuité «radiale» depS, c’est-̀a-dire : pour tout

x ∈ H, la restriction depS à la demi-droite issue dex et dirigée parx − pS(x) est
continue enx.

(C3) S est «approximativement compact» (N. Efimov et S. Stechkin, 1961), au
sens suivant : pour toutx ∈ H et toute suite(sn) deS telle que‖x − sn‖ → dS(x)
((sn) est une suite minimisante dans le problème de minimisation d́efinissantdS(x)), il
existe une sous-suite convergente de(sn) (la limite de cette sous-suite est alorspS(x)
nécessairement).

(C4) L’applicationpS est monotone maximale.
Dans ce caspS est continue deH fort dansH faible, et on rejoint la condition

(C2); pour voir rapidement cette propriét́e de continuit́e, observons que sous la con-
dition (C4) l’inclusion (3.8) devient unéegalit́e, la fonction (convexe continue)ϕS

est diff́erentiable avec∇ϕS(x) = pS(x) pour toutx ∈ H; la continuit́e annonćee
s’ensuit [16, Proposition 2.5].

(C5) L’ensemble des points de discontinuité depS est d́enombrable (V. S. Balaganskii,
1982).

L’ensemble des points de discontinuité de l’applicationpS est analyśe par U. West-
phal et J. Frerking [38]; il ŕesulte de cettéetude, entre autres, que siS (de Tchebychev)
se trouve ne paŝetre convexe, l’ensemble des points de discontinuité depS contient
une courbe lipschitzienne non réduiteà un point. Cela implique le résultat de V. S.
Balaganskii.

En 1987, G. G. Johnson [23] proposa unensemble de TchebychevS non convexedans
un espacepréhilbertien; sa construction, loin d’être simple mais s’appuyant sur une
démarche classique semble-t-il dans un tel contexte, comportait des impŕecisions ou er-
reurs qui ont́et́e corriǵees ŕecemment par M. Jiang [22]. Cette contribution au problème
«Tchebychev vs convexe» soulève la question : quel est le rôle du caract̀ere complet
d’un espace de Hilbert? En tout cas, considérer l’espace complét́e du pŕehilbertien
utilisé par G. G. Johnson ne permet pas de conclure. Les questions dediff érentiabilit́e
de la fonctionϕS éclairent partiellement ce point.

3.3. Les difficultés propres à la dimension infinie. Ici nous analysons les diffi-
cultés emp̂echant de conclure en dimension infinieà la lumìere des propriét́es (de
diff érentiabilit́e notamment) de la fonction d’AsplundϕS assocíeeàS. LorsqueH est
de dimension finie, on sait [21, Proposition 3.2.2 du chapitre X] que

∂ϕS(x) = coPS(x) pour toutx ∈ H,

ce qui permet de relier directement la propriét́e «S est de Tchebychev»̀a «ϕS est
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diff érentiable». Qu’en est-il de la situation en dimension infinie? L’inclusion (3.8)
pourrait-elleêtre stricte dans ce cas? Cette question, posée explicitement par H. Berens
dans [5] a reçu une réponse par G. Godini [18] :

Dans tout espace de HilbertH de dimension infinie, il existe un ensemble fermé S
(proximinal m̂eme) tel que

coPS(x) ( ∂ϕS(x) pour un certainx ∈ H.

Ce ŕesultat, fortétonnant par sa précision, repousse donc l’accèsà la ŕesolution de
notre probl̀eme. SiS est de Tchebychev, on peut simplement affirmer quepS fournit
une śelection de sous-gradients deϕS.

Comme en dimension finie (cf. 2.4) la différentiabilit́e deϕS ou, ce qui revient au
même, celle ded2

S conduità la convexit́e deS. Le théor̀eme ci-dessous rassemble les
résultats les plus pertinentsà cetégard.

Théorème 3.3.1[2, 15, 32]. Les assertions suivantes sontéquivalentes :

(i) ϕS est Fŕechet-diff́erentiable surH;
(ii) d2

S est Fŕechet-diff́erentiable surH;
(iii) dS est Fŕechet-diff́erentiable surSc;
(iv) S est convexe.

SiS est de Tchebychev, on peut ajouter l’équivalence avec

(v) d2
S est Ĝateaux-diff́erentiable surH;

(vi) dS est Ĝateaux-diff́erentiable surSc.

À ce stade, on peut se demander quelle est l’expression exacte de∂ϕS(x) en termes
non pas d’́eléments dePS(x), ce que nous savonsêtre insuffisant, mais d’éléments de
S à distance «presque minimale» dex. Cette expression est connue (voir [5, p. 5] par
exemple), nous la rappelons ci-dessous. Pour toutε > 0, on d́efinit

P ε
S(x) := {s ∈ S | ‖x − s‖ < dS(x) + ε}.

S

d (x ) + εS

x




P (x )S
ε

Figure 4
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Alors on a :

(3.9) ∂ϕS(x) =
⋂

ε>0

coP ε
S(x) pour toutx ∈ H.

Comme conśequence, on observe que des formulations des dérivées directionnelles
de 1

2d2
S enx ∈ H (ou dedS enx ∈ Sc) aussi simples que celles de (2.10) et (2.11) sont

sans espoir. Toutefois la question mérite d’̂etre pośee pour le cas òuS est de Tchebychev
et rejoint la question qui, au point où nous nous sommes rendus, devient centrale :

(Q) «S est de Tchebychev» implique t-il «d2
S est Ĝateaux-diff́erentiable surH »?

Sachant quepS est une śelection du sous-diff́erentiel∂ϕS de la fonction convexe
ϕS , il suffit de peu pour qu’il en soit ainsi : par exemple, quepS (ou une autre śelection
de∂ϕS) soit continue deH fort dansH faible.

Rappelons que l’ensemble des points de Fréchet-diff́erentiabilit́e ded2
S est connu

(voir [2, 38]) :

(3.10) (d2
S Fréchet-diff́erentiable enx) ⇐⇒ (PS(x) est un singleton etPS est

semi-continue suṕerieurement enx).

(La semi-continuit́e suṕerieure enx (oùPS(x) = {pS(x)}) signifie : pour tout voisinage
W depS(x), on peut trouver un voisinageV dex tel que, pour toutx′ deV , PS(x′) ⊂
W . Propríet́e toujours satisfaite lorsqueH est de dimension finie.)

À défaut de (Ĝateaux ou Fŕechet)-diff́erentiabilit́e, on peut se tourner vers des
différentiabilit́es ǵeńeraliséesded2

S (oudS). Deux d’entre elles ont́et́e particulìerement
étudíees, et les propriét́es établiesà leur sujet contribuent̀a éclairer le probl̀eme qui
nous pŕeoccupe. La première conduit ausous-diff́erentiel (ou gradient) ǵeńeralisé au
sens de Clarkeet la deuxìeme ausous-diff́erentiel proximal. Voici les d́efinitions :étant
donńe une fonctionf : H → R localement lipschitzienne surH, le sous-diff́erentiel
géńeraliśe (au sens de Clarke) def enx est

(3.11) ∂clf(x) = {x∗ ∈ H | 〈x∗, d〉 ≤ f o(x, d) pour toutd ∈ H },

où

f o(x, ·) : d ∈ H 7→ f o(x, d) := lim sup
x′→x
t→0+

f(x′ + td) − f(x′)

t
;

le sous-diff́erentiel proximal def en x est l’ensemble noté ∂proxf(x) desx∗ ∈ H
vérifiant la propríet́e de «minoration quadratique» suivante : il existeα et η positifs
tels que

(3.12) f(x′) ≥ f(x) + 〈x∗, x′ − x〉 − α‖x′ − x‖2

pour toutx′ vérifiant‖x′−x‖ ≤ η. Les deux objets,∂clf(x) et∂proxf(x), sont le «plus
gros» et «le plus petit» des concepts associésà f en x et ǵeńeralisant peu ou prou
la notion de gradient; ils se confondent tous les deux en le sous-différentiel (usuel)
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lorsquef est convexe. Les règles de calcul connues sur ces deux sous-différentiels
[11, 12] donnent lieu aux expressions suivantes :

(3.13) ∂cl(d2
S)(x) = 2[x − ∂ϕS(x)] pour toutx ∈ H,

(3.14) ∂cldS(x) =
x − ∂ϕS(x)

dS(x)
pour toutx ∈ Sc.

(3.15) ∂prox(−d2
S)(x) = 2[∂ϕS(x) − x] pour toutx ∈ H,

d’où

(3.16) ∂prox(−d2
S)(x) = ∂cl(−d2

S)(x) pour toutx ∈ H.

À notre connaissance il n’y a pas de relation simple reliant∂prox(−d2
S)(x) à∂proxdS(x)

ou à ∂prox(−dS)(x), simple au sens òu il n’est fait appel qu’au pointx consid́eŕe
et non aux sous-différentiels en des points voisins dex. Signalons aussi que, parce
que nous nous adressonsà des fonctions particulières comme la fonction-distance, le
sous-diff́erentiel ǵeńeraliśe au sens de Clarke et des variantes de celui-ci comme le
sous-diff́erentiel ǵeńeraliśe au sens de Michel-Penot coı̈ncident pourdS enx ∈ Sc [7].

Dans [13, Theorem 2.1], les auteurs prouvent l’implicationsuivante :

(3.17) (∂proxdS(x) 6= ∅ pour toutx ∈ Sc) =⇒ (S est de Tchebychev).

On ne sait si l’implication ŕeciproque est vraie; si c’était le cas, cela permettrait de
conclureà la convexit́e des ensembles de Tchebychev via le théor̀eme 3.3.1 car [13,
Theorem 3.1] :

(3.18)

(

S est proximinal et
∂proxdS 6= ∅ pour toutx ∈ Sc

)

=⇒ (dS est diff́erentiable surSc) .

Remonter de «S est de Tchebychev»̀a «S est convexe» a pûetre fait par ces techniques
dans [13, section 4] au moins dans le cas où S est faiblement ferḿe, ce qui permet de
retrouver le ŕesultat de V. Klee (cf. §3.2). Il n’en reste pas moins que la question
centrale revient̀a celle pośee en (Q), à savoir la Ĝateaux-diff́erentiabilit́e de−dS

sur Sc. Observons̀a ce sujet qu’en raison du fait que‖ · ‖2 − d2
S est une fonction

convexecontinue surH (c’est 2ϕS exactement),dS est toujours directionnellement
diff érentiable surSc avec

(3.19) −d′S(x, ·) =
ϕ′

S(x, ·) − 〈x, ·〉

dS(x)
pour toutx ∈ Sc,

ce qui permet aussi de voir immédiatement que−dS est toujours strictement tangen-
tiellement convexe (ou régulìere au sens de Clarke) surSc (chose d́ejà vue lorsqueH
est de dimension finie,cf. (2.12)). En d́efinitive, (Q) se ŕeduità :

(Q′) (S est de Tchebychev)
?

=⇒ (d′S(x, ·) est lińeaire pour toutx ∈ Sc).

Pour avoir la Ĝateaux-diff́erentiabilit́e enx ∈ Sc il a mêmeét́e observ́e qu’il suffisait
en fait de s’assurer de la Gâteaux-diff́erentiabilit́e directionnelle dedS dans la direction
x − pS(x) (cf. [7]).
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4. Conclusion. Après ce panorama, on est partagé entre deux points de vue opposés :
– Les progr̀es successifs enregistrés par les math́ematiciens dans l’affaiblissement

des hypoth̀eses permettant d’assurer que «S est de Tchebychev» implique «S est
convexe» laissent penser que cette implication est vraie; la «rigidit́e» de la structure
hilbertienne conduit aussià penser que la situation ne doit guère diff́erer du cas
euclidien.

– La construction de G. G. Johnson va au contraire dans le sensde la conjecture
de V. Klee et, selon certains, a clos le problème. Le nombre infini de «degrés de
liberté» dans un espace hilbertienH de dimension infinie peut laisser penser qu’on
peut effectivement construire un ensemble de Tchebychev dansH qui ne soit pas
convexe.

La question reste donc ouverte et il nous semble que l’approche par la diff́erentiabilit́e
de fonctions comme la fonction-distance serait un moyen d’yrépondre.

«Il n’y a pas de probl̀emes ŕesolus, il n’y a que des problèmes plus ou moins résolus»
H. Poincaŕe.

English extended abstract.Let H be a (real) Hilbert space andS a nonempty closed
subset ofH; for all x ∈ H we definePS(x) as the set of points inS closest tox for
the hilbertian distance (see definitions in (1.1)). The setS is calledTchebychevwhen
PS(x) is a singleton for allx ∈ H. A famous question, still not answered completely,
is the following one:is a Tchebychev set necessarily convex?

The problem in a finite-dimensional context (H is finite-dimensional). The question
above was answered (positively) by L. Bunt (thesis in 1934),and the corresponding
result is usually (but incorrectly) attributed to T. S. Motzkin (1935). Here we look at
this problem mainly from the viewpoint of the differentiability of the distance-function
dS (or of its squared2

S). Examples of relationships we get:

(S is Tchebychev) ⇐⇒ (dS is differentiable on the complement ofS)

⇐⇒ (d2
S is differentiable on the wholeH).

By using techniques and results from modern Convex Analysis(subdifferential
calculus, Legendre-Fenchel transformation) we provide a proof of the convexity of
S whend2

S is differentiable onH.

The difficulties in an infinite-dimensional context. We first review the main additional
assumptions known to ensure that a Tchebychev set is indeed convex. We do that by
emphasizing again the role of the differentiability of the distance-function (Theorem
3.3.1). A key-role in that respect is played by the so-calledAsplund functionϕS

associated withS (cf. (3.7)). Such a functionϕS is always convex and the link between
PS(x) and the subdifferential (in the sense of convex analysis)∂ϕS(x) of ϕS at
x ∈ H (see (3.8)) is the cornerstone of the (specific) difficultiesencountered when
the underlying Hilbert space is not finite-dimensional. Furthermore, sincedS as well
as d2

S are locally Lipschitz functions, it is natural to ask whether considering their
generalized subdifferentials(or gradients) in Clarke’s sense is helpful to make some
progress towardS tackling the problem. We provide some basic results in that direction
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(see formulas (3.13) to (3.16)) and pose in a clear-cut manner the two central questions
involving the differentiability of the distance-function, namely (Q) and (Q’), which (if
answered) would allow us to answer completely the question on the convexity of a
Tchebychev set.
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Bulletin de la Socíet́e Math́ematique de France (1979), 57–85.



62 Ensembles de Tchebychev vs ensembles convexes
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