Ann. Sci. Math. Qébec22(1998), no. 1, 47-62.

ENSEMBLES DE TCHEBYCHEV VS ENSEMBLES CONVEXES : L' ETAT
DE LA SITUATION VU VIA LANALYSE CONVEXE NON LISSE

JEAN-BAPTISTE HIRIART-URRUTY

RESUME. Un ensemble feriS d’un espace de Hilbert est dit de Tchebychev
si tout point deH admet un et un seul poi@t distance minimale dans. Un tel
ensemble est-il écessairement convexe? Cette question, I'une des plabres
en approximation et analyséeelle, n’a pas recu dé&ponse comgitea ce jour, du
moins lorsqued est de dimension infinie. L'objet du travailgsent est @ci€ment
de faire le point sur ce prodine, en priviégiant le point de vue que permet 'analyse
convexe non lisse.

ABSTRACT. A closed setS of a Hilbert spaced is said to be Tchebychev if every
pointin H has one and only one closest poinfinls such a set necessarily convex?
This question, one of the most famous in Approximation andlRealysis, has
not been completely answered as yet, at least whias infinite dimensional. The
aim of the present work is precisely to take stock of this fgesemphasizing the
viewpoint of Convex Nonsmooth Analysis.

1. Introduction. Soit(H, (-, -)) un espace de Hilberéel, structue en espace vectoriel
normé giacea la norme hilbertienne asséeia (-, -) et que nous noton- ||. Etant
donré un ensemblérmé non videS de H etz un point deH, désignons pais(x)
la distance hilbertienne dea S, et parPs(z) 'ensemble des points d& a distance
minimale dez, c’'esta-dire :

Vee H, ds(z):=inf{|z—s||se S}

(1.2)

Ps(z):={se S|ds(x)=|z—s|}
L'ensemblePs(x) peutétre vide, contenir plusieursléments, etc. L'opration qui
ax € H associePs(z) définit donc unemultiapplicationde H dansS. Parmi les
qualificatifs deS issus des propgtes dePs, citons ceux de la&finition suivante :

Recu le 7 mai 1996 et, sous formefihitive, le 30 janvier 1997.
Version écrite d'un expos au colloque « Set-valued Analysis and Nonsmooth Analysis»
(Saint-Petersbourg, juin 1995).

(©Association matamatique du Qebec
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Définition 1.1.

— S est appet ensembl@roximinallorsquePs(z) # () pour toutr € H.
— S est ditde TchebychewersquePs(z) est un singleton (c’esi-dire Eduita un
seulélement) pour tout: € H.

Une des propétés des convexes, essentielle en approximation et en oationiset
gue nous enseignons toaisosetudiants est la suivantaut ensemble convexe (fegjn
S de H est de Tchebychelva question que I'on peut se poser ensuite estedgproque
est-elle vraie ? Autrement ditun ensemble de Tchebychev estitessairement con-
vexe? La eponse est connue comragntoui lorsqueH est de dimension finie, et ce
depuis plus de soixante ans; c’est le famewotbme de L. N. H. Bunt (dans sagbe
en 1934), habituellement et incorrectement at&iT. S. Motzkin (1935), sur lequel
nous reviendrons plus loin en proposant uamdnstration par les techniques d’analyse
convexe moderne. Et & est de dimension infinie ? La questiogta clairement pase
par V. Klee il y a pes de trente cing ans (vers 1961) et cet auteur conjectugaitengue
la réeponseetait non : il pensait qu'il existait un espace de Hilbert daehsion infinie
(eventuellement noreparable) contenant un ensemble de Tchebychev non coiitexe.
bien qu'il y ait eu des pro@s consiérables depuis, la question reste ouvarte jour.

Nous n’avons pas la ptention d’y Epondre ici mais seulement de faire@tat de la
situation, en adoptant un point de vue peu habituel chenlglystes qui ont aboedce
probleme, celui de I'analyse convexe et/ou non lisse. Une fongtiaera un dle-clé
dans cette approche : la fonction-distanige(et son car dg) ou plu6t la fonction
¢s (notre fonction peferee) céfinie commeétants[|| - || — d2]. Deux proprétes de
ces fonctions seront essentieliesonsi@rer : leurconvexié et leur differentiabilite
(dans un sens qu'il faudraéeiser). Toute notre@marche tournera autour de ces deux
proprietes et leurs liens avec le cara convexe ou de Tchebychev de I'ensentble
consicere.

Avant d’aller plus loin, il est bon d’observer que le pretvle poé est vraiment un
problemehilbertien ou toutes les dorges en hypotbses comptent :

— Si|| - || nest pas une norme hilbertienne, la question n’a pas liétrelpoge,
méme siH est de dimension finie. Par exempleRsi est muni de la norme
[(z1,22)]| = max(|x1|, |x2|) et siS = {(r1,22) € R? | (z2 > z1 >
0) ou(xp > 2rpetr; < 0} tout point deR? admet un et un seul poirit
distance minimale danS, alors queS est loin détre convexedf. figure 1).

— Si|| - || est la norme euclidienne usuelle B8 et si S := {(z1,22) € R? |
(x1,2z2)|| > 1}, tout pointsauf un(l'origine) admet un et un seul poirat
distance minimale dan$, maisS est violemment non convexe.

— La question pelitre poge dans un espaceghilbertien, mais nous verrons que
le carackre complet ou pas de I'espace a sole & jouer.

2. Le probleme en dimension finie.On suppose dans ce paragraphe @luest de
dimension fini€(H, (-, -)) est donc ce qu’on appelle un espace euclidi§rgtant un
fermé non vide de&f, on noteS¢ son compdmentaire danfl.

'Nous remercions F. Deutsch (The Pennsylvania State Uitiyete nous avoir appogtdes
précisions historiquea ce sujet; nous appelleronssbrmais cegsultat le teéo®me de Bunt.
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Danslecaso f : O C H — R est differentiable en un point de I'ouvertO, la
notationV f(x) est utilie pour le gradient dg¢ enx (V f(z) est 'uniqueélement de
H repiesentant la difrentielleD f (x) de f enz, via (-, -)).

Figure 1

2.1. Differentiabilit & de la fonction distancelg vs celle de son care. Premére obser-
vation, esultant de laggle de diferentiation de fonctions compess diferentiables :

(2.1) (ds différentiable em) — (d% différentiable en) .

Six estinérieura s, ds etd% sont differentiables em, avecVdg(z) = Vd3(z) = 0.
Si z n'appartient pas S, c’esta-dire sidg(z) > 0, toujours en raison de l&gle de
différentiation invogée plus hautds est differentiable enr si et seulement si2 est
différentiable ern:. Ainsi, hormis en des points de la froéte FrS de S, les points de
différentiabilie deds et ded% sont les i@mes :

(2.2) {z ¢ FrS|ds est diferentiable em}={x ¢ FrS|d% est differentiable en:}.

La fonctiondg est Lipschitz sut, de constante de Lipschitz 1. Par suitez st S,
on ad(z +h) < ||h||? ce qui implique quel2 est differentiable en: (c’est I'effet
«adoucissant» dedlévation au ca& au voisinage de*). En somme :

(2.3) d3 est toujours diférentiable sus.

On auraa utiliser cette propété par la consquence suivante :

(2.4) (ds différentiable sus®) <= (d% différentiable sur touf).

La fonctiondg peutétre differentiable en un point extieura S comme elle peut ne
pas letre (le test de diéfrentiabilie sera peciement I'objet dug2.2). Et en un point

de la frontere deS? La fonctionds peutétre differentiable en certains points degr
comme elle peut ne paglre en aucun des points de$r
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Exemple 2.1. Lafonctionds peutétre differentiable em € Fr.S (auquel ca¥ dg(x) =
0 nécessairement). Soit par exemple= {(x1,z2) € R? | zp < |x1|Y/?}. Alors dg
est differentiable e = (0, 0).

Cette situation ne se produit pas s'il y a urbre de &curié» enz vers 'exérieur
de S; la figure 2 montre d’'une magie suffisamment explicite ce qu’on entend gar |

dg(x+th)

)

X X+th
(t20)

Figure 2

Signalons enfin legsultat suivant [33, p. 13] que I'on peut aussiider du tfeoreme
de Rademacher:

(2.5) ds(z +h) = o(||h||) pour presque tout de S.

Exemple 2.2. La fonctiondgs peut n&tre differentiable en aucun point de rSi S
est convexe, c’est c@ment un demi-espace decsirié K, qu’ily a en toutx € FrS':
la fonctiondg n’est differentiable en aucun point de £r

Kx

O Ok

Figure 3

Remarque PuisqueH est de dimension finie et quk; (resp.d%) est Lipschitz (resp.
localement Lipschitz) sufd, il n’y a pas lieu de distinguer entre la défentiabilie
(usuelle) au sens de &ahet et celles au sens dataux ou Hadamard. Toutefois les
proprietes (2.1)a (2.4) n'utilisent pas la progte de dimension finie dé/ et sont
encore valables pour la diffentiabilie sur un espacH de dimension infinie.

2.2. Test de diferentiabilité dedgs en un point exterieur a S. Soitx exérieura S;

comment reconrite alorsa l'aide dePs(z) si ds (ou d2) est differentiable en: ou

non? La prenéire chosa dire est la suivante : dis est differentiable er, alors il n’y

a qu’un pointz dansS a distance minimale de c'esta-dire Ps(z) = {Z}; auquel cas
r—x

(2.6) Vdg(z) = ——

H 7 (vecteur unitaire donc, dirgparx — T) ;
r—x
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2.7) v <%d§> (2) =2 —7.

Cette propete, fort ancienne et&a remargée par J. M. Bony [6§5] et F. H. Clarke
[10, Proposition 2.4], seamontre facilement et c’est d’ailleurs un excellent exagci
de calcul diferentiel. Plus iriressant et moins connu est quedaiproque est vraie :

si Pg(x) = {T} (toujours avea: ¢ S), alorsdg est differentiable en: (et, bien &r, on

a (2.6)). On peut trouver unexchonstration de ceci dans la note de A. Pommellet [28,
p. 378-379]. Il en @sulte leequivalences suivantes :

(S est de Tchebychéw—> (dg est differentiable sus©)

(2.8) 2 .
<= (dg est differentiable suff).

2.3. Derivée directionnelle dedg. Etant dong un pointz de H, on peut se poser la
guestion de I'existence de l&dvee directionnelle (usuelle) de la fonctidg enx et
de son expression explicite. Lagonse est comme suit : cetieridée directionnelle

ds(x + th) — ds(x)

(2.9) he Hw dy(z,h) = lim

t—0*

existeen tout pointz ¢ S et vaut min{<ﬁ, h> | s € Ps(x)} .
xr— S
Ainsi :

(2.10) Pourtoutr ¢ S, d(z, h) = min {<LS”, h> |s e Pg(a:)} .

|z —s

(2.11) Pour toutr € H, (%d%)l (x,h) =min{(z — s,h) | s € Ps(x)}.

On trouve trace de césultat @s les an@es trente, et on le retrouvgulierement dans
les articles ou livres : [39] et [19, Lemma 8.5.12] en sontadesnples. La@monstration
n'en est pas &s difficile, soit directement en utilisant les pragtes particuleres de
ds et de Ps comme cela est fait classiquement, soit en appliquant eadtats de
dérivation directionnelle du supremum d’une famille de fiimes differentiables tels
gue les contributions& I'optimisation moderne ont suédager (voir [3, p. 56] par
exemple).
Notons qu’en raison du car&ee de Lipschitz d€g, la convergence de

[ds(z +th) — ds(@)]/t — dg(@,h)

vers 0 est uniforme pour dans un bora de H; il n’'y a donc pas lieu de faire une
distinction entre les&rivees directionnelles au sens dat€aux, Hadamard ou&ehet
deds (ou ded?).

Il esta pesent clair que les formules (2.10) et (2.11) englobentdesiles (2.6)
et (2.7)établies en fgrsence de diffrentiabilie enz, et que lesquivalences de (2.8)
s'ensuivent. F. H. Clarke pour lequel la fonction-distafiteun outil essentiel dans sa
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demarche, avait en fait obtenu ussultat suprieura (2.10) [10, Theorem 2.1]; il avait
demonté que six ¢ S la fonction—dg étaitstrictement tangentiellement convere
réguliere au sens de Clarkenz, c’esta-dire

ds(a}/ + th) + ds(a}/)
t b

(2.12) —d's(x,h) = (—ds)°(z, h) = limsup—

s
ainsi que I'expression (2.10) correspondante. Il s’eratjientre autres, que @i était
diff érentiable sur un ouve® C S° (ce que nous savomidgreéquivalent Ps(x) est un
singleton pour tout € ©), alorsdg était de class€' sur©.

Remarque La fonctiondg ne sait pas distinguer Bf et S puisqu’elle est nulle sur
S UFrS. Il existe une autre fonctiorétudie par I'auteur dans le cadre de I'analyse
convexe et/ou non lisse [20, section 11.B], qui parfois faieux I'affaire : si.S est
différent deH, on cefinit lafonction-distance sigge @ S) Ag comme suit :

ds(z) siz &5,

2.13 Pourtoutx € H, A = .
(2.13) s(@) { —dge(x) sizeS.

Alors
S = {z | As(xz) <0}, FrS ={z | As(x) =0}, S¢ = {z | Ag(z) > 0}

et il se trouve qué\ g est convexe si et seulement$est convexe. La diffrentiabilie
ou non deAg s’etudie de la rame margre que celle dég.

Signalons enfin que le caraéce sous-harmonique de (resp. surharmonique des)
a un lien tes fort avec la convexétdesS [1, 26].

2.4. Vers le tteoreme de Bunt. Les équivalences de (2.8) montrent clairement les
voies de @monstration possibles pour la partie difficile deédieme de Bunt «§ est

de Tchebychew—=- (S est convexe)»a savoir :

— demonstrations directes de

(2.14) (S estde Tchebychew)(Une proprét caractristique de la convexétdes);
— demonstrations partant de la difentiabilie ded?
(2.15) (d% est differentiable suH) = (S est convexe).

A notre connaissance, toutes leantbnstrations classiques consiste@riemontrer
I'implication (2.14), et sont de naturgeongtrique ([35, Theorem 7.8] par exemple,
ou [28, p. 380-382] pour une preuvégagogique et&taillee); ceci est confirtnpar
I'expost historique de la question confecti@par F. Deutsch [14].

Nous proposons ci-dessous une auémdnstration du ¢oreme de Bunt, de I'impli-
cation (2.15) en fait, que nous qualifierons de moderne éawuélise les esultats et
techniques de I'analyse convexe moderne. Cettmahstration &t publée pour
'essentiel dans [21, Chapter X].
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Posons
1/2||z||?> siz e S,

(2.16) x € Hr fg(x) = { oo sinon.

Il est clair quefs est semi-continue igfieurement suf/, qu’elle est 1-coercive sur
H au sens 0 limy, .+ fs(z)/||z]| = +oo; de plusfs est convexe si et seulement
si S est convexe. Autrement ditechontrer queS est convexe revierdt dmontrer que
la fonction fg est convexe. Le lemme suivant est crucial dans natreaiche car il
fournit un test de convexédtd’'une fonction.

Lemme. Soit f : H — R U {+o0}, non identiquemerégalea +co, semi-continue
inferieurement et 1-coercive séf. Supposons que la transfoemde Legendre-Fenchel
f* de f soit differentiable surH. Alors f est recessairement convexe.

Démonstration.Elle se fait en plusieurstapes et on y utilise abondamment kesultats
du§1.5 du chapitre X de [21].

Préeliminaires Les hypotleses faites suf font que /* esta valeurs finies suff
[21, Proposition 1.3.8]; ces @mes hypotbses assurent que la convesdfof de f
s’obtienta partir def par le pro@dé suivant [21, Proposition 1.5.4 (ii)] : pour tout
en lequekof est finie, il existery, ..., x,+1 €n lesquely est finie et des coefficients
a1, ..., an+1 positifs de sommeégalea 1, tels que

(217) z=oqx1+ -+ apsizpe €t(cof)(z) = arf(xy) +- - + aperf (Tne1)

(n estici la dimension déf).

Démontrer quef est convexe revierdt demontrer queof = f.

Calcul sous-diférentiel Désignons paflg(u) le sous-diférentiel (au sens de I'ana-
lyse convexe) de la fonction (noeoessairement convexggnu. Il est alors possible
d’exprimerd(cof)(x) al'aide des)f(x;), ol lesz; sont des points parmi ceux mis en
evidence en (2.17). De fait [21, Theorem 1.5.6], si les mointet les coefficientsy;
sont choisis de maeiea avoir (2.17),on a :

(2.18) deof) ()= () Of(x).

Prise en compte de la diffentiabilitt de /*. Les hypotléses de semi-continait
inferieure etde 1-coercidtdef font queco f est elle aussi semi-continue@rfeurement
[21, Theorem 1.5.4 (i)]. Par suitdx € 0f*(z*)) <= (z* € 9(cof)(x)).

Supposons que s’exprime comme cela est requis en (2.47aide de pointse;
differents der et des coefficients;; > 0. On aurait alors d’ajs I'équivalence qui
précde et (2.18) :

(¢ = V[ @*)) <= (@ € dcof) (@)= [ Of(xs)),

{i|a; >0}

d'ou z; € df*(x*), ce qui contredit la diffrentiabilieé de f*. Lesz; en question sont
donc tousgauxa z, ce qui fait que(cof)(x) = f(z). O
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Remarque. Comme(cof)(z;) = f(z;) en tout pointz; de la famille consiérée en
(2.17), la émonstration du lemme montre en fait un peu plésf est strictement
convexe sur toute partie convexe contenue dans H | 9(cof)(x) # 0}; la fonction
cof estdonc ce que R. T. Rockafellar appelle «essentiellentgciesnent convexe »
[29, p. 253].

Revenons notre fonctionfs. Quelle est sa transfoiee de Legendre-Fenchel? Elle
est tes facilea calculer :

* ES ES * 1
Ve efo@@)——mm{@:ﬁ>——wﬂF}
seS 2

1 * |12 1 * 2
= —||lx — = Sup|jlz” — s
3l 1 = 5 supla” |

=2l - )]

On reviendra plus longuement au paragraphe suivant serfoetttionz* € H —

ps(x*) == 3 [||l2*]|2 — d%(z*)]; mais il estimnédiata piesent que

(2.19) (d2 différentiable SuH ) <= (s est diferentiable suf).

Grace au lemme de test de convéxivn voit donc que la diffrentiabilie ded? (et
donc celle deps) implique la convexi defs.

Signalons pouitre complet qu'il existe uneéinonstration du #oeme de Bunt
ba®e sur un thoeme de point fixe et attritae a L. P. Vlasov (1965); voig2 de
I’Appendice | de [30] ou [34, p. 63].

3. Les difficultés du probeme en dimension infinie.Nous revenons dans ce para-
graphea la situation grérale d’un ferrd non videS contenu dans un espace de Hilbert
(H, (-,-)) de dimension infinie.

3.1. Faits genéraux concernant la multiapplication de projection Pg. La définition
méme dePg(x) etle caractre lipschitzien de la fonctiody surH conduisent facilement
aux propréetes suivantes :

(3.1) Ps esta valeurs ferraes borges.

(3.2) Le graphe d&s, c’esta-dire{(z,y) € H x H | y € Pg(x)} estferne.

(3.3) Pg est localement boée, au senstoelle transforme les boés en boras.

Plus inéressantes et moins inéuliates :

(3.4) Pg est monotone, et &éme cycliguement monotone; par contre elle ne saurait
étre monotone maximal&é (moins queS ne soit convexe, auquel cdy; est
univoque).

(3.5) Ps(z) = {ps(z)} pour «beaucoup» de pointde H (le «beaucoup» pouvant
prendre plusieurs sens, I'un d’entre eetant « sur une partie dense He»).

Ces derréres propgtes qualitatives figurent parmi cellesstus-gradients de fonctions
convexeskEn fait

(3.6) Il existe une fonction convexe continue : H — R telle que

Pg(z) C dpg(x) pour toutr € H.
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Ainsi toute proprete du sous-diffrentiel d’'une fonction convexe se transmet via
I'inclusion ci-dessus la multiapplicationPs, et c’est d'ailleurs comme cela qu’on voit
le plus rapidement (3.4) et (3.5). Comme fonctignfaisant I'affaire, il y a la fonction
a laguelle nous avons fait allusi@nla fin de la section 2.4 et qui estfthie comme
suit :

(3.7) Vz € H, ps(a)= %[quz — d(a)].

Nous appellerongg fonction d’Asplund assoeea S, en hommage celui qui,
sans doute le premier, a utdéisie margre profonde cette fonction [2]. Avouons que
c’est notre fonction favorite dans le contexte des queséonqLlees dans ce travail. La
fonctionyg (partout finie et continue) pogde la propéte remarquable @tretoujours
convexequel que soitS donc. La fagon la plus simple de le voir est d’'observer que

ses

og(x) = sup{(x, s) — %Hs”z} pour toutz € H,

g estle supremum d’une famille de fonctions affines contiperdait c’'est la trans-
formée de Legendre-Fenchel de la fonction (n@ésessairement convexe)

slz|? siz €S,
fsixeHw fs(x) = .

+00 sinon
déeja introduite dans la section 2.4. L&fthition méme du sous-diffrentiel0pg ou
sa caradrisationa l'aide de(fs)* = ¢g permettent de voir facilement 'inclusion
Ps(x) C Opg(z); donc :

(3.8) COPs(z) C dpgs(x) pour toutr € H.

Rappelons que lorsque est convexepg est (FEchet-)diferentiable sull avec
Ves(x) = ps(x) pour toutz € H; la fonctionpg n’est autre que la primitive de
I'applicationpg sur H (primitive définiea une constante additiveqgs).

3.2. Convexit vs propriété de Tchebychev:revue des principaux&sultats connus.
Supposons de Tchebychev. Tous legsultats connua ce jour tendard prouver
gueS est convexe sont du type suivant :

(S est Tchebych

e
+ conditionC; j = (S est convexg

Les differentes condition€’; mises erévidence dans la |&érature partagent toutes les
proprietes suivantes :
— elles sont satisfaites lorsg§eest convexe (de sorte que I'implication ci-dessus
peutétre compitee en uné&quivalence);
— elles sont automatiquemerénfiees quandf est de dimension finie.

Les matlematiciens se somverties au cours du temgsrendre ces conditions;
les plus faibles possibles; dessultats tes fins et ingnieux ont ainset proposs,
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une description historique figure dans [14, section 2]. Notms ci-dessus quelques
conditionsC; parmi les plus palpables.

(C1) S est faiblement fer@ (V. Klee, 1961).

C’est sans doute I'un dessultats les plus spectaculaires dans le domaine; il ast rev
via des néthodes d’analyse non lisse par F. H. Clagkal.[13, section 4].

(C>) Lapplicationpg est continue (L. P. Vlasov, 1967; E. Asplund, 1969).

Ici la continui€ depg : H — H peutétre entendue avec I'espace d’aggvmuni de
la topologie forte ou muni de la topologie faible; les deupligquent la convexé des.

Il suffit en fait d’assurer une continéit«radiale» depg, c’esta-dire : pour tout
x € H, la restriction depg a la demi-droite issue de et dirigee parz — pg(z) est
continue enc.

(C3) S est «approximativement compact» (N. Efimov et S. Stechi@®1}), au
sens suivant : pour tout € H et toute suitgs,,) de S telle que||x — s,| — ds(x)
((s,) estune suite minimisante dans le pgrbke de minimisation&finissantis(x)), il
existe une sous-suite convergenteslg) (la limite de cette sous-suite est algrsx)
nécessairement).

(Cy) Lapplicationpg est monotone maximale.

Dans ce cagg est continue de&{ fort dansH faible, et on rejoint la condition
(C); pour voir rapidement cette propte de continuié, observons que sous la con-
dition (Cy) l'inclusion (3.8) devient uneegalig, la fonction (convexe continues
est differentiable ave&/ps(x) = ps(x) pour toutz € H; la continuieé annonée
s’ensuit [16, Proposition 2.5].

(Cs) Lensemble des points de discontireuiteps est denombrable (V. S. Balaganskii,
1982).

L'ensemble des points de discontirude I'applicatiorpg est analygé par U. West-
phal et J. Frerking [38]; il&sulte de cettétude, entre autres, que${de Tchebychev)
se trouve ne pa8tre convexe, I'ensemble des points de disconéndépg contient
une courbe lipschitzienne noRduitea un point. Cela implique leésultat de V. S.
Balaganskii.

En1987, G. G. Johnson[23] proposaamsemble de Tchebychg€mon convexdans
un espacerehilbertien sa construction, loin &tre simple mais s’appuyant sur une
demarche classique semble-t-il dans un tel contexte, caaipdes impecisions ou er-
reurs qui onéte corrigees ecemment par M. Jiang [22]. Cette contribution au peaie
«Tchebychev vs convexe» seuk la question : quel est |éle du caracre complet
d’'un espace de Hilbert? En tout cas, coksal I'espace compte du pehilbertien
utilisé par G. G. Johnson ne permet pas de conclure. Les questidiifsatentiabilie
de la fonctionpg éclairent partiellement ce point.

3.3. Les difficultés propresa la dimension infinie. Ici nous analysons les diffi-
cultes emgchant de conclure en dimension infirdiela lumiere des propéites (de
différentiabilie notamment) de la fonction d’Asplung; assodkea S. LorsqueH est
de dimension finie, on sait [21, Proposition 3.2.2 du chapfirque

Ops(x) = coPs(x) pour toutz € H,

ce qui permet de relier directement la prétgi «S est de Tchebycheva «pg est
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differentiable». Qu’en est-il de la situation en dimension iafinlinclusion (3.8)
pourrait-ellegtre stricte dans ce cas? Cette questiorgpesplicitement par H. Berens
dans [5] a recu uneeponse par G. Godini [18] :

Dans tout espace de HilbeH de dimension infinie, il existe un ensemble fen
(proximinal néme) tel que

COPs(x) € dpg(x) pour un certaine € H.

Ce esultat, fortetonnant par sa pcision, repousse donc I'aesa la €solution de
notre probéme. SiS est de Tchebychev, on peut simplement affirmer guéournit
une £lection de sous-gradients gg.

Comme en dimension finief, 2.4) la differentiabilie deypg ou, ce qui revient au
méme, celle dei% conduita la convexig deS. Le theoleme ci-dessous rassemble les
résultats les plus pertinerdscetegard.

Theoreme 3.3.12, 15, 32] Les assertions suivantes s@ufuivalentes :

() g est Frechet-diferentiable surH,;
(i) d? est Fechet-diférentiable sur;
(ii) dg est Frechet-diférentiable suiS¢;
(iv) S estconvexe.
Si S est de Tchebychev, on peut ajout@qguivalence avec

(V) dg est Giteaux-diférentiable surH;
(vi) dg est Gateaux-diférentiable surSe.

A ce stade, on peut se demander quelle est I'expressionesdeg@ s (=) en termes
non pas celements deé’s (), ce que nous savorétre insuffisant, mais @lements de
S a distance «presque minimale » deCette expression est connue (voir [5, p. 5] par
exemple), nous la rappelons ci-dessous. Pourstou0, on cefinit

Ps(z) :={s € S|[lx—s| <ds(z)+e}.

Figure 4
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Alorson a:

(3.9) ds(z) = () COPE(x) pour touts € H.
e>0

Comme consquence, on observe que des formulations éeis&kes directionnelles
de%dg enz € H (oudeds enx € S€) aussi simples que celles de (2.10) et (2.11) sont
sans espoir. Toutefois la questio@rite détre poge pour le caswsS estde Tchebychev
et rejoint la question qui, au pointimous nous sommes rendus, devient centrale :

(Q) «S estde Tchebychev» implique t—ildé est Giteaux-diferentiable suf »?

Sachant quegs est une 8lection du sous-diffrentiel0ps de la fonction convexe
vg, il suffit de peu pour qu’il en soit ainsi : par exemple, gueou une autrea@ection
dedyg) soit continue dé fort dansH faible.

Rappelons que I'ensemble des points decket-diferentiabili€ ded? est connu
(voir [2, 38]) :

(3.10) (d% Fréchet-diferentiable em) <= (Ps(z) est un singleton ePs est
semi-continue sugrieurement em).

(Lasemi-continui suggrieure erx (ou Ps(z) = {ps(z)}) signifie : pour tout voisinage
W depgs(x), on peut trouver un voisinagé dex tel que, pour tout’ deV, Ps(z') C
W . Proprété toujours satisfaite lorsqué est de dimension finie.)

A défaut de (Giteaux ou Fechet)-diferentiabilie, on peut se tourner vers des
differentiabilitts geréralistesded (oudg). Deux d’entre elles oréte particulerement
etudies, et les propeies établiesa leur sujet contribuerd eclairer le prolme qui
nous peoccupe. La prerare conduit awsous-diférentiel (ou gradient) gréralise au
sens de Clarket la deuxéme awsous-diférentiel proximal Voici les céfinitions :étant
donre une fonctionf : H — R localement lipschitzienne suf, le sous-diférentiel
géererali® (au sens de Clarke) deenx est

(3.11) O f(x)={z* e H| («* d) < f°(z,d) pourtoutd € H },
ou

[ +td) - f(@)
; ,

fo(z,:):d e Hw f°z,d) :=limsup
ot

le sous-diferentiel proximal def en x est 'ensemble né&tOyroxf(v) desz* € H

vérifiant la proprete de «minoration quadratique» suivante : il existet n positifs
tels que

(312 f@') = f(x)+ (@* 2’ —2) —al2’ —z|?

pour tout’ verifiant||z’ — z|| < 7. Les deux objets)® f (z) etdproxf (), SONt le «plus
gros» et «le plus petit» des concepts asse@if enx et geréralisant peu ou prou
la notion de gradient; ils se confondent tous les deux en Us-sdférentiel (usuel)
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lorsque f est convexe. Lesegles de calcul connues sur ces deux sousdiftiels
[11, 12] donnent lieu aux expressions suivantes :

(3.13) 9% (d3)(x) = 2|z — dps(x)] pour toutz € H,

(3.14) dg(x) = 2 = 9ps(@) pour toutz € S°.
ds(x)

(3.15) Aprox(—d%) (z) = 2[0ps(x) — x] pour toutr € H,

d’ou

(3.16) dprox(—d%) (z) = 9°(—d%)(x) pour toutr € H.

A notre connaissance il n’y a pas de relation simple religrk(—d2)(z) &dproxds (z)
0U & Jprox(—ds)(z), simple au senswil n'est fait appel qu’au point: considere
et non aux sous-direntiels en des points voisins de Signalons aussi que, parce
gue nous nous adressaasles fonctions particiires comme la fonction-distance, le
sous-diferentiel gréerali® au sens de Clarke et des variantes de celui-ci comme le
sous-diferentiel grérali€ au sens de Michel-Penotinoident pouis enx € S¢ [7].

Dans [13, Theorem 2.1], les auteurs prouvent I'implicasaivante :

(3.17) (Oproxds(z) # 0 pour toutr € S¢) = (S est de Tchebychgv

On ne sait si 'implication &ciproque est vraie; si etait le cas, cela permettrait de
conclurea la convexié des ensembles de Tchebychev via fottme 3.3.1 car [13,
Theorem 3.1] :

S est proximinal et
8proxds ?é @ pOUI’tOUtCI} € SC

Remonter de & est de Tchebychewew«S est convexe » a petre fait par ces techniques
dans [13, section 4] au moins dans le casSoest faiblement feri@, ce qui permet de
retrouver le esultat de V. Kleedf. §3.2). Il n’en reste pas moins que la question
centrale revient celle poge en Q), a savoir la Gteaux-diferentiabilie de —dg
sur S¢. Observonsa ce sujet qu’en raison du fait que |2 — d% est une fonction
convexecontinue surH (c'est 2ps exactement)ds est toujours directionnellement
différentiable sus*© avec

(3.18) ) = (dg est differentiable suf©) .

g N (70,,5’(337) B <$, > c
(3.19) dg(x,-) = 507 pour toutr € S,

ce qui permet aussi de voir inediatement que-dg est toujours strictement tangen-
tiellement convexe (oueguliere au sens de Clarke) stif (chose &ja vue lorsqued
est de dimension finief. (2.12)). En @finitive, Q) se eduita :

Q) (S estde Tchebyche\;—:o) (d(x,-) est lintaire pour tout € S°).

Pour avoir la Giteaux-diferentiabilieé enz € S¢ il a mémeéte obsere qu'il suffisait
en fait de s’assurer de laZBeaux-diferentiabilie directionnelle des dans la direction

z — ps(x) (cf.[7]).
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4. Conclusion. Apres ce panorama, on est pagamtre deux points de vue opgss

— Les proges successifs enregissr par les ma#maticiens dans l'affaiblissement
des hypotbBses permettant d’assurer qué est de Tchebychev» impliqueS«est
convexe» laissent penser que cette implication est vianierigidite » de la structure
hilbertienne conduit aussi penser que la situation ne doitega differer du cas
euclidien.

— La construction de G. G. Johnson va au contraire dans le dsites conjecture
de V. Klee et, selon certains, a clos le pgrbke. Le nombre infini de «degg de
liberté » dans un espace hilbertiéhde dimension infinie peut laisser penser qu’on
peut effectivement construire un ensemble de Tchebyches Haqui ne soit pas
convexe.

La question reste donc ouverte et il nous semble que I'apgrpar la diferentiabilie

de fonctions comme la fonction-distance serait un moyen@ppndre.

«ll n’y a pas de proimes esolus, il 'y a que des pradrines plus ou moingesolus »
H. Poincae.

English extended abstract.Let H be a (real) Hilbert space arfla nonempty closed
subset ofH; for all x € H we definePs(z) as the set of points il closest tar for
the hilbertian distance (see definitions in (1.1)). The$é&t calledTchebychewhen
Pg(z) is a singleton for alk: € H. A famous question, still not answered completely,
is the following oneis a Tchebychev set necessarily corvvex

The problem in a finite-dimensional contek {s finite-dimensional)The question
above was answered (positively) by L. Bunt (thesis in 19384y the corresponding
result is usually (but incorrectly) attributed to T. S. Mkitz (1935). Here we look at
this problem mainly from the viewpoint of the differentilityi of the distance-function
dg (or of its squareig). Examples of relationships we get:

(S is Tchebychey <= (dg is differentiable on the complement 8f
< (d%is differentiable on the whold).

By using techniques and results from modern Convex Anal{gibdifferential
calculus, Legendre-Fenchel transformation) we provideafpof the convexity of
S whend? is differentiable ond .

The difficulties in an infinite-dimensional contéife first review the main additional
assumptions known to ensure that a Tchebychev set is indeeex. We do that by
emphasizing again the role of the differentiability of thistdnce-function (Theorem
3.3.1). A key-role in that respect is played by the so-cakexgplund functionpg
associated witty (cf. (3.7)). Such a functiopg is always convex and the link between
Ps(x) and the subdifferential (in the sense of convex analy8isy(z) of g at
x € H (see (3.8)) is the cornerstone of the (specific) difficule@sountered when
the underlying Hilbert space is not finite-dimensional.tRarmore, sincelg as well
as dg are locally Lipschitz functions, it is natural to ask whetlensidering their
generalized subdifferential®r gradientg in Clarke’s sense is helpful to make some
progress towats tackling the problem. We provide some basic results in tirattdon
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(see formulas (3.13) to (3.16)) and pose in a clear-cut nrahedwo central questions
involving the differentiability of the distance-functipnamely Q) and Q’), which (if
answered) would allow us to answer completely the questiothe convexity of a
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20.

hebychev set.
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