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SUR LES CHAOS DE LEVY STABLES D’INDICE 0 < o < 1

AT HuA FAN

RESUME. A partir d’un processus ponctuel de Poisson, on construit sur R% ce qu’on
appelle chaos additif de Lévy. Apres exponentiation, on construit un opérateur de
chaos, qu’on appelle chaos multiplicatif de Lévy. Cet opérateur dépend de trois
paramétres o, S et u (0 < o < 1,8 > 0,u > 0). On démontre qu’il existe une
valeur critique déterminant la singularité et la régularité d’une mesure relativement
a cet opérateur. Cette valeur est D = (1 — a)) 3du®. Précisément, si une mesure est
portée par un borélien de dimension inférieure a D, elle est tuée par cet opérateur;
en revanche, si une mesure est d’énergie d’ordre D finie, elle est préservée.

ABSTRACT. The additive Lévy chaos of index 0 < a < 1 on R is first constructed
from a Poisson point process. Then the multiplicative Lévy chaos is constructed
from a sequence of independent copies of such additive chaos. Via exponentiation
we obtain an operator acting on measures. This operator depends upon three
parameters «, 5 and v (0 < « < 1,6 > 0,u > 0). We prove that there exists
a critical value which determines the singularity and the regularity of a measure
relative to the operator. The value is D = (1 — «)Bdu®. More precisely, if a
measure is supported by Borel set of Hausdorff dimension < D, it is killed by
this operator; on the other hand, if a measure is of finite energy of order D, it is
preserved.

1. Introduction. Le terme «chaos» a été employé par Wiener [11] en 1938 pour
désigner des processus indexés par des ensembles, par exemple, le processus défini par

E—>/dBt
E

ou B, est le mouvement brownien. Ce processus est appelé par N. Wiener le chaos pur.
Rappelons que Wiener utilise le mouvement brownien pour définir le chaos pur. Or dans
le sens inverse, comme Kakutani a remarqué, le chaos pur peut étre défini directement
et il permet ensuite de construire rapidement le mouvement brownien.

En fait, la construction d’un chaos pur a besoin de deux ingredients. D’une part,
une mesure ;. définie sur un espace mesurable tel que I’espace de Hilbert L?(p) soit
séparable; d’autre part, un espace de probabilité ) assez riche sur lequel il existe une
suite de variables i.i.d. de loi N (0, 1) qui engendrent un espace de Hilbert H(C L?(12))
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dit Hilbert gaussien. Par définition, une version du chaos additif de Wiener (on préfere
«additif» & «pur») est un isomorphisme isométrique W de L?(p) dans H.

Considérons le cas particulier ou i est la mesure de Lebesgue sur R. Soit IV le chaos
additif de Wiener. Alors le mouvement brownien peut étre défini comme

By =W(lpy)

ol ljg, est I'indicatrice de I'intervalle [0, ] (ou [t,0] si ¢ < 0). La justification se fait
par | B; — Bg||*> = |t — s| qui est une conséquence immédiate de I’isométrie.

Notre premier objectif est de construire le chaos additif de Lévy, analogie avec le
chaos additif de Wiener. Il s’agit, pour chaque 0 < « < 1, d’un isomorphisme isomé-
trique entre L*(u) et un sous-espace de £% qui est constitué de variables aléatoires
a-stables au sens de Lévy. Voici notre construction. Si 1 = dt est la mesure de Lebesgue
sur R?, on définit le chaos additif de Lévy W, d’indice « par

Wa(g) =//Rde+ ug(t)dp (t, u)

oll 1, est un processus de Poisson ponctuel défini sur R? x R* avec I’intensité
Cou™ ' "%dtdu

(t € R4, u € R*, C, une constante) (Théoreme 1).

Le deuxiéme objectif est d’étudier les exponentiations de chaos additifs de Lévy et
ses produits, ce que 1I’on appelle chaos multiplicatifs de Lévy. La premiere motivation
des chaos multiplicatifs se trouve dans la modélisation probabiliste de la turbulence
[5, 6]. Notre inspiration provient plus directement de la géophysique [8, 9, 11]. Les
chaos multiplicatifs de Lévy, dont la théorie est parallele a celle des chaos multiplicatifs
gaussiens [3], entrent dans le cadre des chaos multiplicatifs que J. P. Kahane a décrit
en 1987 [4]. Selon la théorie de Kahane, un chaos multiplicatif donne naissance a une
projection sur I’espace des mesures. Les mesures dans le noyau de cette projection sont
dites singulieres et celles dans 1’image sont dites régulieres. On donnera une condition
de singularité (Théoréme 2) et une condition de régularité (Théoreme 3) en terme de
dimension de la mesure.

On construit les chaos additifs de Lévy au §2 et les chaos multiplicatifs de Lévy
au §3. La condition de singularité est donnée au §4. Au §6, on donne la condition de
régularité dont la preuve est basée sur la L-théorie et la probabilité de Peyriére (§5).

2. Chaos additif de Lévy. Soit 0 < o < 1. Une variable positive X, définie dans un
espace de probabilité (92, A, P), est dite a—stable si elle satisfait, pour une certaine
constante £ > 0, a I’équation suivante

Ee %X =787 (4 >0).

Cette constante s’appelle le paramétre de X, que I’on note par || X ||. On dit que X est
standard si | X || = 1.

Désignons par L£$(€2) I’ensemble de toutes les variables a-stables. Cet ensemble
n’est ni un espace linéaire ni un cone linéaire car la somme de deux telles variables
n’est pas forcément a-stable.

L’espérance d’une variable non nulle appartenant a £7,(£2) est infinie. On a cependant
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Proposition 1. Soit X une variable o-stable de parametre &. Soitn € N. On a

mn

d
EX"e™ = %exp(—(l — t)%€Y) |t=o0.

En particulier,
EXe X = ag®e ",

EX%e ™ = at% " (1 — a+ at?).
Preuve. On utilise simplement la définition de X et I’expression

tn
e—(l—t)X — ZXne_Xf ) 0

Définissons ensuite
L9={X: X" X" €L} X" et X indépendantes },

IXIla = IXTIG+ 11X (X e £%).

Considérons maintenant 1’espace R? (¢ > 1) muni de la mesure de Lebesgue dt.
Définissons d’abord le cone

L2 = (5200 0fla = [ e < oc)
puis I’espace linéaire
LY={f:ffelfetf €L}
Pour f € L,, on définit encore

LAIG = I le+ Ml -

Ainsi L, devient un espace métrique muni de la distance

a(f,9) = If —glla (f,g € L%).

Théoreéme 1. Il existe un opérateur W, : LS (R?) — LE(Q) tel que

(a) W, soit linéaire.

®) [Walg)lla = ll9]a-

(c) Soient g1,g2 € L¥(R?). Pour que W, (g1) et W,(gz) soient indépendantes il
faut et il suffit que I’ensemble { g1 # 0 et g» # 0} soit de mesure nulle. Plus
généralement, les Wo(q1), ..., Wa(gn) sont indépendantes si et seulement si
p.p. il n’y a au plus qu’une fonction de gy, . . . , gn, qui ne s’annule pas.
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Preuve. Soit ju,, le processus de Poisson ponctuel défini sur R? x R* avec I’intensité

dtdu
u1+a (

> du
—1 —u
c, = /0 (I—e )—ulm.

Pour tout borélien A C R? x R*, yu,(A) est une variable de Poisson de paramétre o (A),
c’est-a-dire que

o=C, teR? ueR)

EeMw(4) _ g—o(A)(1-e™)

A partir de 13, on peut définir [ fdp, pourles f > O etles f telles que I'une des deux
intégrales suivantes soit finie :

/(1 _ Mo, /(1 — M Ydo

(si, par exemple, la premiére intégrale est infinie, on définit [ f*dp,, = o). L'intégrale
ainsi définie admet sa transformée de Laplace comme

Eexp(—)\/fduw) = exp(—/(l —eM)do).

9= [ g 00

Evidemment, W, est linéaire. Pour (b), il suffit de calculer la transformée de Laplace

Rd + u1+a
—exp(-C / o (t)adt/ (1— )2
= eXp @ R g . plra

= exp(—=A*|lglla)-

Pour (c), on tient compte du fait que

Définissons alors

Ee A WalonWa(0) — o~ llar+allare

On a utilisé la linéarité de W,,. Alors pour que W, (g;) et W, (g2) soient indépendantes
il faut et il suffit que

g1 + 92lla = llglla +1lg21la
i.e.
| (6t 45— (o + )t =0,
R

Comme I'intégrande est toujours non négative, la derniere égalité signifie que

g%+ g% = (g1 +g2)* p.p. sur RY,
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Le reste ne repose que sur le fait simple: soienta > 0,6 > 0et 0 < o < 1, alors

a®+b*=(a+b)*=a=00ub=0. O

Remarque 1. On peut étendre W, : LY — L en définissant

Walg) = Wa(9+) - Walg™).
Cette extension satisfait aussi a (a), (b) et (c).

Remarque 2. Nous n’avons pas besoin de nous limiter a 1’espace euclidien. Le chaos
additif de Lévy se construit sur tout espace mesurg.

Remarque 3. Sil < a < 2, le chaos additif de Lévy W, d’indice « est défini par

) = lim // (t)dp, (tu) // (t)do (tu)
e—0 Rdx{u>s} Rdx{u>a}

oll 1, est un processus de Poisson pontuel défini sur R? x R* avec I’intensité

dtdu 1 . du
azcam avec C :/0 (e“—l+u)m.

Remarque 4. Soit 0 < o < 1. Sur I’espace R,, on définit pour f : R, — R

+00
Wo = f&)ar®
0
ou T : Ry — R est le subordinateur d’indice «. Sur I’espace R, il suffit de prendre
deux tels subordinateurs indépendants. Cette construction est due a M. Yor. L’avantage
de la ndtre est qu’elle s’adapte au cas de plusieurs dimensions.

3. Chaos multiplicatif de Lévy. Soient Wo(én) une suite de copies indépendantes de

W,. Soient B,,(t) une suite de boules de méme centre ¢ et de volume v, tels que

(B >0).

Un

3\@

Soit u > 0. Posons maintenant
Xn(t) = Wi (ulg, )-
Construisons ensuite le poids positif

B a

P,(t) = exp(ﬁu — X (t)).

Puis faisons la multiplication



58 Sur les chaos de Lévy stables d’indice 0 < a < 1

Ainsi on obtient une martingale indexée. On entre alors dans le cadre de chaos
multiplicatifs (ou bien multiplications indépendantes) dont J. P. Kahane a fondé la
base [4].

Pour toute mesure o € M*(R?), p.s. la mesure aléatoire (,,0c converge faiblement
(sur C.(R%)) vers une mesure aléatoire que I’on note par Qo ou précisement Qa,8u)0
[4]. L’ opérateur () transforme donc des mesures en mesures aléatoires. Il y a deux cas
extrémes. Le premier est Qo = 0 p.s., on dit alors que ) est dégénéré sur o ou o
est singuliére. Le second est EQo = o, on dit que Q) agit pleinement sur o ou o est
réguliere. Dans la suite, on va essayer de déterminer quelles mesures sont singulieres
et quelles autres sont régulieres. On verra que grosso modo la dimension de la mesure
donne la réponse: les mesures de dimension petite sont singulieres et les mesures de
dimension grande sont régulieres. Signalons que I’opérateur E() est une projection dans
I’espace M (R?) [4]. Donc le travail est d’essayer de déterminer le noyau et 1'image de
cette projection.

4. Noyau de EQ). On ne peut déterminer le noyau de EQ) que partiellement. Rappelons
que la dimension d’une mesure o € M*(R?), que I’on note par Dim o, est définie
comme la plus petite des dimensions des boréliens portant cette mesure (voir [2], ou
Dim o s’appelle dimension supérieure de o).

Théoréme 2. L’opérateur Q(q, g,y est dégénéré sur o € M*(RY) si

Dimo < (1 — a)Bdu®.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que o est portée par un compact K
dont la dimension de Hausdorff dim K < X avec Dimo < A < (1 — ) Bdu®. D apres
le théoréme 3 dans [4], il suffit de démontrer qu’il existe un certain 0 < h < 1 tel que

E sup(Q,,(t))" < C(diamB)U ="
teB

vaille pour toute boule B et un certain n = n(B) dépendant de B.
Soit 7, le rayon de la boule B,,(t). Comme le volume de B,,(t) est égal a /n, on a

3 1/d . 74/2
Tn = <W> Ou’}/d—m.

Soit B = B(tp,r). Supposons que r,.+] < r < 1,,. D’apres le fait que pour tout m < n
ona
B (t) D B(to,rm —rn) sit € B(to,r)

et le fait que
Walg1) < Walg2) sigi < g,

pourtout0 < h < lona

teB

Esup(Qn(t)" < Cexp (huo‘ﬂ logn — h%u® Z |B(to, m — rn)|>

m=1
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C étant une constante et | - | signifiant le volume. Or

> |B(to,rm — )| = Blogn+O(1)
m=1

car

1B <to,rm—rnr—ﬁ§j 1) Cn 3=/,

Par conséquent,

E sup(Qn(t))" < Cn~ (" —h)Bu
teB

C étant une constante qui différe de la précédente. Comme ~ (diamB ) on a alors
Esup(Qn(1))" < C(diamB) "= 0du*(1=h)
teB

Pour I’obtention de ce qu'on a voulu au début de la démonstration, il suffit donc de
remarquer

et de choisir un h suffisamment proche de 1. [

5. L*-théorie et probabilité de Peyriere. Ce sont des préparatifs pour 1’étude de
I’'image de EQ.

Proposition 2. La martingale Q,,0 converge dans L* si et seulement si

I(Z 2‘*)5dua // ]t—s] 2 za ﬁdua <00

Preuve. 11 suffit de démontrer que

2
E </ Qndc;') — I(3_20)8due (N — 00).

En utilisant
15,1 +1B,(s) = 1B,(t)AB.(s) + 21B, (1)"B.(s)
|Bn(t) & Bu(s)| = |Bu(t)| + [Bn(s)| — 2By (t) N Ba(s)],

on obtient facilement

2 n
E < / Qndcr> - / / exp <(2 - 2a)uamz::1 B (t) N Bm(s)|) do(t)do(s).

Moyennant le fait suivant dont la preuve est contenue dans le lemme suivant

> [Bm(t) N Bp(s)| = Bdlog +0(1)
m=1

1
|t — 5]

on acheve la preuve. [J
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Lemme 1. Soit B,.(t) la boule de centre t et de rayon r dans R%. On a

| B, (t) N By(s)| = [B(0)| + O(|t — s|r® ™).

Preuve. On calcule directement, en supposant |t — s| < 2r,

BB =2 [ [ —
zdzw,x%+---+x§71§rzf‘ré
= 2741 / (r? — 22){@=D/2qg,
[t—s|/2

ou vy est précisée dans la démonstration du théoréme 2. Or,
/2

/ (r? — 22D 24g, = rd/ cos?y dy + O(|t — s|rd™ ")
lt—s|/2 0

d’ou le résultat. Il fallait remarquer que

s

2
2%11/ cosydy = 4. O
0

Proposition 3. Sous la condition dans la proposition précédente, I’égalité

// (t, 5)dQa(t)dQo (s //It S|(2 2a e do(t)do(s)

est valable pour k positive ou bornée.

En particulier,
EI@(QJ) < 00 <= Ie+(2_2a)ﬁdua (O’) < Q.

Supposons o(R%) = 1 et EQo = 0. La probabilité de Peyriére q est définie sur
I’espace 2 x R par

//fwtdqwt /ftho—(dt)

pour toute fonction mesurable positive f(w,t). Comme X, (), P,(t), Qn(t) devien-
nent des variables aléatoires sur I’espace de propabilité (2 x R?, q), on les désigne
simplement par X, P,,, Qy,.

Proposition 4. Si EQo = o, les X,, sont q-indépendantes.

On peut suivre [4] pour prouver cette proposition. Outre 1’hypothése EQo = o et
I’indépendance des Wo(én), il y a un autre élément qui joue un rdle essentiel dans la
preuve de cette proposition. C’est que, pour tout n et toute f,, ’espérance

EP,(t) fn(Xn(t))
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ne dépend pas de ¢.
En passant, on obtient la formule

/ F(Xa)dq = EP(£) (X (8)).

En particulier, on a, d’apres la proposition 1

"1 - a)

E;log P, =

(03 2 (03
E,(log P,)? = <“ﬁ(1 - a)> + S0 a).
n n
Donc la variance de log P, est

uzﬁa(l —a).

Vy(log P,) =

Lemme 2. On a q-p.s.

N
log N Zlog P, — u®(1 — a)p.
1

Preuve. Comme

0 log P, —Elog P,\?> & u®(l —
ZEQ<Og 08 ):Zu( a)ﬂ<oo (si7'>%),
n=2

T 2T
log" n = nlog”n

la série suivante converge g-p.s.

oo

Z log P, — Elog PP,
log" n ’

n=2

Prenons 7 = 1. Le lemme de Kronecker nous assure que g-p.s.

N
1
log N ;(log P, —ElogP,) — 0.

Observons que Elog P, = u®3(1 — ) /n, d’ou le lemme. I

6. Image de EQ. Rappelons la définition de M%), (R?). Que o appartienne a M+, (R%)
signifie que pour tout £ > 0 il existe un § > 0 et un compact K tel que o(R?/K) < ¢
et que

<-D-9$

1 1g(B(t,e ™™
iy 02 B0
n—o0 n

uniformément en ¢. Ou bien, pour une suite r, — 0 telle que lim(log r,, /log ryp41) = 1,

1 1 (B(t
i sup 02 LK (Bt 1)

< —-D —.
00 log1/ry,
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Théoreme. Supposonso € M4, (R%) et D > (1—a)Bdu®. Alors I’opérateur Q(a,8,u)
agit pleinement sur o. De plus, si D > (1 — o) fdu®,

Qa,8u)7 € MB—(l—a)ﬂdua)+(Rd) p-s.

Preuve. On le démontre en deux étapes en suivant Kahane [3], et on peut se borner au
cas D > (1 — a)fdu®. D’apres I’hypothese faite sur o,

I)(olk) = // <oo siD<n< D+
\t—SI”

Dans la premiére étape on suppose D > (2 — 2%)B3du®. Selon la L?-théorie (propo-
sition 2), EQ (4 8,,)0 = 0. Donc la probabilité de Peyriere est bien définie. Soit R,
1’opérateur produit des poids P,,,(m > e?"). Considérons d’abord

pn(t) = Rpo(B(t,e™™)).
Soit x,, (¢, s) la fonction indicatrice de I’ensemble des points (¢, s) tels que [t —s| < e™™.
On peut écrire

pn(t) = / Xn(t, 8)dRno(s)
d’ou, et d’apres la définition de la probabilité de Peyriere et la proposition 3,

(e}

/ pndq = / / yalt,s)exp [ 2= 220 3" [Bun(t) 0 Bun(s)] | dor(t)do(s).

m=l[edn]
Puisque

[e?"]

> " 1Bu(t) N Bu(s)| = Bdn+O(1) si|t —s| = O(e™),

m=1

on a

/ pndq

<C //e(zzam"&dnxn(t, s) exp ((2 — 2a)uo‘z | B, () N Bm(s)])da(t)da(s)
m=1

_ (2—2%)Bdu*n n(,S) (s
c// i 5| do(t)do(s).

Puisque " = O(1/|t — s|) si xn(t,s) = 1,0ona

i e(n —(2—2%)Bdu®)n Xn(t> 5) O(l)

= = s|e=T0m = =
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Donc
(e.)
/ Z e ppdg < 0o
m=1

et par conséquent p,, = O(e~"") g-p.s. Donc presque stirement
pn(t) =O(e™™) Qo—pp.

Il est donc presque sir que, pour tout € > 0, il existe un compact K contenu dans K,

tel que
Qo(K/K;) <e,

1 t
lim sup 1og put) < —n uniformément sur K.

n—00 n

D’autre part, du lemme 2 on peut déduire que presque siirement pour tout € > 0, il
existe un compact K2 contenu dans K tel que

Qo(K/K2) <e

log Qy (1)

— u®B(1 — ) uniformément sur K.
logn

Posons maintenant
Se = Iging2Qo.

On alors
Qo(K/K! N K?) < 2e,

1 B(t,e™ lo n(t
lim sup og 5:(B(t,e™")) < lim sup M + lim sup
n—00 n n—o00 n n—00

< (1—a)Bdu® — 1

log pn(1)
n

uniformément sur K! N K2. Cela entraine que Q4,540 € M(+D_(1_a)gdua)+(Rd)-
Deuxieme étape. Observons d’abord que, si u se décompose comme

u® = uf +u,
alors il existe deux copies indépendantes de W,,, W/, et W/, telles que
Weolulpry) = Whluilpen) + Wi (ualpar))-

Cette égalité signifie que les deux processus de chaque c6té du signe d’égalité ont la
méme loi conjointe. Pour éclaircir ce point, il suffit de rappeler la linéarité et I’isométrie
de W,. Par conséquent, et généralement, si

ut =uf +ud 4+ uy
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alors on peut décomposer () (,,3,,,) €n un produit d’opérateurs indépendants

Qapu) = Qafu) @ pun) " Qarfue)-
Supposons maintenant

(2 —2%)Bdu® < D
(2 —-2%pduy < D — (1 — a)Bduf

(2-290dug <D — (1 —a)fd(uf +us +---+up_,).

Tour a tour, en appliquant ce que nous avons démontré en premiere étape, on obtient
finalement

Q(a,ﬂfu,)o- e M(+D—(1 —Ot)ﬁua)Jr :

Il reste de vérifier qu’il existe de tels u, . . . , ug. Par exemple, on peut choisir uy, . .., uy
tels que

(2 -2%0duf = D

1l -«
2 —2408dus = D(1 —
(2-2°)Bdug = D(1 — 5 —1)
(2 — 2%)8dug = D(1 — —— %)t
6 220l
Alors on a
1— {1—21:2%]
2=2%pduf+us+---+uy) =D T
P
1.e.

l—«
2 —2a

4
(1—a)ﬁd(u?+u§‘+~'+u?):D[1— })/‘D(f—>+oo) O

English extended abstract. This paper studies stable additive and multiplicative Lévy
chaos of index 0 < o < 1. Recall that a a-stable random variable X is a positive
variable characterized by its Laplace transform

Ee 4X — €0 (some & >0, all u>0).

Additive Lévy chaos is a kind of generalization of Wiener integral that Wiener called
“pure chaos” [11]. As it is pointed out by Kakutani, the Wiener integral is an isometry
between L?(R) and a gaussian Hilbert space. A major property of this isometry is that
the othoganality in L?(R) signifies the independence in the gaussian Hilbert space.
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Instead of L?(R), we take now L%(R). Can we find a substitute for the gaussian Hilbert
space such that there is an isometry between L“(R) and the substitute space with a
similar property that we mentioned above? We prove that a possible choice for the
substitute for the gaussian Hilbert space is a space of a-stable variables and that an
“isometry” can be defined by

Wolo) = [ | ug(t)dn(t.u)

where i, est a Poisson point process with intensity measure C,u~'~®dtdu. Actually
this construction works not only on euclidean space but also on any measure space.
That means L®(R) or L®(R?) can be replaced by L () where 1 is a measure on some
measurable space. M. Yor pointed out (personal communication) that for one dimension
case, W, can be obtained through subordinators.

As in the case of the multiplicative gaussian chaos studied by J. P. Kahane [3], the
multiplicative Lévy chaos is constructed by taking the exponentiation of a sequence of
independent copies of Lévy processes. More precisely, we consider

P(t) = exp(guo‘ —Xa(t)  with X (t) = W (ulp, )

where Wo(é") is a sequence of independent copies of W, and B,,(t) is the ball centered at
t of volume (3/n (here we consider only the euclidean space with Lebesgue measure).
The multiplicative Lévy chaos then enters into the theory of independent multiplications
described by J. P. Kahane in [4] where the subject of study was the following martingale
intexed by t € R?

Qn(t) = Pl(t) o Pn(t)

It was proved in [4] that for any measure ¢ € M*(R?), the sequence of random
measures (J,0 converges almost surely to a random measure noted Qo in the weak
topology. Thus we obtain an operator () which transforms a measure ¢ into a random
measure QJo. There are two extreme cases: (o = 0 and EQo = o. If the the first (resp.
second) case occurs, we say that o is ()-singular (resp. QQ-regular). A major problem of
the theory of independent multiplications is to determine when a measure is (J-singular
or (Q-regular. It is good to note that the operator EQ) is a projection in the space of
measures M (R?) and that o is Q-singular means it is in the kernal of EQ and o is
@-regular means it is in the image of EQ. So, the above problem becomes how to
determine the kernel and the image of EQ). For the multiplicative chaos of Lévy, we
prove the following partial result by using the notions of dimensions of o. Let

D = (1 - «a)pu”.

If the upper dimension of ¢ is strictly smaller than D, o belongs to the kernel of EQ);
if the lower dimension of ¢ is strictly larger than D, o belongs to the image of EQ.
Recall that upper dimension of ¢ is the infimum of dim A (dim means the Hausdorff
dimension) taken over A such that o(A°) = 0 and the lower dimesion of o is the
supremum of dim B taken over B suth that o(B) # 0 (see [2] for other descriptions of
dimensions).
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Finally we point out that the interest for studying independent multiplications came
from the stochastical modelization of turbulences [5, 6]. See also [8, 9, 11] for our
inspiration from geophysics .
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