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SUR LE TYPE DE CERTAINES FONCTIONS ENTIERES.
APPLICATION AU PROBLEME DE
LOCALISATION DES POINTS SINGULIERS

MARCEL BERLAND

RESUME. Considérant une fonction analytique ¢ de la variable complexe s définie
par un élément L-Dirichlétien

{o}: an(s) exp(—sAn)

ol (\,,) estune D-suite et P, (s) est un polyndéme taylorien de degré m.,, on énonce
une généralisation d’un théoreme de M. Blambert, en utilisant des résultats connus
dus a R. Parvatham et a M. Berland sur cet élément. Dans la deuxiéme partie,
comme application a un probleme de localisation des points singuliers ou I’élément
dirichlétien:

{f} : Z v, exp(_S/\n)
n=1

(ol (an,u, ) est une suite réelle non nulle avec v,, étant I’indice de P, au point s = 0)
a pour abscisse de convergence of = 0, on montre que le point s = 0 appartient &
la frontiere de I’étoile de Riesz de 1’élément { f}.

ABSTRACT. In this work we consider a function ¢ defined by a L-Dirichletian
element:

{o}: an(s) exp(—sAn)

where ()\,,) is a D-sequence and P, (s) is a polynomial of degree m,,. We associate
a classical Dirichletian element:

{f}: Z n, v, €Xp(—SA,)
n=1

where a,, ,,, is the coefficient of the polynomial P,, where modulus is the maximum
of the moduli of all the coefficients of P,,. We extend the notion of the type of order
(R) of an entire function by an associate L-Dirichletian element {¢, }, & > 0

3 (%) exp(—sAn) .

n=1
Then in the second part of the paper we consider the localization of singular points
of f analytic function defined by { f} where a,, ,,,, is the real coefficient.

Recu le 8 mars 1996 et, sous forme définitive, le 5 septembre 1996.
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1. On considere un élément L-dirichlétien
o
{¢}: Z P,.(s)exp(—s\,) avec s = o +i7, (0,7) € R?,
n=1

ou P, est un polyndéme de degré m,, de la variable complexe s, définie par

mn

P,(s) = Zamjsj, anm, # 0,

=0

les a, ; sont de constantes complexes, (\,) est une D-suite (< (A,) est une suite
positive, strictement croissante non bornée) avec A; > 1.
On pose

vneN\{O}:An:max{\an,j\ 1je{01,... ,mn}}.

On supposera, dans tout ce qui suit, que tous les polyndmes P,, ont des «indices au
point s = 0» (M. Berland [2]); on a donc

Vn e N~ A{0}: A, = |any,| (>0)

(ol v,, est I’indice de P, au point s = ().
On considere 1’élément dirichlétien classique

{f}: Z vy, exp(—sAn)
n=1

(ou (an,y,) est la suite des coefficients ay, ,,, non nulle de {f}) et on note ol son

abscisse de convergence. On pose

Dzlimsup{w}

n—oo )\n

D* = lim sup {)\ﬁ} (D™ est la densité supérieure de la D-suite (\y,)).

n—oo n

On supposera, dans tout ce qui suit, que

1
D<oo(= D" <ooetl = 1im{°Ag”}:o,

n—oo n
ou log x désigne pour = > 0, le logarithme népérien de x). D’ou
of = o

(i o) est I’abscisse de convergence absolue de { f}) avec

log A
Uf:limsup{ Oi n}

n—oo n




M. Berland 39

On supposera, dans tout ce qui suit, que 0'(]; est finie. On désigne par F,, ’ensemble

des points de C qui sont les zéros de P, et par E, I’ensemble des points de C qui sont
chacun un zéro pour une infinité de P,,. On pose

E*=EYUE, (ol E%estle «dérivé» de E = U E,).

On supposera que C — E* = (). Cet ensemble est un ouvert de C. On pose

Z 0 1 S 2 mp+1
@=I10-(5))

n=1
Ce produit infini (si D < oo) converge absolument et sous-uniformément sur C (<
uniformément sur tout compact de C). La fonction L : s — L(s) est une fonction
entiere de Cet L € B(1,7D) (ot B(1,7D) est la classe de fonctions entieres d’ordre
borélien un et de type de cet ordre D). On pose

Vn € Nx {0} : M,, = max {7;l|\ {O,l,...,mn}}
(S—An)m"ﬂ
L(s)

(ouy,; estla valeur au point s = A\, dela i*™me dérivée de la fonction s —
définie par continuité au point A,)

. log M,
v = lim sup { Y }

n—oo n

et
v" = max{0,~}.
On considere respectivement les deux éléments dirichlétien et L-dirichlétien
(279} JUn
{fa} Z ( 1 + )\ ) eXp(—S)\n)

et

{a} : Z( 1+ A ;) exp(=sa)

associés a { f} eta {¢}, indexés par a« > 0 (= I'(1 + a\,) > 0).
Si D < oo (= L=0)etol €R, alors (M. Blambert [4]):
1) oz* = —oo (ou 02 est I’abscisse de convergence de { f, };
2) la fonction s — f,(s) (ou fu(s) est la somme de {f,} au point s) est une

fonction entiere de C et son ordre a la Rittest 1 /o (> 0);
3) eu égard au théoreme Lindel6f-Blambert-Yu (M. Blambert [3], C. Y. Yu [17]),

on a
_ Ay, 1/(aAn)
T]";‘le = hmsup {(Oé)\n) (F(]+0M> }

(ou 7 Jo est le type de ’ordre a la Ritt 1/« de f,).
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Il en résulte que

log A aX
F+logTy _hﬂiﬂp{ A O T an,)@n) }

Or
P log Ay,
aczllmsup{ 3 }ER
n—oo n
et
limsup { lo ( il ) |
u = 1.
o) BT (1 4 an,) /@)
D’ou

of of
log T}éa ; — T}J;" = exp (i)

On sait (M. Berland [1]) que si D < oo (= limsup,,_, . {mn/An} < c0)etoz® = —oo,

E?* = C (ou EZ* est I’ensemble de convergence absolue de {¢a}) et donc ¢, est une

fonction entiere de C définie par ¢, (s) (0l 4 (s) est la somme de {¢,} au point s).
Soit la fonction continue de R dans C définie par

s(u) = o(u) +i7(u),

vérifiant les trois conditions suivantes (S. Mandelbrojt [15]):

1) o estune fonction strictement croissante de R sur R avec lim,,—,_, o(u) = —o0
et lim, oo 0(u) = 00}
2) ilexiste (01, 71) de R?, {o(u) > oy = 7(u) =711 };
3) {|7(u)|/u € R} est une partie de R bornée.
On pose
V{>0:By= U d(s(u),mt)
u€R
(Bry estla bande curviligne de largeur 27/ ayant pour axe I’ensemble {s(u) | u € R}).
On sait enfin que sous les conditions suivantes :

D < o0, ol = —o00, v € [-7D,0],£ > max{2, D} ;

1
ple = — By ={s eC/ls' —s(u)| <}, Vn>ny, E,nB; =0;
ol
ByNE* =0, 7} _eXp< )’
«
alors
f
pB = (R Parvatham [16]) et TB“ = exp( ) (M. Berland [2])

(ou I’on désigne respectivement par p‘p“

de ¢, dans By).

et 75> ,'ordre a la Ritt et le type de cet ordre
g4
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En outre, on a

A PR [ An
Pa Po — 1 )\ ( n ) e )
B P = NP { "\ T+ arn)
On énonce une généralisation d’un théoreme de M. Blambert [3].

Théoreme 1. Dans les mémes conditions ci-dessus (oil 0,{ € R), il est impossible que
Pa soit du type TR, < exp (a{/a) de l’ordre 1 /o dans Bry (ou £ > max{2, D}).

Remarque. S. Mandelbrojt [15] a montré que la densité supérieure D* est au plus
égale a la densité maximale (au sens de G. Pdlya) de la D-suite ()\,,). Notant D
celle-ci et la supposant finie, on sait alors, (avec O'Z € Retd = 0 ou d est 'indice
de condensation (au sens de V. Bernstein) de la D-suite ()\,,)), sur chaque intervalle
fermé de 1’axe de convergence de {f} de longueur 27D, il existe au moins un point
tel que 1’adhérence du disque centré en ce point et de rayon (wD + ~*) contient au
moins un point singulier pour la fonction analytique définie par I’élément L-dirichlétien
{¢} (M. Blambert et R. Parvatham [11]). Il est impossible que la fonction entiere de
C, notée ¢, soit du type 75" < exp (JZ /a) de I'ordre (a la Ritt) 1/ (= pé’ﬂ oll
¢ > max{2,D} et v, = my), dans By, car af = 0‘1};, eu égard a § = 0, avec
v = limsup,,_, {log(|vn0l/ma!)/An}-

2. On supposera dans tout ce qui suit, pour éviter d’inutiles complications d’écriture,
que D < 0o (= D* < coet L = 0),0f = o} = 0(donclimy_.o{ (log Ap) /A } = 0)
en notant simplement a,, au lieu de a,, ,,, (ol (a,,) est la suite réelle des coefficients de
I’é1ément dirichlétien { f }, a termes tous différents de zéro (out A,, = |ay|), satisfaisant
aux conditions suivantes : il existe une suite infinie strictement croissante d’entiers
(ni),i € N, avec ng = 0, telle que :

D Vie NN {0} :ap,an+1 <O0;

@ VYn e Nx\{(n)} : anan+1 > 0,etilexisten; deN~{0},Vn € {1,2,... ,n1 }:

ap, > 0. On a donc I’élément dirichlétien

{f} : Z(_l)z< i Ay CXP(_S/\n>>
i=0

n=n;+1

avec la convention (—1)° = 1;
@ ilexistei de N,Vi e N\ {0,1,...,i'}

Nyl — Ny <Ny 5

. n; c . . .
@ limsup {—Z} = D < oo (D} est la densité supérieure de la D-suite
1—00 n;

® lim {%} =1(& Anyy ~ Any).

1—00
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D’apres (3), on a
VpeN, Vie N\ {0,1,... .4} :nl, > ny —ny

et
Mji+1
Z Ap exp(—soA, +pA),) < ngﬂAn;H exp(—soAy,  +PAy,,)

n=n;+1

ou sq est un réel fixé strictement positif,
!/
N, € {ni+ I,ni+2,... ,n”]} ,

A, = log A\,

et
Ay exp(—soA,; ) = max {An exp(—soAn) [n€{ni+1,... ,ni}}.

D’aprés (4), on a

et donc ,

lim sup {;Z—“} <2Dj

71— 00 n”l

implique que

!
Ve>0,Jic €N, Vie NN {0,1,...,i.} 1 —#L <2D% e,

!

Tivl
Posant
il = max{d’, i},
onadonc:Vie N~ {0,1,...,i }
Ti+1
Z Ay exp(—soAn, +pAr) < (2D7 + E)Ans, Ans, eXp(—=s0Anr +pAn, )
n=n;+1

D’apres (5), en posant
VieN:vy=sup{X\, — X\, |ieN~{0,1,...,5}},

Ni+1

on a

limv; =0=Ve; >0,3j, e N, Vje N~ {0,1,... 4.}, v; <er.

J—00

Donc :

VpeN, VjeN~{0,1,... ,max{il,j; }}, Vie NN {0,1,...,j};
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i+l

Ay exp(—soAn + PAY)

S & < (2D} + .
- Z (Angﬂ)\néﬂ exp(—so)\ng+l +pAs, ) ) T (2D7 +¢) exp(per)

i+l

On considere 1’élément dirichlétien suivant :

{fo} ) anexp(—sodn — sA}).
n=1

*

P 13
Il est évident que o, ° = —o0 et donc

VseC: fi(s)= Z(—w‘( Z Ay exp(—soh, — SA;;)>

1=0 n=n;+1

(o f5 (s) estla somme en s de {f; }).
Pour 7; de N, on considere 1I’élément dirichlétien suivant :

Urads S anexp(—sohn — sX3)

n=n;, +1
etona
& ] i+l
Vs €C: fj 4(s) = Z(—1)2< Z Ay exp(—soA, — sAZ))
1=1) n=n;+1
(ou f7 . (s) estla somme en s de { f;; . }). Donc,

VpeN, VjeNN {0, 1,... ,max{i’a,jel}}, 341 > j (ol 41 est un entier) tel que

fiyso(=p) = Z(—l)i< Z Ap exp(—soAn +p>\2)>

=1 n=n;+1
o ( 2441 > 00 ( 2342 )
=1 n=np;+1 =1 n=ny;++1
avec
e ] M24+1
Z < Z Ay exp(—soAn +p)\:;)>
i=’i[ n:n2i+1
(0.)
< (2DT + 8) exp(pel) Z A”ém)\”ém eXp (_ 80/\"2141 +p)\:;§i+l)
=1
et

00 2441 00
3] (D S ) ED DR CRENAE

i:il n=no;+1 i:il
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M24i+2

et les relations analogues pour Z ( Z >

=11 N=npj+1
On considere les éléments dirichlétiens suivants :

o0
{(I)il} : Z A”ém exp S)\”ém) ;

i*il
{‘117'1} : Z An27,+ eXp S)\néz-&) ;
i=1]
* . E : R .
{(I)il,so} : A”m exp 80)‘"3%1 S/\”ém) ’
i=1]
* . § : . *
{\Ijil,so} : A”zl exp 80)\715142 SAnémz) ’
i=1]
Ja (I):;l,so \I]:l,so . (bil \IJ'LI
1l est évident que o, = o, = —oo (puisque . ' < 0eto. ' <0). On note

{@511)} et {\Il(l)} les éléments dirichlétiens respectivement dérivés termes a termes, par

rapport a s, des éléments dirichlétiens {®;, } et {¥; }. De méme on note {(I)Z]('go

{\I/“( 2 } les éléments dirichlétiens respectivement dérivés terme a terme, par rapport a
bet{¥*  }.Ona

S0, des éléments dirichlétiens { P

11,50 21,50

VpeN: <I>Zl 50( p)+ (2D} +¢) exp(pgl)\I/f(l) (—p)

11,80
e ] ) M+l
< (—1)Z< Z A exp(—so)\n+p)\fl)>
=1 n=n;+1

< =0}, (=p) = (2D} +&)exp(pe1) ;") (—p)-

11,50

On pose

Vp e N (p/so) = f ,,(—p) + (2D} +¢) exp(pe1)¥;") (—p)

11,50 11,80

(plzl (p/S()) _ql;kl,so( ) - (Z‘DT + 8) eXP(])EI)@Zl(,lS()( p)

On a alors
VpeN:®] (p/so) < f7 ., (—p) < 82 (p/s0)
et donc

min {|®},(p/s0)], |92 (p/50)| } < | 50 (~p) < max {|@} (p/50)1, @3, (n/50)1 }.

Il est évident que

o} (p/s0) = @}, ,,(—p) — (2D} +¢) exp(pe1)| ;) (—p)|
7 (p/s0) = —Vj, ., (=p) + (2D} + ) exp(pe1)[@;") (—p)] -
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On considere la fonction y;, définie sur N a valeurs dans [0,+00[: p — x5, (p) =

min {|<I>Z!l (p/s0)|, |(I)121 (p/s0)|}. Désignant par p;, s, le rayon du disque de convergence
de I’élément taylorien au point sg:

Unad s Y S0 g o),
p=0 '

on a alors
" 1/p
| £ 5o (=)
= lim sup
Pii,s0 p—00 p!
1/p
> limsup { (\X“(pﬂ) }
p—00 p!
On pose :
1/p
. @} (p/s0)] .
wi = limsup ;
p—00 p!
1/p
o {(!@%.@/s())\) }
wy = lim sup _— .
p—00 p!
On a donc
(p) 1/p
min{w;,wz} = limsup { <X” P ) }
p—00 p!
Posant :
TP\ [ s (—P)
VpeN:Ai(p) =exp(— p51)< 120 o ;
\Iji],S()(_p) ‘Ilil(,lS)()(_p)
5o (—P) [ @750 (—P)
Az (p) = exp(— p€1)< — o
(I)i|,80(_p) (pz*l(’l;()(_p)
Il en résulte que
* *
Vp e N:|®; (p/s0)| = exp(per)[2D} +& — Ai(p)||¥;") (—p)|
|©2 (p/s0)| = exp(pe1)|2D5 +e — Ma(p)||2;") (—p)].
Il est évident que
Ur (- o*r  (—
VpeN, 7“’30( p) < 1. De méme pour “’SO( p)

‘ *)

il,so(_p)‘ “I)Z(,ls)o(_l?ﬂ '



46 Sur le type de certaines fonctions entiéres

(An) et (uy,) étant deux D-suites, on considere les deux éléments dirichlétiens suivants
dont les coefficients sont strictement positifs :

{fl} : Zan CXP(—S/\n) avec O'Cfl = —00;
n=1

{fa}: Zﬂn exp(—syi,) avec 02 = —oc.

n=1

On considere les deux fonctions entieres f et f> définies par
oo
s+— fi(s) = Zan exp(—sA,)
n=1

s fo(s) = 3 Buexp(—spn).
n=1

Définition. (o) étant une suite réelle décroissante avec lim,,_,o, 0, = —00 les deux
fonctions f; et f, sont dites «exponentiellement équivalentes sur la suite (o, )» si une
inégalité du type ci-dessous est vraie pour toute valeur appartenant a la suite (o)

30 >0, Vn e N: exp(—0|o,|) < QEZZ;

< exp(f|on]) .

Si @7 (et Wi . sont «exponentiellement équivalentes sur la suite des entiers

négatifs» avec § = 0, alors on a

lim Ai(p) = lim Ax(p) =0.

p—00 p—00
Il en résulte que

wi = lim sup '
p—00 p:

et

wy = lim sup
P—00 p!

Remarque. L élément dirichlétien

[e.9]
13 . oy
{\I’il ,So} ) A"éuz )\"5142 exp ( SO)‘”éﬂz S)\néuz)

1=1%]

(1)
v, * *
. 180 __ (1) (D
a pour abscisse de convergence o = —00. Nc:ktant v, 50(52 la valeur de {‘1’1‘1, s
en s de C, on considere alors la fonction entiere \I/il(ls)o DS \I/il(ls)o(s).



M. Berland 47

Il est évident que

Vp e N, |00, (-p)| = Wi (-p— 1),
et
(1) .
VieN, (20|

U7 o (=pi)
ou (u;) est une suite strictement croissante et positive non bornée et (p;) est une suite

. . . . A *(1
infinie strictement croissante. Méme chose pour {tI)Z-I( 5)0 }

On a I’équivalence suivante :
1 ®;, v

W =wy=—<=o0."'=0."'=0.
50

Ce résultat, joint au résultat trivial ps, > so entraine ps, = So.

Théoreme II. Sous les conditions suivantes : D < oo, I’élément dirichlétien {f} :
>0 | an exp(—s\,) a pour abscisse de convergence égale a 0, et (ay,) (= (an,)) est
la suite des coefficients a,, réelle a termes tous différents de zéro, satisfaisant (1), 2), (3),
@et (3, les éléments dirichlétiens { ®;, } et {V;, } ont une abscisse de convergence égale
a 0, et les fonctions entieres {®; . } et {W} '} sont exponentiellement équivalentes
sur la suite des entiers négatifs avec 0 = 0. Alors le point s = 0 appartient a la frontiére
de I’étoile rectiligne de Riesz de { f }. En outre, il est impossible que la fonction entiére
pq (avec o > 0) définie par I’élément L-dirichlétien

(pab 3 ()Y expoan)
“ A A\T(T+ ) "
soit du type Tho, <1 de I’ordre (a la Ritt) é dans By (ou > max{2, D}).

Remarques. 1) On précise que sous le vocable «étoile rectiligne de Riesz de 1’élément
dirichlétien {f}», il sera question de I’étoile rectiligne de Riesz du prolongement
analytique rectiligne de la fonction

Vs e {S/ €C|Rs >0l =0, Ims € ]R}, f(s) = Zanexp(—s)\n),
n=1

effectué parallelement a I’axe réel a partir de tout point de 1’ouvert maximal de conver-
gence simple de {f}.

2) Pour que le point s = 0 appartienne a la frontiere de 1’étoile rectiligne de Riesz
de I’élément dirichlétien { f}, il est nécessaire et suffisant que

Vso>0:pfs0 = S0

(ol py,, estle rayon de convergence de { fs, }).
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3) fi étant la fonction entiere de C définie par I’élément dirichlétien {f5 } :
> e Gn €Xp(—soA, — sAy,), on sait que f; est au moins du type maximal de I’ordre

borélien égal a un, la fonction entiere définie par

i1—1 N+l
Z(_l)Z( Z Anexp(—so)\n—S)\Z)>

=0 n=n;+1

est du type moyen de 1’ordre borélien €gal a un. On peut donc considérer la fonction
* . définie par

11,80
oo Lz
firs0(8) = Z(_1)2< Z Ay exp(—so, — 5)\;';)>
=1 n=n;+1
au lieu de

o
fa(s) = Z an exp(—soAn, — SA)) .
n=1
4) Sous les conditions suivantes (M. Blambert et R. Parvatham [10] et [11]) D < oo,
§* < o0, 0 € R, I'adhérence de tout disque centré en un point quelconque de
I’axe de convergence de {f} (définie par {f} : > >° | a, exp(—sA,) avec Ay, = |a,|
(= |an,m,|) et de rayon au moins égal a w(D* + D) + 6 + ~* contient au moins un
point singulier pour la fonction analytique définie par I’élément L-dirichlétien {¢} :
Yoo Pu(s)exp(—sAy). On sait (d’apreés A. F. Leontiev) que

Vs e Al Fr(€)Nd(s,mD* +6+) # 0

(ou Al estI’axe de convergence de { f } et £ est Iétoile rectiligne de Riesz de 1’élément
{f}) et que, pour chaque ¢ de R, le disque fermé d(af +it, T(D* + D)+ 6* + %)
contient au moins un point singulier pour la fonction définie par {¢}; en posant :

0" = max{0,0};
. 1 1
5:115180%1){/\711%‘0’(%) }

ot C’(\,,) désigne la valeur au point \,, de la dérivée premiére de la fonction (entiére)

cra =110~ ()]

English extended abstact. This paper contains an extension of a result due to M. Blam-
bert [3] that gives rise, using classical theorems, to a generalization of a result of
S. Mandelbrojt. These theorems are, on one part, G. P6lya’s result on the repartition on
the holomorphy axis of the singularities of functions that are defined by Dirichlet series
whose sequences of exponents have finite “maximal density” and, on the other part,
V. Bernstein’s result on the use of the notion of “condensation index” of the sequence of
the exponents of a Dirichlet series for the localization of the abscissa of holomorphy. By
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convention, a D-sequence is a positive strictly increasing unbounded sequence (\,,).
Consider the following two Dirichletian elements

{f} : Zan eXP(—S)\n) where s = o + i, (U’ 7_) c R2
n=1

oo a,
{fa} : ; m exp(—s)\n) where o > 0,

and assume that L = lim, .o { (logn)/X\, } = 0 and that the abscissa of convergence
of {f}, which we denote by o, is finite. Then 0{* = —oc0, where o/* is the abscissa
of convergence of { f, }. The function s — f,(s ) is an entire function on C having Ritt
order 1/a. Finally, 7} = exp (0 /a), where 7} denotes the type of the Ritt order
1/a. We recall M. Blambert’s result If the D-sequence ()\,,) has a finite “maximal
density” (1n the sense of G. Pdlya) D finite and L = 0, then it is impossible for f,, to be
oftype o < exp (UH/a) of the Ritt order 1 /avinastrip By = {s € C | |7 — 19| < £}
with £ > 7TD where a}} is the abscissa of holomorphy of { f}.

This theorem is generalized in section 1 by considering a L-Dirichletian element
(studied, with success, especially by B. Lepson (1952))

{¢}: Z P, (s) exp(—sA,) where P,( Z an ;8" anm, 70

7=0
A, = max{\amj] |je€{0,1,... ,mn}} = |anu,|

(where v, is the index of P,, at s = 0) and the two classical Dirichletian elements

{f} : Z QAn, vy, exp(—s)\n),

{fa}: Z eXp( An) (Where @ > 0).
Put
- (m; +1)
= limsu { ! }
mswpy Dy
and assume that D and oc are both finite. Then L = 0, 02% = —o0, the function f, :

s+ fq($) is an entire function on C having Ritt order 1 /«. Further, TR = exp (ac / a)
(where T}J; is the type of the order 1/« of f,). Finally, denote by F,, the set of points
of C that are the zeros of F,, and by E, the set of points of C that are a root of an
infinity of P,;’s. Put £* = EYU E (where E4 is the derived set of F = Un FE,) and
assume that C \ E* # (). This set is open in C. Consider the L-Dirichletian element

{ia} Z( 1+ o ) exp(-sha)
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that is associated to {¢} and indexed by a > 0 (= I'(1 + a\,) > 0). It is known that
D < oo (= limsup,_, {my/\,} < 00) and 0?* = —o0, Ef* = C (M. Berland
(1983)) (where EZ* denotes the set of absolute convergence of {@n}) hence ¢, is an
entire function. We assume that B, N E* = () (where B,/ is the curvilinear strip of
width 27¢ with axis {s(u) | u € R}). Then (under certain conditions)

f

1
o, = — (R Parvatham (1984)) and 77, = exp (- ) (M. Berland (1995))
(where pg‘;e and Tgie respectively denote Ritt order and corresponding type of ¢, in
B;¢). The following theorem holds

Theorem 1. Under the above conditions, it is impossible that ., be of type TE‘;[ <
exp (og/a) of the order 1/ in By (where ¢ > max{2, D}).

In section 2, as an application to a problem of localization of singular points of the
Dirichletian element

{f} : Z Qan,vy eXp(_SAn)

n=1

whose abscissa of convergence satisfies oz = 0 (to avoid unneccessary writing com-
plications), it is shown (under certain conditions, in particular that the sequence (a, ,,,, )
is real nonzero) that the point s = 0 belongs to the boundary of the star (in the sense
of Riesz) of the Dirichletian element { f}. In particular, it is impossible that ¢, be of
type 75", < 1 of the Ritt order 1 /o in By where £ > max{2, D} (Theorem II). In this
paper, the expression “étoile rectiligne de Riesz de 1’élément dirichlétien { f}” always
means the rectilinear star (in the sense of Riesz) of the rectilinear analytic continuation
of the function

Vs e {S/ €C|Re(s) >0l =0, Im(s) € ]R}, f(s) = Zan,un exp(—s\,)
n=1

made parallel to the real axis starting from every point of the maximal open set of
simple convergence of {f}.
Consider the two entire functions f; and f> defined by

s+— fi(s) = Zan exp(—sAn),
n=1

s fa(s) = Buexp(—spin).
n=1

where (\,,) and (u,,) are D-sequences, («,) and ((3,,) are strictly positive sequences.
Note that f; and f> are exponentially equivalent on the nonnegative integers if and only
if

30 >0,VneN: exp(—0,) < ;;E:Z; < exp(bn).
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