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FAMILLES DE COURBES ELLIPTIQUES DE RANG > 1
ET REMARQUES SUR UNE FONCTION ARITHM ETIQUE
ASSOCIEE A UN ALGORITHME DE 2-DESCENTE DE TATE

CLAUDE LEVESQUE

REsUME. Nous exhibons quelques familles infinies de courbes iglips suQ dont

le rang est> 1. Pour chaque courbe elliptigiieconsiderée, nous exhibons un point
rationnel P de la courbe elliptiqué’ et le treoreme de Lutz-Nagell nous garantira
que le double 2 = (z», y2) n'est pas de torsion;, s’averant ne paétre un entier.
Nous consiérons ensuite la fonction arittetique f,,, (n) := #{i € N:iln eti+

m + % estun cag parfai} et nous montrons que limspp, . fm(n) = +oo.
Nous ckterminons enfin 'ordre moyen d&, (n).

ABSTRACT. A few infinite families of elliptic curves ove® of rank > 1 are ex-
hibited. For each elliptic curv& under consideration, we exhibit a rational point
P on E to conclude from the Lutz-Nagell theorem thaP 2= (z2,y2) is not a
torsion point, since:;, turns out not to be an integer. Then we study the arithmetical
function f,,,(n) := #{i € N ijn and i + m + % is a perfect squage we show that
limsup,, ,, . fin(n) = +00 and we estimate the average ordefgin).

1. Introduction. L.J. Mordell [Mor] a cemonté que I'ensembleF(Q) des points
rationnels de la courbe elliptique sQr

F:Y?=X3+sX?+tX +u, avec s,t,ucZ,

est un groupe de type fini isomorphe (modulo la torséooh produit direct de copies
deZ; I'entier r est alors dit le rang d& surQ); de plus, le discriminant d& est (voir
page 68 de [H])

A = —16(4t3 + 27u?) + 16(s%t? — 4s>u + 18stu) # 0,

et I'abcisser(2P) du pointP = (z1,y1) de E, ol y1 # 0, est (voir page 25 de [H])

3$%+28$1+t>2_3_2x B <x%—t>2_ u(2x1 + )
2y1 ! 2y1 yz

s2r) = (

Recu le 20 octobre 1994 et, sous forngdiditive, le 8 mars 1996.

(©Association matamatique du Qebec
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Nous nous iréiresserons surtout aux courbes elliptiqiede la forme
F:Y?=X3+mX?+nX, avec m,neZ,

le discriminant deFy étantA = 16n%(m? — 4n) # 0. J. Tate a don@un algorithme
permettant de trouver la valeudu rang d’une telle courbE (dont la 2-torsion n’est pas
triviale). Voici la description de cet algorithme de 2-dexste dont I'inérét ne fait aucun
doute, mais qu’on ne peut malheureusement pas pour le mamalifier d’effectif :

(i) appelezg(n) le nombre d’entiers deZ tels quec|n, c est sans facteur cé&ret
I’ équation diophantienne

eS4+ms2T2 + Lph — 2 (1.1)
C

pos®de une solution erdie (.S, T, U) non triviale, (.e. (S,T,U) # (0,0,0));
(i) consicerez la courbé’’ qui est 2-isognea E,

E:Y?=X3+m/X%+0'X, ou m/'=-2m, et n' =m?—4n;

(iii) définissez/'(n’) de fagon semblablzg(n);
(iv) le rangr de E vérifie alors légalie

r_ 9(n)g' ()
2=

Pour plus de étails, on peut consulter les notedabres de J. Tate [Ta]pdes jolies
notes des frres Murty [M-M]. Si on n'a pas aé&sa la litterature underground, voir
[Co, H, S, Cas] ou [Mur].

Consicerant la courbe elliptiqu& : Y? = X3+nX, D. Clark [CI] a asso& au rang
de F la fonction arithngtique

f(n):=#{(a,b) € Z xZ:ab=n eta+b estun cag parfait.

llaprouve que limsup_, . f(n) = +oo etaaussiétermiré (avec une preuve errog)
I'ordre moyen def(n), i.e.le comportement asymptotique 8¢, . f(n).
Fixonsm € Z; pourn # 0, définissons la fonction arith@tique

fm(n) :=#{(a,b) €Z xZ :ab=mneta+m+b estun cag parfait. (1.2)

Cette efinition decoule naturellement de I'algorithme de Tate et correspdadsitua-
tion ou I'équation diophantienne (1.1) pés la solutionS,7) = (1,1). Il devient
alors clair que le rang de la courbe elliptique

E:Y?=X3+mX2+nX, ol m,neZ avec A = 16n%(m? — 4n) # 0,

vérifie l'inégali€ f,,(n) < 2"*2? lorsquen est sans facteur cérr

Notre fonctionf,,(n) est une gréralisation de la fonctiorfi(n) de D. Clark, vu que
les deux cincident lorsquen = 0. Nous tenons cependaitire que cette fonction
fm(n) N'est pas vraiment nouvelle, car elle fut implicitement sidarée en 1974 par
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D.E. Penny et C. Pomerance : voiedjuation (4) de [Pe-Po 1]; voir aussi [Pe-Po 2] et
[Kr]. D éja la, et néme auparavant, il est vraiment clair que si pourug Z on avait

limsup  f,(n) = +oo,
n sangag?eur cagr
eh bien!, il existerait des courbes elliptiques de rang gi@nd que n'importe quel
entier fixe a 'avance.

Dans cet article, nous commencons par exhiber quelquékefaimfinies de courbes
elliptigues de rang> 1. Pour chaque courbe elliptique corisieke, nous exhiberons
en fait un point rationne(zo, yo) dont I'abcissery n'est pas un nombre entier. Le
theome de Lutz-Nagell [H] nous garantira que), yo) n’est pas de torsion. En effet,
ce dernier ttoeme affirme que gizo, yo) est un point de torsion de la courbe elliptique
a coefficients entierf : Y2 = X3+ s X2+ tX +u, alorszg ety sont tous deux des
entiers rationnels. Puis nous nous proposoesudier la fonctionyf,,(n) et de montrer
que

limsup f,,(n) = +oo.
m,n— 00

Il N’y a, hélas!, aucune originaétdans les preuves que nous donnerons, mais nous
croyons en l'importance éhoncer desésultats qui d’'une part sont amusants et qui
d’autre part sont plusareraux que ceux de [CI].

2. Des courbes elliptiques de rang> 1. Les courbes elliptique& que nous con-
siderons dans ce chapitre sont toutédimies surQ et sont (sous certaines conditions)
de rang> 1, parce qu’en chaque cas nous pouvons explicitement exinibpoint P
sur la courbeF tel que le double P de ce pointP n’'est pas de torsion.

Proposition 2.1.

(i) Soitm € Z. Alors la courbe elliptiqueZ : Y2 = X3+mX?+ NX estde rang
> 1, lorsque
N =c¢B?—cm— ¢

avece, B € Z, non nuls et assujettis aux restrictions
B® 4 m+c, Bt(m+2c).
(i) Soitn € Z avecn # 0. Alors la courbe elliptiquel : Y2 = X3+ M X?+nX

estde rang> 1, lorsque

M=22_"_¢
c

avecc, A € Z, non nuls et assujettis aux restrictions

n—c2

¢ln, Af

C
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Démonstration.(i) Le discriminantA de E est 16V2(m?—4N) etestnonnul sN # 0
etsim? # 4N.Or N = Oentrdne B® = m+c, une contradiction. Bi? = 4N entrdne
4cB? = (m + 2c)?, i.e. entrdne B|(m + 2c), une autre contradiction. Congicnt le
point P = (¢, cB) de E, nous voyons que I'abciss€2P) du point 2P est le nombre

2(2P) = <_32 - gg + 20)>2

qui n'est jamais entier vu quB { (m + 2c). Donc 2P n’est pas un point de torsion, de
sorte quely est de rang> 1.

(i) lci A = 16n?(M? — 4n) # 0 carn # 0 et carM? # 4n. En effet, si
M2 = (A2 — (2 +¢))? = 4n, alors

_2\? _ 2
A2| (2+C)2_4n—<”cc> e AlI—S

C C

une contradiction. Enfin I'abcisse du poinfP20u P = (¢, cA) estun point d€7, prend

la valeur
n — 02 2
#(2P) = < 2cA >

et n'est jamais un entier, de sorte ghieest de rang> 1. O

Consicerons maintenant des courbes elliptiques gitghagoriciennes

80 /
60+ 7
yd
/
"
a0t = /,
//
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Figure. Courbe elliptiquel : Y2 = X (X — 3?)(X — 4%
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Proposition 2.2. Soit(a, b, ¢) un triplet pythagoricien, i.ea, b, c sont des entiers non
nuls, copremiers deua deux, qui @rifienta® + b> = . Alors la courbe elliptique
pythagoricienne

E:Y?=X(X —d®) (X — V%) = X3 - X% +d%h?X
estde rang> 1.

Démonstration.Le point P = (c?, abc) est un point de la courbe elliptiqué dont le
discriminantA = 16a*b*(a? — ?)? est non nul cafa? — v?)? # 0. L'abcisse de P est

A — a?h? 2
#(2P) = < 2abc )

et n’est jamais un entier car# F1 etc { a?b? (ou plus simplement car le niarateur
dex(2P) estimpair). Donc 2 n’est pas de torsion et le rang deest> 1. O

Proposition 2.3.

(i) Supposonsque b, c sontdes entiers non nuls tels quetdb ne sont pas tous les
deux pairs, etérifient I'egalitt a + b = c aveca # b. Alors la courbe elliptique

E':abcY? = X(X —a)(X —b) = X3 — cX?+abX
estde rang> 1.
(i) La courbe elliptique (isomorphee E’)
E:Y?=X(X — (abc)a)(X — (abc)b) = X3 — (abe)cX? + (abe)?abX
estausside rang 1.

Déemonstration.(i) Le premier Esultat @coule de (ii). Remarquons en passant que
(¢, 1) estun point de&2’.

(i) Le discriminant deF estA = 16(abc)®a?b?(a — b)? # 0. La courbel contient
P = ((abc)c, (abc)?) et 'abcisse

24 ab+ 12\
x(2P):<a ab b)
2
de 2P n’est pas un entier. [J

Corollaire 2.4. Soitp un premier impair. Supposons que le dernigrdleme de Fermat
est faux, i.e. supposons qu’il existe des entietts ¢ non nuls tels que? + b” = ¢
avec(a,b) = 1.
(i) Alors la courbe elliptique
E':abcY? = X(X —aP)(X — W) = X3 — X%+ (ab)PX

estde rang> 1.
(i) De plus, la courbe elliptique (isomorplaeF’)

E:Y?=X(X — (abe)a?)(X — (abe)bP) = x> — (abe)PX? + (abe)?(ab)P X
est ausside rang 1.

Il est ai€ d’exhiber d’autres familles de courbes elliptiques derari.
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Proposition 2.5. Soientf, g, h des entiers non nuls d&tels que ou bierf { g2h?, ou
bieng 1 f2h?, ou bienh { f242. Alors les courbes elliptiques suivantes sont toutes de
rang>1:
() E:Y?=X(X—[+¢°)(X —f>+h®)ouf ¢ {g,—g,h,~h} etg ¢ {h, —h};
(i) B:Y2=X(X - f2—g?)(X — f2—h?) oug ¢ {h,—h};
(i) B:Y2=X(X+f2+¢?)(X+f>—-h?ouf¢{h —h}.

Démonstration.() Ici A = 16(f? — ¢?)2(f2 — h?)?(¢? — h?)? # 0. Le pointP =
(f% fgh) € E et

202 + 212 — 212 2
x(zp)—<fg +£fgh J ) ¢7Z.

(i) Cette fois, A = 16(f2 + ¢2)2(f2 + h?)2(g2 — h2)2 £ 0, P = (f2, fgh) € E et

£2g2 + 212 + g2h2 2 .
2fgh 2.

(iii) Enfin A = 16(f2 + ¢)?(f? — h?)?(¢g> +h?)?> £ 0, P = (—f2, fgh) € E et

2(2P) = (

202 _ 212 _ 4212 2
x(zp):<fg gfgh J > ¢z. O

Proposition 2.6. Soientf, g, h des entiers non nuls d& tels que ou biery { h2, ou
bienh { fg?. Alors les courbes elliptiques suivantes sont de ranty

() E:Y?=X(X - f+f¢?)(X — f+h®)olg # F1, [ # h*eth®# fg%
(i) E:Y2=X(X+f+fg?>)(X+f—h?ouf+#h%

Démonstration.(i) Ici A = 16f%(1—¢%)2(f—h?)?(fg>—h?)?> #0,P = (f, fgh) € E
et

h2 2 _ 212 2
x(2P)—< +fgghg >¢z.

(ii) Cette fois,A = 16f2(1+¢?)(f — h?)2(fg?>+h?)?> #0,P = (—f, fgh) € E et

2 p 2, 272\2
a:(2P)—<h fzgfq;gh) ¢z. O

Proposition 2.7. Soientt, ¢, A des entiers d& tels queA # 0,24 1 (t + 3¢?) (de
sorte que(t, c) # (0,0)) et A = —16(4t3 + 27(—c2 — tc+ A?)?) # 0. Alors la courbe
elliptique £ : Y2 = X3 +tX + (A% — 3 — ct) de discriminantA est de rang> 1.

Démonstration.Ici P = (¢, A) € E et

+(2P) = <“ZZCZ>2—2C¢ z. O
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Proposition 2.8. Soitc € {1,—1} et soit f un entier> 1. Alors la courbe elliptique
E:Y?2=X3+¢(f?—c)X estde rang> 1.

Démonstration.lci A = —64c3(f2 —¢)3 #£0,P = (¢, f) € E et

2(2P) = <cf;f_ 2>2¢z . O

Proposition 2.9. Soient, s, t des entiers positifs tels que> ¢ ets = ¢(mod2). Alors
la courbe elliptiqueE : Y2 = X3 — ¢*X2 + ¢! X est de rang> 1.

Démonstration.lci A = 16¢%(c%—4ct) # Ocars > t. DeplusP = (c%,c**)/2) ¢ E
et
cC—™ —¢C

2s £ 2

Proposition 2.10. Soienta, b des entiers non nuls detels queb 1 3a*. Alors la courbe
elliptique £ : Y2 = X3+ (a® + 3ab?)? est de rang> 1.

Démonstration.lci A = —16-27a*(a®£3b%)? # 0. Prenons = (> Fa?, b+ 3a?b);
alors

3 T 622 + 304\ 2
s2r) = (B ) ~2PF )¢z

carbt3a® O

En consiérant 2P ou P = (¢, G), nous pourrions donner des conditions set G
pour que les courbes elliptiques
() By:Y?=X3+s5X%2+tX +U avecU = G2 — 3 — sc¢? — tc,
(i) Er:Y?=X3+5X?+TX +uavecT = @ — sc— 2,
(i) Es:Y?=X3+SX?+1X +uavecs = C-y4=tc ¢,
(V) B:Y?2=X34+5X2+tX +(G? - 3 — s¢® — tc),
soient respectivement de rakgl, mais nous paferons laisser cet exercice au lecteur.
De méme aura-t-il le loisir de congéder 2P ou P = (¢, cA) et de donner des conditions
surc et A pour que les courbes elliptiques
(V) E:Y?=X3+A%X% -3,
(Vi) E:Y?=X3+cA2X — 3,
(i) E:Y?2=X3+(A% —c—t —u)X?+tcX + c?u,
(viiy E:Y? = X3+5X?+ (cA? — ?sc —u) X +tcX +cu,
soient respectivement de rahgl.

3. Surla grandeur def,,(n). Avec carementla néme néthode que celle de D. Clark
[CI], nous allons @montrer le @sultat suivana propos de la fonctioffi,, (IV) définie en
(1.2). En fait, cette rethode n’est pas nouvelle et est un artifice classique coapuis
longtemps des geialistes des courbes elliptiques.
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Proposition 3.1. Soientm > 0 et N > 0 des entiers tels que la courbe elliptique
E:Y? = X%+mX?+ NX de discriminant non nul soit de rang 1. Alors pour tout
entier positif/, il existe des entier® et.S non nuls tels que

fnrzs2(NRYSH > 20f,.(N).

D’ou

limsup f,,(n) = +oo.

m,n— o0
Démonstration.Un point entier(z, ), qui est sur la courb&' et qui a la propéte que
x|y avecx # 0, donnera naissanéeune factorisation d&’ :

2

y—:m+m+—.

l?z T

Choisissons (su¥) ¢ points rationnels que nous pouvons supposer sans perte de

géereralite de la forme
<t1 7“1) <t2 7’2) <te 7“@)
2> 30\ 203 )0\ 20 3
S1 51 53 52 Sy Sy

et qui posedent les propétes suivantes : ils sont tous difents deur deux, d’abcisses
non nulles, d’ordon@es non nulles etarifient en dernier essor
tit

2.2
SiSj

AN Vije{1,2... 0. (3.1)

Tout cela est possible car la courbe elliptiqiddont I'existence posték est garantie
par la proposition 2.1) est de rangl. Posons

et consi@rons la courbe elliptiqu& : Y2 = X3+ mR252X2 + NR*S*X, dont le
discriminant est non nul.
Le choix des points rationnels sur la couBaous donne Egalie

2 3 2
(9= () n )5
55 55 55 55

i.e.r? = t3 + ms?t2 + Nsit;. D'ol t;|r? pour touti. Il est maintenant aésde \erifier

que les/ points
2 3
(w4, 9i) = (Rz (§> ti, R® (§> Tz')
Si S;

sont des points entiers distincts de la coutbeérifiant la propréte de divisibilie

2 3
P ()
S; S;
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en effet, la propétet;|r? entrdnet;| Rr;. Nous avons dong,, p22( N R*S%) > 2/ aus-
sitdt que nous voyons queV R*S*/z;, Nsty; /t2) estun point de la courbB. Lid ée
derriére ceci est que si le diviseuy de N R*S* fait notre affaire (en grérant I'abcisse
d’un point deF), alorsN R4$4/z; fait aussi notre bonheur (eeggrant I'abcisse d’un
autre point de@). Il faut donc nous assurer que pour tout € {1,...,¢} nous avons
NRAS*/z; # x;. C'est heureusement le cagause de I'hypotrse (3.1). O

En posanin = 0, nous @duisons le&sultat de D. Clark [CI] :

fo(NR*S*) > 20fo(N) et limsupfo(n) = +oo.

n—~o0

4. Sur I'ordre moyen de fm(n). Au cours de cette section, supposons gilie> 0.
Pourn > 0, definissons maintenant la fonction aritétigue

fu(n) = #{z’ eEN:ineti+ M+ ﬁ = 2, pour unc,; € N}.
1

Elle est apparegea fy(n): au lieu dei € Z, on prendi € N. Nous nous pro-
posons de eterminer I'ordre moyen dg¢, (n), i.e.le comportement asymptotique de
ZlgngT fu(n).Ici T estun entier suffisamment grand et, retenons-le bignpl< 7.

Apres avoir multiple pari chaque membre dedgalie i + M + & = 2, nous
trouvons que

1<n=—i*—Mi+c%i<T.
D'ou
i2+ (2, — M)i+T >0 avec ¢2, — M > 0.

n

Remarquons que le polgme quadratiqu&? — (c2, — M)Z + T estégal au produit
de polyromes lireaires

< —% <cfn—M—\/(c%i - M)2— 4T>> <Z—%<c§i—M+\/(cgi — M)2—4T>> :

Nous utiliserons dans les lignes qui suivent la fonctiohdéfinie, rappelons-le,
comme le plus grand entier contenu dangr] < x < [z] + 1.

Lemme 4.1. Soit M > 0 et soitT" suffisamment grand. Alors

Y Fmln) = > (*—1-M)

lsnsT VM+2< </ M+2JT
2 5 2
?— M — /(2 — M)2 - 4T
+2
> 5

V M+2V/T <</ M+1+T
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Démonstration.Nous voulons transformer la somme de gauche orédeselon I'ordre
croissant dex en une somme ordo@e selon I'ordre croissant de ou ¢ sera tel que
i+M+2 =2, = ¢ Nous savons donc quéM +2 < ¢ < /M + 1 +T. Laquestion
maintenant est de savoir combien pourdfixe donré il y a de couplesi, n) tels que
1<n<T, in et z'+M+%:cz.

Par exemple, supposons glie+ 2 n’est pas un cagrparfait. Les prengires valeurs
admissibles de I'entier qui apparé dans lidentiei + M + % = 2, et des entiers et
n correspondants, sont les suivantes:

Oc=[vaT] 43 n= (35 ([VAT+]" 00 -5))

pourj:1,2,...,{\/M+1}2—M—1;

@) c= [VET| +2. (in) = (m‘ ([W”]Z‘M‘j))

pourj:l,z,...,{\/M+2}2—M—1;

(iii) ¢ = [\/M} +3, (i,n) = <j,j <[\/M+3}2 - M—j))
pourj =1,2,..., [\/M+3}2—M—1...
Et la liste des: se poursuit tant et aussi longtemps que 7', i.e.tant que
i —(? = M)i+T >0.

Nous sommes donc amesa consi@rer les deux possibiéis suivantes :

(A) (2= M)?>—-4T <0,i.e.c < /M +2/T, de sorte que

VM +2<e<\/M+2JT.

(B) (> M)?>—4T >0,i < >~ M — /(- M)2—4T eti > > — M+
/(2 — M)2 — 4T'; nous pouvons ignorer les dernietscari > ¢ — M +
V(2 — M)2 — 4T entrdnei > ¢> — M = i+ 2, une contradiction; de plus,

(> — M)? — 4T > 0 estéquivalentic > /M + 2/T, de sorte que

VM+2VT <c<vVM+1+T.
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Nous pouvons alorséadiuire que

1<n<T
= Z #{z’eN:anérifiantlgz’gngT, i|neti+M+2:cz}
1
VM+2<c<\/ M+2/T
+ 3 #{ieN:Elnvérifiantlgz'gngT, z'|netz'+M+2:C2}
1
M+2V/T<c<v/M+1+T
S e
VM+2<e<A/ M+2\/T

+ > 2 > 11|. O
V M+2y/T<c<v/M+I+T 1<i< [4(2— M—/(2=M)?=4T |

Nous utiliserons le lemme technique suivant, daeadh@& duquel, par souci de
géereralite, nous supposond € Z.

Lemme 4.2. SoitM € Z. Soitz > Otel queM + 2,/x > 0 et soit

\VM+2/x<z<VM+1+z. (4.1)
Alors
2z 222 2 2z 822
+ <zc—M — 2_ M2 -4z < + .
22— M (zz—M)3_Z \/(Z ) =2 (22— M)3

Démonstration.Remarquons d’abord que I'hypetbe (4.1) estquivalente
2Vr < -M<z+l (4.2)

De plus, les deux igalies convoiées sonéquivalentes

22— M —

212
_ 2 _ a2
2_M (Z-MpP- V(2 - -

2x 812
22— M (22— M)%¥

(4.3)
> 22— M —

Le membre de droite de (4.3) est positif ou nul, car cesp@.2),

2x 82 < 2x N 82
22—M (22—M)®~ 2\/x 82972

=2Vr < 2> — M.
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Le membre de gauche de (4.3) est darfortiori positif ou nul.
(i) Apres avoirélee au care chaque membre de la prare iregalie de (4.3), il
nous faut erifier I'inégalie suivante
4g2 4% 4g2 8z°
2 2 2 2
—M)“+ + —4x— + > (z°=M)“—4
e P By S Ay v il pe-y v ey v A Gt
gue personne n’osera contester.
(i) Aprés avoiréleve au care chaque membre de la secondegalie de (4.3),
demandons-nous s'il est vrai que
42 642" 1642 32;3
+ —Ax— + < (22— M)*—4
(Z— M2 (Z-M)BE (7= M)"—4z,

i.e.s'il estvrai que

(2= M)

8x N 1622
(22 =M)? (22— M)*
Eh oui! c’est vraiment le cas, car d'a&m (4.2),(z° — M)? > 4z, de sorte que

8z 1642 8z 16a?
+ < Uy =
(22— M)2 (22— M)*~ 4z 1622

<3

3. O

Avant de passei la proposition suivante, rappelons qug) < G(t) veut dire qu'il
existe une constante positivet un nombre&el positiftg tels queF'(t) < ¢G(t), pour
t > to. Rappelons aussi la formule

1 1 1
2_tm3,1tm2 <
> J AR PRAR IS

De plus, posons

H(c) := [E <c2 — M — /(2= M)2 - 4T>] .
Proposition 4.3. Soit M un entier> 0 et soitT suffisamment grand. Alors
T < Y fmln) < T4

1<n<T

Démonstration.Soite = 1 (respe = 0) si M + 2 est (resp. n'est pas) un caparfait.
Utilisons le lemme 4.1, en nous rappelanégdablement comment approximer une
somme par une iggrale. Il existe doné avec 0< # < 1 tel que

S i = 2 Ve 2va] 2 [Vareav] e LVaradT]
(Vg — o) = 3 ([var+2] - ) 5 ([var+2] )
~ren ([Vareav] - [virea—))

+9<H([m}) —H<[ M+2\/TD> +2/[[ ] H(c) de.
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Donc nous obtenons, @ce au lemme 4.2,

Y fmln) < T3/4+/[ ] (cz - M - \/(c2 - M)? - 4T> de
e [V+2vT]
[\/M+1+T] oT 872
3/4
L T+ [ M+2\/T] <02 Y, + (02 — M)3> de.

Or pourT suffisamment grand? > M + 2/T > 2M, de sorte qué// < ¢?/2; donc
@ — M > c?/2;d0u 2T/(c?> — M) < 4T /c? et 8% /(c?> — M) < 64T2/c8. Donc

S hn < 19 ]

VI | <4T 64772
+
1omer [ M+2\/T]

3/4
Cz T) dC < T / .

Enfin

> finln) > > (P—1-M) > T¥%. O
1<n<T VMF2< <A/ M+2yT

En prenantn = 0 dans la proposition predente, nous obtenons lesultat de
D. Clark [C]] :

P < Z fo(n): Z fln) < 2%/,

1<n<z 1<n<z

Cependant sa preuvef(page 183 de [CI]) est malheureusement fausse, comme on
peut d’ailleurs s’en convaincre facilement au moyen d’eplemnunériques.

RemerciementdJne partie de cet article fuicrite pendant un coigsabbatique au
CRM de I'Universie de Monteal; je remercie Francis Clark, alors directeur du CRM,
pour le soutien obtenu. C’est Pierre Lacombaudiant) qui a program@la courbe
elliptiqgue qui apparadans cet article. Enfin, il me faut bien I'avouer, j &@iieficié de
subventions FCAR (Qebec) et CRSNG (Canada).

English extended abstract. A few infinite families of elliptic curves ove® of rank
> 1 are exhibited. For each elliptic cuni2under consideration, we exhibit a rational
point P on E' to conclude from the Lutz-Nagell theorem tha® 2= (z2,y2) is not a
torsion point: in each case, it turns out thatis not an integer. The elliptic curves
exhibited are the following ones:
() E:Y?=X3+mX?+ NX whereN = ¢B? — em — 2, with m, ¢, B €
Z;cB #0,B2# m+candB { (m+2c).
(i) E:Y?=X3+MX?+nX whereM = A2—2 —c withn,c,A € Z\ {0};¢c
andA ¢ "‘Tcz
(i) F:Y?2=X(X —a?) (X — b?) wherea? +b? = c?, with a,b,c € Z \ {0} and
(a,b) = 1.

n
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(V) E:abcY? = X(X —a)(X —b)wherea+b = c,witha,b,c € Z\ {0},a # b
and 2t (a+b+ab).
(V) E:Y?2 = X(X - f2+¢%)(X — f2+h?) wheref,g,h € Z\ {0}, with
either f 1 g?h?, or g t f2h?, or h t f?¢?, and with f ¢ {g, —g,h, —h} and
g ¢ {h,—h}.
(Vi) E:Y?=X(X — f?—¢%)(X — f?>— h?) wheref, g, h € Z \ {0}, with either
f1g®h? orgt f2h2, orht f24?, and withg ¢ {h, —h}.
(Vi) E:Y?=X(X+f?+¢%) (X + f2— h?) wheref,g,h € Z\ {0}, with either
f1g®h% orgt f?h?, orht f2¢g%, and withf ¢ {h, —h}.
(vii) B:Y?2=X(X — f+ f¢?)(X — f+h? wheref,g,h € Z\ {0}, with either
gt h? orht fg? and withg # F1, f # h? andh? # fg°.
(iX) E:Y2=X(X+[f+fg?>)(X+f—h? wheref,g,h € Z\ {0}, with either
g1 h? orht fg? and with f # h2.
(X) E:Y?2=X3+tX + (A% — 3 — ct) wheret,c, A € Z, with A # 0, A =
—16(4t3 + 27(—c3 — tc+ A%)?) £ 0and 4 1 (t + 3¢?).
(xi) E:Y?=X3+¢(f?—-c)X wherec € {1, -1}, f € Nwith f > 1.
(xiiy F:Y2=X3-c"X2+c! wherec, s,t € N\ {0}, with s > t ands = ¢(mod 2).
(xiiiy E:Y? = X34+ (a® + 3ab?)?> wherea, b € Z \ {0}, with b t 3a*.

Let us now fixm € Z; for n # 0 define the arithmetical function
fm(n) :=#{(a,b) € Z x Z :ab=n and a +m + b is a perfect squate

This function is related to the elliptic curig : Y2 = X3 +mX? +nX, withm,n €

Z, where the discriminant of is A = 16n?(m? — 4n) # 0; the 2-descent algrithm of

Tate asks for the number of integersuch that|n, cis square-free and the Diophantine
equationcS* + mS?T? + 7% = U? is solvable. Using an idea of D. Clark (this is in
fact a classical idea), we prove the following result.

Proposition 3.1. Letm > 0 and N > 0 be integers such that the elliptic curve
E:Y?=X3+mX?+ NX of discriminant£ 0 be of rank> 1. Then for every > 1,
there existR and .S different fromO such that

frures2(NRYSH > 20f,,(N).

Finally, for M > 0 andn > 0 we define the arithmetical function

fu(n) = #{i € N :iln andi +M+% = 2, for somec,,; € N}.

Then we prove the following proposition.

Proposition 4.3. Let M be> 0 and letT be a sufficiently large integer. Then

T3 < Y faln) < T4
1<n<N
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