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CONTINUITE AUTOMATIQUE DE MORPHISMES
D’ALGEBRES LOCALEMENT CONVEXES

A. BEDDAA

RESUME. Nous définissons une notion de saturation dans les algebres localement
convexes (a.l.c.) que nous utilisons pour donner des théoremes de continuité au-
tomatique. En particulier, nous montrons que tout morphisme d’une (-algebre
topologique dans une a.l.c. saturée est automatiquement continu; ce qui montre
I’unicité de la topologie de (-a.l.c. saturée. Plusieurs applications et conséquences
sont données.

ABSTRACT. A notion of saturatedness is defined in locally convex algebras. It is
used to give automatic continuity theorems improving known ones. In particular,
we show that every homomorphism from a topological (Q-algebra into a saturated
locally convex algebra is continuous. Some consequences are given.

Introduction. Dans [3], A. C. Cochran a défini dans les algebres localement uni-
formément A-convexes (a.l.u. A-convexes) une notion de saturation. Dans [7], M.
Oudadess a montré que la classe des a.l.u. A-convexes saturées au sens de Cochran
est vide et a proposé une nouvelle définition. Dans le but de donner des théoremes
de continuité automatique, nous étendons cette derniere définition aux algebres locale-
ment convexes (a.l.c.) quelconques. Nous obtenons que dans toute a.l.c. séparée saturée,
I’intersection des noyaux des caracteéres non nuls est réduite a zéro. Ceci entraine, en
particulier, la commutativité et la semi—simplicité de 1’algebre. En utilisant un résultat
de [7], nous montrons que toute algeébre normée uniforme est saturée. Ce dernier résultat
permet d’obtenir que les algebres localement multiplicativement convexes (a.l.m.c.) uni-
formes sont saturées. Nous montrons que tout morphisme d’une ()-algebre topologique
dans une a.l.c. saturée est automatiquement continu (théoréeme 4). Ce résultat généralise,
dans le cas unitaire, le théoréme 2.1 donné par S. J. Bhatt dans [1] ou I’auteur considere
des morphismes d’une ()-a.l.c. dans une a.l.m.c. uniforme. Nous obtenons comme
corollaire de ceci, I'unicité de la topologie de (J-a.l.c. saturée; si elle est séparée, cette
topologie est normable. Nous obtenons alors, comme conséquence, le théoréme 2 de
[2]. Dans le cas involutif, nous montrons que les a.l.m.c. stellaires commutatives sont
saturées. Nous obtenons alors, comme corollaire du théoréme 4, une amélioration, dans
le cas commutatif unitaire, du théoréme 3.1 donné par Maria Fragoulopoulou dans [5].

Recu le 16 aoiit 1995 et, sous forme définitive, le 3 juin 1996.
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Préliminaires. Soit A une algebre unitaire sur le corps K (K = R ou C). On appelle
spectre d’un élément x de A I’ensemble o(z) ={A € K | A\e —x &€ G(A) } ou e est
I"unité de A et G(A) est le groupe des éléments inversibles de A. Le rayon spectral de
x est le nombre p4(z) = sup{ |A|, A € o(z) }. Soit T une topologie vectorielle sur A.
On dira que (A, 7T) est une algebre topologique si la multiplication (z,y) — xy de
A x A dans A est séparément continue. Si en plus T est localement convexe, on dira que
(A, T) est une algebre localement convexe (a.l.c.). Une algebre topologique est dite une
(R-algebre si le groupe de ses éléments inversibles est ouvert. Une algebre localement
multiplicativement convexe (a.l.m.c.) est une a.l.c. dont la topologie est définie par une
famille filtrante de semi-normes (py)xep Vérifiant :

pa(zy) < pa(z) pa(y), pourtout z,y € Aettout A € A. (1)

Une a.l.m.c. est dite uniforme si sa topologie est définie par une famille de semi-
normes (py)xea Vérifiant (1) et telle que py(2?) = [px(x)]?, pour tout = de A et tout
A € A. Elle est dite stellaire si elle est munie d’une involution * telle que py(zz*) =
[pa(z)]?, pour tout = de A et tout A de A.

Dans tout ce qui suit, les algebres considérées sont complexes associatives et uni-
taires. L'unité est notée e.

Dans le but d’obtenir des théorémes de continuité automatique, nous donnons la
définition suivante qui est une extension aux a.l.c. de celle dans [7].

Définition 1. Soit A une a.l.c. dont I’ensemble des caracteres non nuls M *(A) est non
vide. On dit que A est saturée s’il existe une famille filtrante de semi-normes (py)xea
définissant la topologie de A et vérifiant :

(i) pa(e) = 1, pour tout A € A, ot e est I'unité de A.
(ii)) Vx € A,V € Atels que py(z) = 1, il existe xo, x € M*(A) tels que :

Ixo(2)| = sup{ [x(w)], pa(y) < 1} .

Remarque. Une a.l.c. séparée et saturée est nécessairement commutative et semi-
simple. En effet, on a RadA C (\{Ker(x), x € M*(A)} = {0}, carsiz € A
etx # 0, il existe A € A tel que py(z) # 0. Pour z = x/py(x), il existe xo et x dans
M*(A) tels que [xo(2)| = sup{ [x(y)[, pa(y) < 1} = 1. D’o |xo(x)| > pa(x) > 0.
Par conséquent, x ¢ Ker(xo). Pour la commutativité, on a pour tous z,y € A,
zy —yz € [ Ker(x), x € M*(A)} ={0}.

M. Oudadess [7] a étudié les algebres localement uniformément A-convexes satu-
rées et a montré que les algebres de Banach saturées sont exactement celles qui sont
uniformes. En utilisant ce résultat, nous obtenons la proposition ci-dessous.

Proposition 1. Soit (A, || - ||) une algébre uniforme normée non nécessairement com-
plete. Alors A est saturée.

Preuve. La complétée A de A est une algebre de Banach uniforme, donc saturée [7].
Soit x € A tel que ||z|| = 1. En tant qu’élément de A, il existe deux caractéres non
nuls xo et x de A tels que :

xo(@)| = sup{ [x(®)l, ly <1,y € A}.



A. Beddaa 131

Comme les restrictions de yo et x a A sont des caracteres non nuls, il suffit de
montrer que :

sup{ [x()], lyll <1,y € A} =sup{|x(2)], ]zl <1,z € A} .

Soit y € A tel que ||y|| < 1. On envisage deux cas :

Premier cas : Si ||y|| < 1. Il existe une suite (z,),, dans A, qui converge vers y dans A.
Pour n assez grand, on aura ||z, || < 1. Or |x(x,)| < sup{ |x(z)|, z € A, ||| <1}
et  est continu sur A, donc :

IX(W)] < sup{[x(2)], z € A, [[=]] < 1}

Deuxieme cas : Si ||y|| = 1.Posons y, = (n+1)~'-ny, pourtoutn € N.Ona ||y,|| < 1,
pour tout n. D’apres ce qui précede, |x(yn)| < sup{ |x(z)|, z € A, ||z|| < 1}, pour
tout n. Comme (y,, ), converge vers y dans A et y est continu, on aura par passage a la
limite,
IX(W)| < sup{x(x)], v € A, [lzf| <1}
D’ou la proposition. [
En utilisant le résultat précédent, on obtient le résultat plus général suivant.

Proposition 2. Toute a.l.m.c. uniforme A est saturée.

Preuve. Soit (py)aea une famille de semi-normes sous-multiplicatives définissant la
topologie de A et vérifiant py(22) = [px(z)]?, pour tout x et tout \. Pour tout A € A,
pa(e) = 1 sinon py serait identiquement nulle. D’autre part, soient z € Aet A € A
tels que py(x) = 1. On considére I’algebre Ay = A/Ker(p,) munie de la norme
IIs()lIx = pa(y), y € A, ou s désigne la surjection canonique de A sur Ay. D’apres la
proposition 1, (Ay, || - ||x) est saturée. Donc il existe Yo et ¥ deux caractéres non nuls
de Ay tels que :

[Xo(s(2))| = sup{ [X(s(v))], ls(w)llx <1}

Considérons yg = Yoo set y = Yo s. Ce sont deux caracteres non nuls de A vérifiant :
Ixo(@)| = sup{ [x(y)], pA(y) < 1}. O

De la méme facon on montre la proposition suivante.
Proposition 3. Toute a.l.m.c. stellaire commutative est saturée.

Remarques. (1) 1l existe des a.l.c. saturées qui ne sont pas uniformes. En effet. Soit
I’algebre Cy(R) des fonctions continues bornées sur R et a valeurs complexes. On la
munit de la topologie stricte 3 définie par la famille de semi-normes (pg)per, Ol

pa(f) = sup{ |®(z)f(x)|, z € R}, pourtout f € Cp(R)

et
F={®cCyR)|P>0, ||P|loc =1et P estnulle al’infini } .
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L algebre (C(R), (pa)aer) estune a.l.c. complete qui n’est pas localement m-convexe
(voir [4]). Elle est saturée. En effet, (i) de la définition 1 est trivialement vérifiée. Pour
(i), soient f € Cp(R) et & € T tels que ps(f) = 1. Comme P s’annule a 'infini, la
borne supérieure est atteinte et alors il existe x € R tel que :

|[f(2)®(x)] = sup{ |®(z)f(z)], s € R} = 1.

On montre que |f(z)| = sup{ |g(z)|, pa(g) < 1}, d ou (ii). L’algebre Cp,(R) n’est pas
uniforme car sinon, elle serait localement m-convexe (voir [2]).

(2) 11 existe des algebres localement convexes saturées (dont 1’ensembles des car-
actéres non nuls est non vide) qui ne sont ni localement uniformément A-convexes
ni localement multiplicativement convexes. En effet, considérons 1’algebre C'(R) des
fonctions continues sur R munie de la topologie de la convergence compacte et I’algebre
Cy(R) munie de la topologie stricte 3. On montre que 1’algebre produit C'(R) x Cy(R)
munie de la topologie produit est une a.l.c. saturée. Ce n’est pas une a.l.m.c. car Cp(R)
ne I’est pas et elle n’est pas l.u. A-convexe puisque C'(R) ne I’est pas (C(R) contient
des éléments non réguliers).

Dans ce qui suit, nous donnons des théoremes de continuité automatique dans le
cadre général des a.l.c.

Théoreme 4. Soient A une algébre, (B, (px)xen) une a.l.c. saturée et h un morphisme
d’algebres de A dans B. Alors py(h(x)) < pa(x), pour tout X € A et tout x € A. En
particulier; si A est une QQ-algébre topologique, alors h est continu.

Preuve. Soient A € Aety € B. Sipy(y) # 0, alors px(y/pa(y)) = 1. Comme B est
saturée, il existe xo et y deux caracteres non nuls de B tels que :

PA(Y)

Dol [xo(y)| = pa(y)- Or [xo(y)| < pB(y). On en déduit que px(h(z)) < pp(h(x))
pour tout z € A. Mais h est un morphisme d’algebres, donc pp(h(z)) < pa(z). D’ot
pa(h(z)) < pa(x), pour tout A € Aetz € A. Si A est une QQ-algebre topologique,
alors {z € A, pa(z) < 1} estun voisinage de 0. Soit W un voisinage de 0 dans B.
Ilexiste A\ € Aete > 0telsque {y € B, pA(y) < e} C W.Posons V = {x €
A, pa(z) < e}. Cest un voisinage de 0 dans A et on a h(x) € W, pour tout x € V.
D’ou la continuité de h. O

X0 (y)‘ = sup{ [x(2)|,pa(2) < 1} > [x(e)] = L.

Remarque. Par le théoréme précédent nous obtenons comme conséquence, dans le cas
unitaire, le théoreme 2.1 de [1].

Corollaire 5. Soient une algébre A, T et Ty deux topologies qui font de A une Q-
algebre topologique et une a.l.c. saturée respectivement. Alors
(1) La topologie T, est moins fine que T.
(ii) S’il existe sur A une topologie de QQ-a.l.c. saturée, alors cette topologie est
unique.
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Proposition 6. La topologie d’une Q-a.l.c. séparée saturée est normable.

Preuve. Soit (A, (px)aea) une Q-a.l.c. séparée et saturée. On a, comme dans la preuve
du théoreme 4, sup{pr(z) | A € A} < p(x), pour tout x de A. Comme A est une
Q-algebre, p(z) < 400, pour tout . Posons ||z|| = sup{ px(x) | A € A }. On montre
que la topologie de A est définie par la norme || - ||. O

Remarques. (1) Dans le cas commutatif et unitaire, on obtient comme corollaire de la
proposition 6, le théoréme 4.3 de [8].

(2) Comme conséquence du corollaire précédent, on obtient le résultat suivant sur
I’algebre classique C'(K') des fonctions continues sur un compact K. Il met en relief des
propriétés qui caractérisent, en un certain sens, la norme de la convergence uniforme

Corollaire 7. La seule topologie d’algebre localement convexe qui fait de C(K) une
Q-a.l.c. saturée est celle définie par la norme de la convergence uniforme || - || oo-

Corollaire 8. Une a.lL.m.c. séparée saturée (en particulier une a.l.m.c. uniforme) qui
est une (Q-algebre est en fait une algebre normée.

Corollaire 9 [2, Theorem 2]. Une a.l.m.c. uniforme compléte qui est une QQ-algébre
est en fait une algebre de Banach (uniforme).

En utilisant le théoréeme 4 et le fait que toute a.l.m.c. stellaire commutative est saturée,
nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 10. Soit (A, (pa)acr) une Q-l.c.*-algébre et (B, (qx)ren) une a.l.m.c.
stellaire commutative. Alors tout *-morphisme d’algebre h de A dans B est continu.
En particulier pour tout A\ € A, il existe o € T tel que q(h(x)) < po(z), pour tout
x € A

Remarque. Le corollaire précédent est une amélioration, dans le cas ou I’algebre d’arri-
vée B est supposée commutative et unitaire, du théoreme 3.1 de Maria Fragoulopoulou
dans [5].
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English extended abstract. Throughout this paper all considered algebras are com-
plex, associative and unital. In the present paper, we extend the definition of saturated-
ness given by M. Oudadess in uniformly A-convex algebras (see [7]) to locally convex
algebras with non-empty set of non-identically zero multiplicative functionals. We use
the notion of saturatedness to give some theorems of automatic continuity in locally
convex algebras (we assume no metrizability and no completeness). The main result is
Theorem 4, in which we prove that every homomorphism from a topological ()-algebra
into a saturated locally convex algebra is automatically continuous.

We show that uniform locally multiplicatively convex algebras are saturated. Then,
in the unital case, our theorem improves theorem 2.1 of S. J. Bhatt in [1]. We also
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show that commutative stellar locally multiplicatively convex algebras are saturated
and consequently we improve in the unital commutative case, Theorem 3.1 due to M.
Fragoulopoulou in [5], (in fact, the commutativity is needed only for the range algebra).
Using our theorem, we obtain that the topology of a saturated locally convex ()-algebra
is unique; in the Hausdorff case this topology is normable. In particular, Hausdorff
uniform locally multiplicatively convex (J—algebras are in fact normed algebras. We
therefore obtain, as a consequence, the main theorem of S. J. Bhatt and D. J. Karia
in [2]. Finally, we obtain, as an application to the known algebra C(K) of continuous
functions on a Hausdorff compact set K, that the only topology which makes C'(K) a
saturated locally convex (Q-algebra is the topology of uniform convergence.
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