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RESULTATS SUR DES CONES SEQUENTIELLEMENT
COMPLETEMENT REGULIERS

AHMED OULD BAHYA

RESUME. Dans ce travail, nous étendons a des cOnes séquentiellement compléte-
ment réguliers les propositions 13 et 14 de [6]. Nous donnons également une preuve
directe d’un résultat similaire a la proposition 12 de [6]. Ce qui nous a permis
de retrouver comme corollaire la proposition 5 de [4]. Enfin, nous obtenons une
condition suffisante pour qu’un cdne séquentiellement completement régulier soit
bien basé et une autre pour qu’il soit normal.

ABSTRACT. In this paper we give a proof of a result similar to Proposition 12 of
[6]. In this proof we make use only of the definition of semicomplete cones. This
enables us to arrive at Proposition 5 of [4] as a corollary. We also extend to fully
regular cones Propositions 13 and 14 of [6]. This gives rise to new properties of
fully regular cones.

1. Introduction. Dans [6], G. Mokobodzki introduit la notion de cdne semi-complet;
il montre que si p est une semi-norme continue sur le cone semi-complet K pour la
suite (fy,),, de formes linéaires continues et positives sur K alors il existe n tel que :

VeeK; p(a)< Y ful2).

1<k<n

11 utilise pour cela des propriétés d’applications relativement bornées sur le cone K
(propositions 13 et 14 de [6]).

G. Isac reprend, dans [4], les résultats de Mokobodzki pour obtenir la nucléarité de
tout cone semi-complet.

Dans ce travail, nous montrons en utilisant uniquement la définition, que si p est une
semi-norme continue sur le cne semi-complet K, alors il existe n tel que :

Ve K; p(z)<n? Z fr(x).
1<k<n
Ceci permet de retrouver un résultat d’Isac sans faire appel a la notion d’application

relativement bornée comme c’est le cas des lemmes 1 et 2 en page 164 de [4]. Par
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ailleurs nous étendons au cas des cones séquentiellement compleétement réguliers les
propositions 13 et 14 de [6], ce qui nous permet d’une part de retrouver ces mémes
résultats comme corollaires et d’autre part d’obtenir une condition suffisante pour qu’un
cone séquentiellement complétement régulier soit bien basé (proposition 4) et une autre
pour qu’il soit normal (proposition 8).

2. Nous donnons ici un résultat similaire a la proposition 12 de Mokobodzki. La preuve

que nous donnons ne fait pas intervenir des propriétés des applications relativement
bornées comme c’est le cas dans [6].

Définition [6]. Soit F(7) un espace localement convexe séparé (e.l.c.s.) et K C F un
cone convexe. On dit que K est semi-complet pour la suite (f,,),, de formes linéaires
continues sur E et positives sur K si pour toute suite (z,,),,, d’éléments de K telle que

Z fn(xm) < oo, pour tout n, il résulte qu’il existe x € K avec x = Z T

m m

Proposition 1. Soit E(7) un el.c.s. et K C E un céne convexe semi-complet pour
la suite (fy),, de formes linéaires continues sur E et positives sur K. Pour toute
semi-norme p continue sur E, il existe n tel que :

Vee K, px)< n? Z fr(x) (%)

1<k<n
de sorte que 0 ait un systeme fondamental dénombrable de voisinages dans K, pour la
topologie T.

Preuve. Soit p une semi-norme continue sur F. Posons :

1
B = E: <1 t B, = E; <=
{reBip)<1) e ze I;nmw -

Pour montrer (x) il suffit de montrer que (B,, N K) C (B N K). En effet, soit x € K
et > 0 tels que :

n* > fil(z) < p

1<k<n
1
Alors Z fr <a:> < E;d’oﬁ

€ (B, N K) et donc par hypothése T e (BNK);
1<k<n H K

x
w
o x . )

ce qui implique que p ({ — ) < 1 etdonc p(z) < p. Ainsi p(x) <n Z Jr(x).

o

1<k<n
Montrons donc qu’il existe n tel que (B, N K) C (B N K). Pour cela supposons

que (B, N K) ¢ (BN K), quel que soit n. Alors :

VYn, dx, € K: x, € Byetx, & B.

On construit ainsi une suite d’éléments de K telle que

Vn, p(z,) > 1.
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Vérifions que

Vm, me(xn) < 00.

Soit m € N.
Vn<m, sup fi(zn) = am < o0,
n<m

Vn>m, folzs) < Z Tr(wn).

1<k<n
1
Mai < —.
is comme x,, € B,,, Z fr(zn) < 3
1<k<n
1
Donc < < —.
S fulen) < maner - fulen) < Y o
n<m n>m n>m

Donc E () < magy, +2 < oo.

n
Ainsi Z fm(xy) < oo, pour tout m; et comme K est semi-complet pour la suite
n

(fn),» la série E x, converge vers un élément de K. Donc son terme général x,, tend

n
vers zéro. D’ou contradiction avec p(x,,) > 1, pour tout n. [

Comme corollaire de ce résultat nous retrouvons, sans utiliser les lemmes 1 et 2,
comme c’est le cas dans [4], le résultat de G. Isac. Nous aurons besoin de la définition
suivante.

Définition [5]. Soit E(7) un e.l.c.s. et K C E un cone convexe. On dit que K est
nucléaire s’il existe une base B de semi-normes définissant 7 telle que :

VpeB,3f, € E': Vx € K, px) < fy(z).

Corollaire [4, Proposition 5]. Soit E(7) un e.l.c.s. et K C E un céne convexe. Si K
est semi-complet pour une suite (fy,),, de formes linéaires continues sur E et positives
sur K alors K est nucléaire.

Nous étendons maintenant au cas des cones completement réguliers les propositions
13 et 14 de [6] obtenues pour les cones semi-complets.
Nous aurons pour cela besoin des définitions suivantes.

Définition [6]. On dit que ’application f de K dans R est relativement bornée si pour
toutz € K, ilexiste « > Otelque:siz =u+vouu,v € K alors f(u) < a.

Définition. On dit qu’un sous-ensemble B de K est une base du cdne convexe K si :
Vee K\{0}, IIN€ER, Ibe B: x =N

On dit que K est bien bas¢ dans I'e.l.c.s. £ si K possede une base bornée B telle
que 0 € B, ou B désigne I’adhérence de B.



122 Résultats sur des cénes séquentiellement complétement réguliers

Définition. On dit qu’un cone convexe K d’un e.l.c.s. E(7) est séquentiellement
completement régulier si toute suite (z,,),,, d’éléments de K qui est monotone croissante
et 7-bornée est T-convergente vers un élément de K.

Proposition 2. Soit E(7) un e.l.c.s. et K de E un cone convexe séquentiellement
completement régulier tel que 0 dans K possede un systeme fondamental dénombrable
de voisinages (S.F.D.V.) et f : K — R une application relativement bornée. Alors :

Ju>0,3e>0,IreN: Ve e K, pp(z) <e, Vm <r)= f(x) <p  (xx)

ou les py, désignent les jauges du S.F.D.V. de 0 dans K.

Preuve. Posons M(e,r) = {x € K ; pp(x) <€, Vm < r}. Alors M(e,r) # 0, car
0 € M (e, ). Supposons que (xx) n’est pas vérifiée. Alors

1

VreN, 3z, € K: pp(z,) < > Vm <ret f(x,) >r.
Considérons la suite (y,), définie par y, = an Zp. Alors (y,), est une suite

d’éléments de K qui est monotone croissante. Vérifions qu’elle est 7-bornée.

Soit m € Net ayy, = sup pp(zy). On a pour tout r > m :
n<m

pm(yr) = Pm Zl‘n

n<r
< Z pm(xn) + Z pm(:rn)
n<m m<n<r
1
<ot ¥
n<m m<n<r
< Z pm(xn) +2
n<m
< maoy,, + 2.

Ainsi (y,), est une suite monotone croissante d’éléments de K qui est 7-bornée.
Donc (y,), est convergente vers z € K, car K est séquentiellement compleétement
régulier. Si on pose z, = x — x, alors z, € K (car x > z,). Ainsionax = z, + 2,
avec x, et z, € K et f(x,) > r ce qui contredit le fait que f est relativement bornée
sur K. O

Nous obtenons également le résultat suivant qui est une extension de la proposition
13 de [6].

Proposition 3. Soit E(7) un el.c.s. et K C E un céne convexe séquentiellement
completement régulier et tel que 0 dans K possede un systeme fondamental dénom-
brable de voisinages et p de E dans R une semi-norme relativement bornée. Alors il
existe une constante py > 0 et v € N tels que :

Vo e K, p(x) < po sup pm(z),

m<r
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ou les py, désignent les jauges du S.F.D.V. de 0 dans K.

Preuve. D’apres la proposition précédente,
Jpu<0,3e>0,FreN: Vze K, pu(x)<e, Vm <r)=px) < pu.

Posons ®,.(x) = sup pp,(x) et pg = "
m<r €
Si @,.(x) = 0 alors pour tout A > 0 ona ®,.(Az) = 0 < € et donc p(Ax) < pd’ou
p(z) = 0etdonc p(z) < po sup pm(x).

m<r

Si ®@,(z) = a > 0 alors D, (E:L‘) =€; d’oflp( l‘) < petdonc p(x) <
o'

€
— a =
«

o=

Po Sup pm(x). Ce qui termine la preuve. [J
m<r

Comme conséquence du résultat précédent nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 4. Soit E(7) un e.l.c.s. et K C E un céne convexe séquentiellement
completement régulier et tel que O dans K possede un systeme fondamental dénombra-
ble de voisinages. Si K est bien basé pour une topologie localement convexe 7' sur E
telle que tout borné de E(7') est borné dans E(1) alors K est bien basé dans E(T).

Preuve. Soit (pa),ecq une famille de semi-normes définissant 7’ tel que K est bien basé
dans E(7"). Comme K est bien basé, il existe une forme linéaire f positive sur K et
7'-continue sur F telle que :

VaeQ, Jky >0, Vo € K, po(x) < kof(x). (1)

Ainsi |f| : E — R* est une semi-norme relativement bornée sur K. Donc d’apres la
proposition 3, il existe pg > O et r € N tels que

Ve e K, f(z) < po sup pm(x).
m<r
Considérons I’ensemble B = {z € K, f(x) = 1}. Alors B est convexe. Il est borné
dans E(7") d’aprés (1).
Donc B est borné dans FE(7). De plus B est une base de K. Vérifions que 0 ¢ B’
ot B” est I’adhérence de B dans F (7). Supposons que 0 € B’ alors il existe une suite
généralisée (z;);c; d’éléments de B qui est T-convergente vers 0. Mais on a :

Ve e K, f(xz) < po sup pm(z).

m<r

D’ou:
Viel, f(xi) < po sup pm(zi),

m<r

c’est-a-dire
Viel, 1< pysup pm(z;).
m<r

Ce qui donne une contradiction avec le fait que (x;);c; T-converge vers 0 et donc
0 ¢ B". Donc K est bien basé dans E(7). [

Comme corollaire des propositions 1 et 3 nous retrouvons les résultats suivants de [6].
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Proposition 5 [6, proposition 13]. Soit h une application relativement bornée de K
dans R, ont K est un cone convexe semi-complet pour une suite (fy,),, de formes linéaires
continues sur E et positives sur K. Alors il existe M > 0 et un entier r tels que

Vve K, (fo(v) <€, Vg<r)=h(v) <M.

Preuve. 11 est facile de voir que si K est semi-simple pour une suite ( f;,),, de formes
linéaires continues sur E et positives sur K alors K est séquentiellement completement
régulier. Et d’apres la proposition 1, 0 dans K possede un systeme fondamental dénom-
brable de voisinages et on conclut alors a partir de la proposition 2. [J

Proposition 6 [6, Proposition 14]. Soit K un céne convexe semi-complet pour une
suite (fy),, de formes linéaires continues sur E et positives sur K et p une semi-norme
relativement bornée sur K. Il existe k > 0 et un entier r tels que :

Vv e K, p(v) < ksup fin(v).

m<r

Preuve. Puisque K est semi-complet pour la suite ( f,,),,, il est séquentiellement comple-
tement régulier et 0, dans K, possede un systeme fondamental dénombrable de voisi-
nages et on conclut a partir de la proposition 3. [J]

Nous donnons maintenant une démonstration du résultat suivant énoncé dans [5], et
que nous aurons a utiliser. Mais tout d’abord rappelons la définition suivante des cones
normaux.

Définition. Un cone convexe K dans un e.l.c.s. E(7) est normal si et seulement si
VVeV.(0),3WeV,(0): 0<z<yeW=zeV

ot V;(0) désigne I’ensemble des voisinages de 0 pour 7.

Proposition 7. Soit E(7) un el.c.s. et K C E un céne convexe séquentiellement
completement régulier. Si K est localement borné alors K est normal.

Preuve. Puisque K est localement borné alors il existe un voisinage V' disqué de 0
tel que V' N K est borné. Soit p la jauge de V et (W,),, un systeme fondamental de
voisinages de O dans K tel que W,,4; C W,,. Supposons que K n’est pas normal. Alors :

1
AW e V.(0), Vn, Jzp,yp € K: 0< 2, < yp € EWnetanW

1 1
Mais V' N K étant borné, il existe « > 0: —(V N K) C W etdoncVn, z, & —V.
a a
Dou:Vna-p(z,) > 1.
Posons !, = nx,, et y,, = ny,. Alors

n

1
Ogmﬁlgyge—ZWn et a-p(x)>n>1.
n

z! x!

D’oﬁOgizgx;etdoncO§7”<y;.

a-p(zh) a-p(xy) ~
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Soit /
L n+1
Yy — ————, Sinimpair,
2 « p(fELn)
i 2
Zn = ,
Tn
L . .
—_—2 si n pair.
/ Y

a-plx

p( g)

Alors pour tout n, z, € K.
Considérons maintenant la suite (¢,),, d’éléments de K définie par t, = 2| + 2, +
<o+ z,. Alors
/

/ / / xm
+ . .
Y1 +Y+- -+ Y,y — ——— Sinimpair
o ap(2ha) ’

2
Y+t o+ Y si n pair
2

et (t,),, est une suite monotone croissante d’éléments de K. De plus elle est bornée,

car si p,, est la jauge de W, on a:
— Pour m > 2n avec m pair :

Pn(tm) = pn (yi+-~-+y;+y§l+1+~--+y’%)

m/2
<pa (Y +-+un)+ > pa (i)
k=n+1
m/2 1
<o)+ Y
k=n+1
=1
Spn(y/1+...+y;)+zﬁ:an<oo,
k=n+1
— Pour m > 2n avec m impair :
o
Pr(tm) = Dn y§+~--+y%T+1—a (;, ]
Pl
S L
<pn (Y +--+yn) + — +Dn :
Rty O"p(xlT“)
) , S I |
<pon Wi+ vl D
k=n+1 a

1
Ainsi : Vm, Vn, pp(tm) < ap + — < +o0.
o

Donc (t,),, est bornée.

8
SR

De plus, on a, par construction : V n pair p (tn — tn,l) =p < ;
o 11)(:1/:2
2
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Donc (t,),, n’est pas de Cauchy, donc elle est non convergente. D’ou contradiction
avec le fait que K est s€quentiellement complétement régulier. [

Nous donnons enfin le résultat suivant :

Proposition 8. Soit E(7) un e.l.c.s. et K C E un céne convexe séquentiellement
completement régulier et tel que O dans K posséde un S.F.D.V. S’il existe un borné B
de F tel que K soit normal dans (Ep,pp) alors K est normal dans E(T).

Preuve. Si K est normal dans (Ep, pp) alorson a :
da>0:Vee K, Vye K, app(z) <pp(z+y).

Donc pp est relativement bornée de K dans R*. D’ou d’apres la proposition 3, il existe
une constante pp > 0 et r € N tels que

Ve e K, pp(z) < po su<p Pm(x).

Ce qui montre que le cone K est localement borné dans E/(7) et on conclut a partir de
la proposition 7. [J

English extended abstract. Let F(7) be a locally convex Hausdorff space and K C E
a convex cone.

K is fully sequentially regular if each increasing and topologically bounded sequence
in K converges to an element of K.

K is semicomplete for a sequence ( f,,),, of continuous linear forms on £ and positive
on K if for every sequence (), in K suchthat ) . f, (z,,) < oo for every n, there
isanz € K withe =) 2.

K is normal if

VYV EV,0), AW eV,(0): 0<z<yeW=z€eV,

where V- (0) is the set of neighborhoods of 0 for 7.
A map f: K — Ris said to be relatively bounded if

Vee K, Ja>0: (x =u+wv, where u,v € K) = f(u) < a.

We give a result similar to proposition 12 of [6]. For the proof we do not use the
properties of relatively bounded applications.

Proposition 1. Let E(7) be a locally convex Hausdorff space and K C E a convex
cone semicomplete for a sequence (fy,),, of continuous linear forms on E and positive
on K. For every continuous seminorm p on F, there exists n such that

Vee K : plx) <n? Z fr(x).
1<k<n
Hence 0 has a countable basis of neighborhoods in K, for the topology T.
To prove this we suppose that (B, N K) ¢ (B N K) for every n where

{reE;pl) <1} andBn:{er;Z\fk(x)\g 1}.

n2
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This allows the construction of a sequence (z,,),, C K such that

Vn, p(x,) > 1 and Vm, me(:rn) < o0.

n
The semicompleteness implies that (z,,), converges to z € K. This gives a contra-
diction with V' n, p(z,) > 1. And hence 3n: (B, N K) C (BN K). This implies

Vze K ; p(z) <n? Z fr(x).
1<k<n
As a corollary we obtain proposition 5 of [4]. We extend for fully sequentially regular
cones propositions 13 and 14 of [6] obtained for a semicomplete cone.

Proposition 2. Let E(7) be a locally convex Hausdorff space and K C FE a fully
sequentially regular cone such that 0 possesses a countable basis of neighborhoods in
K and f : K — R be a relatively bounded map. Then

Jp>0,3e>0,3reN: (Vz €K, pnlz) <e) = f(z) <p,

where p,, denotes the Minkowski functional of the countable basis of neighborhoods
of 0in K.

Proposition 3. Let E(7) be a locally convex Hausdorff space and K C E a fully
sequentially regular cone such that O possesses a countable basis of neighborhoods
in K and p : K — R be a relatively bounded seminorm. Then

dpo>0,3r e N: Vz e K, p(x) < po sup pm(x).

m<r

We also obtain the following criterion for normality.

Proposition 4. Let E(7) be a locally convex Hausdorff space and K C FE a fully
sequentially regular cone such that 0 possesses a countable basis of neighborhoods in
K. If there exists a bounded subset B of E/ such that K is normal in (Ep,pp), then K
is normal in E(T).

BIBLIOGRAPHIE

1. A. O. Bahya, Un critére de nucléarité pour certains espaces de type (M), C. R. Math. Rep.
Acad. Sci. Canada 11 (1989), 133-136.

2. , Etude des cénes nucléaires, Ann. Sci. Math. Québec 15 (1991), 123-133.

3. , Quelques criteres de nucléarité des cones, PM.E.N.S.T. 7 (1990).

4. G. Isac, Un critere de sommabilité absolue dans les espaces localement convexes ordonnés.
Cones nucléaires, Matematica (Cluj) 25 (48) (1983), no. 2, 159-169.

5. , Sur Uexistence de I’optimum de Pareto, Riv. Mat. Univ. Parma 4 (1983), 303-325.

6. G. Mokobodzki, Cones normaux et espaces nucléaires. Cones semi-complets., Séminaire
Choquet : Initiation a I’analyse, 7e année (1967-1968), 1-14.

7. H. H. Shaefer, Topological vector spaces, Springer-Verlag, Berlin, 1986.

A. O. BAHYA

DEPARTEMENT DE MATHS-INFORMATIQUE
FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES
UNIVERSITE DE NOUAKCHOTT

B. P. 5026, NOUAKCHOTT

MAURITANIE



