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CONDITION SUFFISANTE DE RESOLUBILITE DU PROBLEME
DE CAUCHY MATRICIEL C* NON CARACTERISTIQUE
A CARACTERISTIQUES DE MULTIPLICITE VARIABLE

FausTIN TOUADERA

RESUME. Dans cet article, nous généralisons aux systémes un article écrit par
T. Nishitani dans le cas scalaire et donnons une condition suffisante d’hyperbo-
licité faible lorsque chaque couple de racines caractéristiques pouvant avoir des
valeurs égales admet un contact d’ordre infini sur I’hyperplan des données.

ABSTRACT. In this paper, we generalize to systems a paper of T. Nishitani in the
scalar case and give a sufficient condition of weak hyperbolicity when each couple
of characteristic roots which could have equal values admits a contact of infinite
order on the hyperplane of data.

1. Notations — Hypotheéses — Résultats.
a. Notations — Définitions.

: .0 : 0
Dy = (Dyy,...,Dy,); Dy, = —i0y, = —iy Dy = —i0, = —ins
J

pour tout s € R, nous considérons les espaces de Sobolev H de norme ||u/|s.
Posons H = (), H, et pour tout u € H,

2 aux 2 T
I = 3 [ 102u(e.Pd;

laf=k

(N = ()l 14 + 1D, 0+ + |1 D ) 5.

m—1+p

Les classes d’opérateurs pseudo-différentiels utilisées dans ce travail sont les mémes
que celles dans [1, 7, 8, 10, 14].

Recu le 17 février 1995 et, sous forme définitive, le 20 novembre 1995.
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68 Condition suffisante de résolubilité du probléme de Cauchy

b. Hypotheses. Soit I’opérateur différentiel matriciel réel h de dimension ¢ x ¢ de
classe C°(R™*!) et d’ordre 6.

0

h = Z h@—j(xvt;Dma Dt)
7=0

ou hg—; = hg—;(z,t;¢,7) est une matrice de dimension ¢ x ¢ formée de fonctions
(hg_j)% polynomiales homogenes de degré § — j en (, a coefficients indéfiniment
dérivables et bornés ainsi que toutes leurs dérivées et tel que la matrice caractéristique

H = hg(.T, t; Cv T)
vérifie les hypotheses suivantes :

Le déterminant caractéristique det H possede la décomposition suivante :

m—s S

det H(w,t:¢,7) = [[ (7 = M@, t:0) [[ (7 — iz, 1:¢)) (1.1)

=1 =1

ol {\i(z, 6 ¢) hi<icm—s et {pi(z,t;¢) }i<i<s (25 < m) sont a valeurs réelles
distinctes deux a deux dans chaque ensemble mais \;(x, t; ¢) doit étre égale a
wi(x,t;¢) quand ¢t = 0 et plus exactement

)\i(LL’,t;C) - ,lLi(SC,t;C) = O-i(li7t;<—)yi(xat;<)a I1<i<s (12)

ou o;(t) sont des fonctions de classe C'* positives et strictement croissantes
pourt > 0, 0;(0) = 0etv;(z,t;¢) # 0V(x,t ().
Nous supposons de plus que

oi(op)~" € C*([0,T7),
Ai € C(R"™ x [0%, 00[xR" \ 0),
11 € C®(R™ x [0%, 00[xR™ \, 0).

Soit A(z,t,(,7) la matrice des cofacteurs de H dans le développement de
det H
HA=AH =detH - I,
ou I, est la matrice identité de dimension ¢ x g.

Soit K le polyndme sous-caractéristique du systeme

q
Kzt r)=K=Y_ [Hﬁ“ - 8< A AP~ Hg{A;,A?}
a,[B=1 J

ou { , } estle crochet de Poisson et H® = Hy_(z,t; ¢, 7).
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Posons :

l m—s S
- E{T—)\i,T iy AL (z,t5¢,T) H H (T —py). (1.3)

j=1 j=1

JFi JF

Introduisons la condition suivante :

Z(xv t; C) Ni) = TZ(‘T7 t; C){T - )‘i’ T = Mi} + Sl(xv t; C)()‘Z - Mi)|‘f'=,ui
ou T; et S; sont des symboles d’opérateurs pseudo-differentiels.

Soient f(t) et g(¢) deux fonctions de classe C'*° positives et strictement croissantes
pour ¢ > 0. Nous écrivons g < f s’il existe une constante C positive telle que

JOU O et g®l O F O] (f’:%) (1.4)

soient deux fonctions de classe C* sur [0, C]. Cette relation d’ordre nous permet
d’introduire la condition suivante concernant {co;(t) }1<i<s :

Pour tous 0, 0 tels que 07(0) = 0(0) = 0,0na 0; < g; ouo; < 0;.
c. Résultats.

Théoreme. Si [’opérateur h vérifie les hypothéses HIl, H2 et si les conditions A et B
sont réalisées, le probleme de Cauchy associé

(1) hu=f,
(2) D{u(m,O):uj(x), VeeR" j=0,1,...,0 -1,
fi uy
avecf=\| : Jetu=1| |,
fq Uq
possede une solution unique u(z,t) € [C°°(H)|? pour toutes données initiales

(uo(x),...,up—1(x)) € [H]

et tout second membre f(z,t) € [C(H)]? ou C*(H) = C*([0,+00], H). De plus,
cette solution vérifie I'inégalité d’énergie suivante :

lu(z, ), < C(1) {IHU(%O)IHN@ +1 sup ||f(3775)\|1v(l)}
0<s<t

ou N () est un entier dependant de hetl = 1,2,. ..
Remarque 1. La condition B ne dépend pas de (1.2).

Remarque 2. Dans le cas ou tout o; tel que o(0) = 0 s’annule a I’ordre fini pour ¢ = 0,
la condition B est toujours satisfaite.
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2. Démonstration de ’existence de la solution.

a. Premiére réduction du probleme. Considérons le probleme de Cauchy (1) et (2)
associé a h :

(1) hu = f,
(2) D{u(w,O):uj(x), VreR" 7=0,1,...,0 — 1,
fi u
avec f=[ : Jetu=|[ :
fq Ugq

Soita(z, t; D,, D) un opérateur matriciel de dimension ¢ x ¢ d’ordre m—6 et de matrice
caractéristique A(x,t;(, 7). En s’inspirant de ’article [4], nous réduisons 1’ opérateur
h a un opérateur P différentiel en ¢ et pseudo-différentiel en x d’ordre m > 6 en faisant
un changement de fonctions inconnues v = av et en posant P = h - a.

Le probleme (1) et (2) se transforme en

Pv = f,
Dl(av)(z,0) = uj(z), j=0,1,...,0—1.

A cause de I'inversibilité de A(z,t;0,1) (hypothése H1), on peut résoudre les équations
DI(av)(z,0) = uj(x), j=0,1,...,0—1

et calculer vj(z) = D{v(m,O)jzo,lwm,l en fonctions de u;(x) =0, g—1 (voir [4])
telles que pour toute solution v € [C*°(H)|?

(1) Pv=f
2)  Dlu(z,0)=vj(x), j=01,...,m—1,

u = av soit solution de (1) et (2).
Ainsi, nous sommes ramenés a la résolution du probleme (1) et (2°).

b. Deuxiéme réduction du probléme. Nous supposons que 0] < 0y < -+ < 0.
Nous garderons désormais cette relation d’ordre.
Supposons de plus que

A% (‘Tat; <7 MZ) 7& 0

et introduisons les notations suivantes

[ =D = M@, t: D)) - [Dy = Mi(, 8 D)

m

Dy = (@, t: Do)+ [Dy — (e, :D,)] (21)

ot \;(z, t; D, ) est]’opérateur pseudo-différentiel de symbole \;(x, t; ¢) et p;(x, t; D),
I’opérateur pseudo-différentiel de symbole p;(x, t; ().
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Nous pouvons écrire P(x,t; D,, D;) sous la forme

P(x,t; Dy, Dy) = [ [+ [[ +Cm-1(2.t: Do, Dy) + Qua(2,t: Doy D1) - (22)

m m—1

N

ou

Cmfl(x,t;Dxa Dt) = Omfl(xvt; Dx) + Cm72(mat;D:r:)[Dt - ,ul(ﬂjat;Dx)] +
et Cm—s(wa t; Da:)[Dt — Hs—1 ((L’, t; Dac)] e [Dt — M1 (x7 t; Dx)]v (23)

H Cr—s—1(x,t; Dy) - [Dy — ps(z,t; Dy)] -+ - [Dy — pi(z,t; Dy)] +

et CO[Dt - Am—s—l (1'7 t; Dw)] te [Dt - )\1 (x7 t; Dx)]
Dy = ps(@, 4 D)) Dy — (a5 D,)] (2.4)
et Cp—i(z,t; Dy) (i = 1,...,m) est un opérateur pseudo-différentiel matriciel de

dimension ¢ x ¢ de symbole C,,_;(x,t; () dont les composantes sont homogenes de
degré m — i en C et (,,—» un opérateur matriciel de dimension ¢ x ¢ d’ordre m — 2.

Ly
Proposition2.1. Soit A= : ou Lf4 estla i®™® ligne de lamatrice A,i =1, . .., q.
Lq
A
Alors
HYD)
Lly(w,t:¢, 1) Cp, (2, 28 B0 1) g1 e
A, 6 ¢ ) Oy (2, 85.C i) = Al(x ) alz, t: ¢, pi)

oit CO | (x,t;¢, ) est le symbole principal de Cy,—1(x,t; Dy, Dy).

Preuve. D’apres I’article [4], nous savons qu’il existe un opérateur pseudo-différentiel
matriciel M de dimension ¢ X ¢ dont le symbole est homogene de degré m — 2 en ( tel
que :

PP
0
—f{T Nz, ), m—pi (2, 85 C) }H =M [ =15)Tg e +(Ni— i) M (2, £: ).

1

J#Z gsﬁi
OH 0A
A A

Sachant que 0(P,,—;) = H~A+ HA ZGCJ 9z, avec

HA = H9_1($,t;<,7), AA = Am—@—l(xat;CaT)a
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n
OH 0A 1 0°P,
o G = HA+HA® + —_—
S

- %{T = Ai, T — i} H (7= X5) H (7 = 1) - Iglrmps + (i — i) M.

J=1 J=1
J#i J#i
Puisque nous avons P, = H - A,

2 2 .
OPn _OH-A) 0 (0H 04
8Cj8$j 8Cj8$]’ 8@ 8:75]- aibj

O*H OH 0A OH 0A I A

= A+ — . — . .
agjal’j * 8:13j 8@ " 8@ 8{Ej 8Cj8:cj

et donc

~OH 04 1 PF, _ {(‘E.%_l OH
8@ 8Ij 28@'856]'7],:0 84‘] aﬁj 28Cj81‘j
JLHOA 1004 1y PA

281’j 6@ 28@ 8@ 2 aCjal‘j
_ly [MM_GHM}_I Y PZH s oA }
2j=0 8@ 8.%']' 8.%']'8Cj 2j=0 8Cj8x]‘ 8<j8.%'j ’

=0

Ainsi, nous avons

I~ [ &*H A
O i(m,t: ¢ pj) = HA® + HR A+ — [ A+H }
1 j 2 jgo 0¢;0x; ;0
1 n aZH aZA :| 1 m—s s
PR 7A+H7 —_— 7'_>\4’7-_ . 7__)\‘ ) e
2 JZ::O [Ocjﬁmj a0 2{ j Hj}jl;[l( ])]1;[1( i) g lr=p;
J#i J#i
+(Aj — pj)M(z,t; Q).

Multiplions les deux membres de cette égalité par la premiere ligne de la matrice A
prise au point (z,t; ¢, f1;) que nous notons LY (z,t; ¢, ;)

Ly

Ly



73

F. Touadera

Nous obtenons une ligne de ¢ symboles telle que

Liy(2,t:¢, 1) Cry oy (2, 1:C, i) =

n

aga, ]
Sooalag A7+2jZOA;

OH§ pA7 OHF 9Aj
¢ Oy Ory; 9

a,By=1

2
_ln AlaH’g.Aﬂ+ a.aZAg
2 = 08@-895]- v p aCjan _—
1 m—s S

=5 =7 =) [T =) [T = p)lr=p L. £:€)

j=1 j=1
JFi JFi

Choisissons, par exemple, la premiere composante de ce vecteur ligne, c’est-a-dire

lorsque v =1,
N 1 & OHG 04° 0H§ 9A°
> A HS A5 YA, agé ol =t e
a,B=1 j=0 J J J J
1<, | 9*Hg 5, 52AY
B EZAQ . A Hﬂ }T i

3Cj8$]’ 8C38$J
_*{7— Niy T— Hz}A z,t; Cnul H H T Mi)“l’:uf"()\i_,u’i)N/(xat;C)'

: ] 1
75 J#i

m—s S

Puisque AH = H (7= i) H(T — i) - Iy,

i=1 i=1

0 0A OH 0 T
A-H)=— H+A — = — T—N) - T — i) - Iy,
8C] ( ) aC] agj an H ( ) iz]( 12 ) q
il existe par conséquent des f; tels que
9 i
e m| =g

¢

T=Hi

De méme, il existe des gg tels que

o 0A oH
A-H T H+A —| = A
|:8$] ( ):| T=W; |:8$] * 8$]:| T=; <Iu )gj
D’Ofl 8 8
Al HE ey, = HE@A%:M + (i — A fj,

aaCJ
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0 0 )
1 _ o 1 7
A, * D, ~—HElr=y, = —Hj %Aa’T:M + (i — Ai)g;

Nous avons aussi

0 0 0A
Aa Byl 1 B 1 1
g A A,) E HY [ A, —A - —A,- ]
a’ﬂl{ re RX2 a¢;
82H 82Aﬁ
B 1 48 1
E A A +H A
8@ ] a1l a@@@xj }’T i

m—s

—7{7' iy T— i} A (2,6, 7 H
92

M) [T =) =+ i =) N (2, £ ).

7=1
J#i
Nous obtenons donc
- Hp g 1 s
)3 —fz;x AL} - JH5 (AL AT}
a,B=1 _
T=Hi
1 m—s S
- E{T_)\i77_ ,U’Z}A Z, t C? H H _Mj)’T:,Uq'
g; J#z
+ (N — i) N (2, C)
1 m—sS S
:K(xvt;gvﬂi)_E{T_)\iaT M’L}A z, t <7 1_[1 1_‘[1 _:U’j)|7':,u«i
Jj= J
J#i J#i
+ (N — pi)N.

Par analogie, en choisissant la 6'“™® composante du vecteur ligne

Liy(@, t: ¢, 1) Cop oy (2,15, i)

nous obtenons 1’expression suivante :

- Lo OHE | s a1 40
) Y.< |H; _*Zag ALAT — S HE{AL AS)
a,B=1 ‘7 i 1
T=H
1 m—s S
- 5{7-_ i T_Mi}AzIS(x7 e T) H (T_ >‘J) H (T _Mj)|T=,ui + ()‘2 _Mi)N(:U> t; C)
=1 =1
i#i i#i
En sachant (voir [4]) qu’il existe M" tel que
ALl AlAY) = o

(i — M) M" + ALAD

— Ag(l’;t,Q/%) - Al L ’7’ 1220
1
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En remplacant Ag (x,t; ¢, p;) ainsi obtenu dans 1’expression (x), nous pouvons ressortir
le polynébme K et regrouper les autres termes issus du développement sous la forme
(i — X)) N (z,t,C). Lexpression () s’écrira :

K(z,t; ¢, i) A, 5 ¢, i) s o
Al(m ¢, i) - *{T—)\z,T 1i} H T—A JI—II(T_MJ)A[;‘TM'

J#z J#

De ce fait, nous avons

LA(x 3¢, Mz) 1 (T, 15 (i) =

K(z,t;¢p) 1 I = N - D L
m_E{T_)\“T Mz}jl;ll(T AJ)JE[I(T 1) Ly(z,t;¢, pi)

JF JFi

T=Hi

Liy (65, 1) Cryy (2,15 G, i) =
K(xat;C7:ui)_7{ )‘177_ MZ}H T—A H(T_MJ)A}

J=1
J#z J7#i

Az, t5¢, pa)

‘T:#i -LL\(:L", i C? :ui)'

Ainsi nous obtenons

Z(z,t;C, i)

m‘Lk(w,t;C,M)

Ly (2, ¢, 1) Ot (2, £ C, i) =

d’ou la proposition. [

Proposition 2.2. Il existe A®(z,t;(, ;) tel que CO _ (x,t;C, j1;) soit une matrice
scalaire de la forme

Z(x, ¢, i)

0
Con—1 (2,1, C, 1) = A, 6:Coa)

.

Preuve. En effet nous avons

0H 0A 1 0?

0 : Ay HA > Ar A '

S

1
EE AU H(T*Aj) H(T*Mj)|r=m'fq+(>\i — i) - M(z, ;)
=1 =1
=R
Z(x,t; ¢, i)

= 2B
Az, t: ¢ ) 1
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Considérons cette égalité comme une équation matricielle par rapport a

AP (2, 8¢, ) = (ALY (@, ¢ ) (Lk=1,...,q).

Fixons k; nous obtenons alors un systéme de g équations a q inconnues. Ce systeme est
de rang ¢ — 1 et la condition de compatibilité est satisfaite grace a la condition A. Donc
il est résoluble par rapport aux inconnues :

A @ Gl (I=1,...,q). O

Proposition 2.3. La condition A est équivalente a la condition
1 existe A (x,t;C, ;) tel que OO (x,t;C, p;) 8 écrive sous la forme :

OO (2, t:¢, i) = Tdr — Ny T — i} + Si(Ni — 12) |repy -

Preuve. A =—> A’. En effet nous avons, d’apres la condition A que
Z(x, ;¢ i) = Ti{m — Ny 7 — i} + Si(Ni — i) |r=py -
D’apreés la proposition 2.2, il existe A”(x,t; ¢, ;) tel que

Z(x,t;C, i)
Cy t ¢ ) = ——————= - .
m—l(x7 C K ) 4%(Zyt;C7Mi) q

Donc il existe A% (x,t;C, u;) tel que
CO_(x,t; ¢, ) = TH{r — Ny 7 — i} + St — 1) |r=pus
b T! = (Ti/ Al (1)) - Iy et S} = (S1/AL10) - I
A = A. En effet, il existe A (z,t; ¢, ;) tel que
Co (@, :C i) = T — Ny 7 — i} + Si(Ni — p1a) lr=p; -
D’apres la proposition 2.1

Z x,t; Ca i
Lh(.’E, t; Ca /’LZ)C’E”)IT*I ([E, t; C7 MZ) = M : L,l4(x7 t; Cv MZ)
A] (I’, t’ C? ,U’Z)
Soit un vecteur colonne Cf‘ tel que Lth‘ = 1. Alors
Z(l‘, t; C7 ,U/z)
A% (.%', t; <7 ,uz)

Ce qui entraine

= Ly - T/C{{7 = Niy 7 — i} + Ly - SICF (N — o).

Z(z, ;¢ ) = Ap - LYy - T)CHr — Ny — ik + A} - LYy - SICT O — 1) |r=p
=TT — iy T — i} + Si(Ni — i) |r=p; -

D’ou la proposition. [
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c. Reformulation des conditions.

Proposition 3.1. Supposons que les conditions A et B soient satisfaites. Alors il existe
AP (x,t;C, ps) tel que

oi(8)[o5 ()] Crnj (2, 1:.¢) = Uji(, 1 O)[Ni, 15 ¢) — pa(w, £: Q)] (3.1)

pour 1 < 5 <14 < souUj; est le symbole d’un opérateur pseudo-différentiel matriciel
de dimension q X q.

Preuve. D’aprés la proposition 2.3, il existe A*(x,t; ¢, w;) tel que C° | (z,t¢, 7)
symbole principal de Cy,—;(x, t; Dy, D;) vérifie I’équation suivante :

CO _(w,t:¢, i) = Ti(@, 650) - (7 — Ny 7 — ) + Si(@, 6O (N — ) r=ps (3:2)

ou 7; et S; sont des symboles d’opérateurs pseudo-différentiels matriciels de dimension
q X q. Montrons la proposition par récurrence sur j.

Supposons qu’elle soit vraie pour 1 < j < k — 1 et montrons qu’il en est de méme
pour 5 = k. Nous savons d’apres (2.3) que

021_1(1‘,75;477') = Cmfl(xa t;C) + Cm72($7t;C)[T - Ml(”ra t;C)] +--
+ C—s(x, ;O[T — prs—1 (2,6, Q)] -+ - [T — pa(z, £ Q)]

Si nous remplagons dans cette expression 7 par 4 nous obtenons I'identité suivante
(puisque j = k) :

Co_ (2,65, ) = Crn—1 (2,4 + Crn—a (2,6 Q) (e — 1) + -
+ Crn—k (2, 65O (e — pi—1) -+ (s — ).

Les autres s’annulent.

D’apres I’hypothese de récurrence nous savons que, pour 1 < j < k — 1, (3.1) est

vraie. En multipliant les deux membres de cette égalité par o;(o}) ~! nous avons :

oi(o}) 7 Oy (2,6 ¢ ) = 0i(0]) T O (w,15¢) + -+
+0i(0]) " Con—i (@, ) (r = pr—1) -+~ (e — 1)
Ce qui entraine
k—1
oi(0}) T oy (2,6 ¢ ) = Zsz‘(Nj = pi—1) - (g — pa) | (N — pa)
+01(07) ™ Congo(, 8, C) (e — pi—1) -+ (e — 1)

Ainsi nous obtenons :

0i(0})  Coni (@, 1) (e — pir—1) -+ (i — 1) = 03(07) ' Cop 1 (@, 5 €, k)

k—1
— D Uil 50 (g — prj=1) - (g — ) | (N — ), (3.3)
j=l1
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pour k£ < ¢ < s. Pour achever notre récurrence, il nous suffira de montrer que
0i(0))71CO | (z,t; ¢, ;) peut étre factorisé et que 1'un des facteurs est justement

(Ai — pi)-
Pour prouver cela, notons que, avec dx un certain symbole, nous pouvons écrire

Tk[T — )\k,T — ,uk] + Sk()\k’ — uk) = U];Vka +0‘k5k.
Ainsi d’apres la proposition 2.3,
CO (2, t:C, ) = Te(T — Moy T — i) + Sk (Mg — 1)
= O';CI/]gT]g +O’k(sk.
D’ou
oi(a))TCY (2,4, ¢, k) = 0i(0}) T ofk Ty + 0i (o)) ok
= Ui(Ué)flo';cl/kaVi[Vi]fl + Ji(oé)flokékafg(a,;)*lyi[Vi]fl
= Tk[Ufc(Ug)_le(Vz‘)_l]UiVi + [02(Ug)_ldk(Ufc)_I%(Vi)_l]UiVi,

puisque \; — y1; = o;v;, d’apres (1.2). Cela montre que o;(0) ~'C° _ (z,t; ¢, uy) peut
étre factorisé et que 1’un des facteurs est bien (A\; — ;).

D’apres la condition B et du fait que v; ne s’annule jamais, les coefficients de o;v;
sont bien définis et réguliers. De (3.3), en divisant les deux membres de cette égalité

par (pux — pg—1) - - - (4 — 1), NOUS avons :
0i(07) ™ (2, 1:¢) = Upyil, t: Q) (Ni — pa),

ou Uy ; matrice de dimension ¢ x ¢g. D’ou la proposition. [

Corollaire 3.1. Sous les conditions A et B, nous avons :

Crm—j(@,t; Dy) = U;’ (t)Crm—j(2,t; Dy),

oit Cpy—j(x,t; Dy) est un opérateur pseudo-différentiel de dimension q x q d’ordre
m—j(1<j<s)

Preuve. D’apres la proposition 3.1 et (1.2), nous avons
oi(t)o} ()] Crmj (2, 1:0) = Uji(, 5 ) (\i — i)
et donc

Cm—j(@,t:¢) = oij(t)[o

N
—~
~
~— ~—
|
S
IS
—~
8
St
I
~—
—
2
|
=
<
~

avec Cr—j(2,t;¢) = a(t)[o()]'wilUji(x, £:¢). O
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Corollaire 3.2. Sous les conditions A et B, pour 1 < k < 5 <1 < s, nous pouvons
écrire
ok (t)[o% ()] O (2, £5.¢) = Un i, 5 Q) (N — pi)

ou Uy, j; est le symbole d’un opérateur pseudo-différentiel matriciel q X q.

Preuve. Grace 2 la condition B, nous pouvons affirmer que oy (c7,) "o} (0;) 7! est O
dans un certain intervalle (i > k). D’apres la proposition 3.1,

0i(8)[o5(0)] ™ Crnj (2, 1:C) = Ujilz, t: Q) (i — i) -

Multiplions les deux membres par o (0},) "ol (o) 7! :

ar(0k) " 0i(01) " 0i(07) T Craj = or(0}) " oi(00) T Usi(Ni — i),
ok ()[04 ()]~ Conj = U g, : Q) (Ai — ),
ot Uy ji(z,t;¢) = o (0},) " 1ol(0;) U i(w, t; ¢) est bien défini. [
d. Décomposition de la solution. Considérons le probleme de Cauchy et 1’inégalité

d’énergie associée pour les opérateurs suivants :

L,(%) = H+ H +Cm—155—1 51 +"'+Cm—j6j—1 '--51, 1 S]S 8+1, (41)
m  m-—1

(P (LY +Qu-2)u=f,  fe[C™(H),
: D{u(x,O):uj(x), u € HY, i =0,...,m — 1,

(B lu@®ll, < Ck, 1) [!IIU(O)II\N(k,Z) +toiuf<’t||f(3)||N(k,l) ;

ol 8 = [Dy — pi(, : Dy)]i<icss 60 = Ipn LS = [T +IL,._, et N(k, 1) entier
dépendant de p, k, (. Si le probleme de Cauchy (P) est bien posé et que 1’inégalité
(E)j est vraie, nous obtenons une décomposition de la solution de (P)j—; qui conduit
a I'inégalité (F);_ en utilisant le lemme suivant :

Lemme 4.1. Supposons que le probléeme de Cauchy (P)y soit bien posé et que
I’inégalité (E)y soit vraie. Sous les conditions A et B nous avons ce qui suit :
Pour tout entier n, la solution u(t) € [C*(H)|? de (P)y—1 se décompose de la
maniére suivante :
U= Uy, + Wy, (4.2)

ou vy, et wy, Vérifient

Hvalll; < Bi(k, n,D[tor_ ()" sup [lu(s)]lphni), (4.3)
0<s<t

llwnlll; < Ba(k, n, 1) IHU(O)H|¢(k,n,z)+t0iur<>t||f(8)||¢(k,n,z) . (44)
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(k

De plus, si nous posons (mel) + Qm—2)Un = gn, alors g, vérifie

lgnlle < Bs(k,n, D[ty (£)]" e+t sup 1) lownn | &3)
=8>

ou (k,n,l) est un entier qui depend de P, k1, n.

Preuve. Soit (L,gffl) +Qm—2)u = f,u € [C>®°(H)]?. Remarquons que

(*) LD 4+ Qs = L) + Qs + Crp_ 1 A -+ A

m

En effet de (4.1), nous avons

L%):H+H +Cm_SA5_1--~A1+---+Cm_jAj_1~--A1 (1 SjSS+1),

m  m-—1
LN = H+H+Cm—sAs—1 AV IERS S GP N VAVER EERVAVE S &SN S VAV EERVAVY
m m-—1

LE =]+ ] + Cm-sBscr- Ay +- -+ CrnpAp_y -+ Ay
m m—1

Dot LV = LW + it Dz -+ A
Résolvons successivement le probleme de Cauchy suivant
{ (Lgrlj) + meZ)unH =f—Ch—i1Dp_2 - Auy,

| | (4.6)
Diupsi(z,0) = Dju(z,0) 0<j<m-—1

avec ug(z,t) = 0.

Par hypothése (P)j est bien posé et ce probleéme a une solution unique u, €
[C*(H)|? (n =1,2,...). Nous allons montrer que v,, = u — u, et w,, = uy, vérifient
les inégalités (4.3) et (4.4).

En effet, par définition de u,,, ©v — u,, vérifient I’équation

(L) + Q) (= tn) = =Cn g1 g2+ Ay (u = up ),
avec les données initiales nulles, car nous savons que (Lgf_]) + Qm-2)u = f par
hypothese et d’aprés (). Ainsi (Lgf) + Qm-2)u+ Cpy_ 1D Aju = f, et on
obtient
(L) + Qm-2)u = f = Con_p1 A -+ Ay,
(LY + Qm-2)tn = f = Conk1 Az -+ Agtty 1,

(LY 4 Qu2)(u — up) = —Cop ki1 Ap—a -+ Ay (u — Up_1)-

Par conséquent, I’inégalité (F)j;, nous permet d’avoir
Ml = unlll; < O, D [lu(z; 0) = un (2, 0) || 1)

+t sup [|Cp—pr1 D2 Ar(u — tun—1) | N |+
0<s<t
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d’apres les données initiales de (4.6), u(x,0) = u,(x,0),

s =l < GOk )t 5D Gt A= A = ) v
<s<t

D’autre part, le corollaire 3.1 nous montre que
Crn—j(x,t; Dy) = 05(t)Crpej(, t; D).
Ce qui entralne que
1Cm—kr1 D=z A1 (u = un—1) [ Ny < 011 (OC (R D) [t = tnall (i pyem—1

et
[llw = unlll, < C(k,DC"(k, Dtor_ () [llu = wn—1lll n (g, pyem—1 -

En réitérant n fois le méme raisonnement et en tenant compte du fait que uo(z,t) = 0
et v, = u — uy,, Nous obtenons

Balh, Lty ()" sup lu(s) g (sit>T/2)
<s<t

[onll < N .
Bk, L)t oy (O] sup () logung) (10 <t <T2)
<s<t

Pour prouver (4.4), considérons les données initiales, ¢’est-a-dire,
D{uml(m,O) = Dgu(m,O), uo(x,t) =0, D{un(x,O) = Dfu(x,O).
Or, (Liy) + Qm-2)tn = f — Con_pa1 Mg -+ Ay dapres (P)g.

Mol < €Ok [l 0) gy + S0P 11F = Conmior B+~ At v

<C(k,1) {Hun(an”HN(k,l) +t sup [11(8)[vwny + Cr(ks 1) |||un1|||N(k,l)+m—l} )

[l[unlll; < C*(k, 1) {Illun(%O)H!N(k,Z) +t sup (I8l + |Hun—1”|N(kz,l)+m—1} :

En réitérant n fois le raisonnement et en sachant que ug = 0, u,(x,0) = u(z,0), nous
obtenons

lunlll, < Bz(k,ljn){Illun(fC’O)HIMW)” sup ||f(5)||¢(k,n,l)}-
0<s<t

D’ou, puisque wy,, = Uy,

l[wnlll; < Ba(k,1,n) {\Hun(wao)lllm,n,n b sup Hf(S)Hqﬁ(k,n,l)} :
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Pour prouver (4.5), remarquons que g, peut &tre vu sous la forme
In = Cr—ps1Dk—2 - Ay(Up—1 —up) n=12,... (4.7)
En effet,
(L) + Qm2)vn = gn = (L + Qm2) (u— un) = gn
= (L% D+ Qm-2)u — (LD + Qun)tin, = g,
d’apres I’hypothese et I’identité (x), ce qui entraine
F=LED + Quz)un + Conpr1 Az -+ Auy] = g
D’apres (4.6), nous avons
J=1f = Crnpn1 Dz Aty + Cr g1 Dp—2 - Agup] = gn,
Cm—ks1 D2 Arup—1 — Cpp g1 D2 - - Agup = gn,
d’ot g, = Cr—gs1Dk—2 - - - Ay (up—1 — uy,). D’apres le corollaire 3.1,
gl = 1ot A = Aot = wn)le < 1 (DO tnr = walll s

En faisant les mémes calculs que pour (4.3) nous obtenons en prenant u; — ug =
up — U+ u,

llgnlll; < Ba(k, 1, n)[toy, . (1)]" {|Hun(9070)\\!¢(k,n,z) i sup |!f(33)H¢(k,n,z)} :

D’ou le lemme. [

Remarque. Dans le cas k = s + 1 le probleme (P),.; est bien posé et dans (F)s4 on
peut prendre N(s+1,1) =1+ 1[4, 5].

e. Inégalité d’énergie. En utilisant la décomposition dans le lemme 4.1, montrons
I’inégalité d’énergie (E)g_1. Soit

m(x)ly I

L dp1(z) - - dp () ()1 |
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une matrice de dimension (s +7) x (s+7) [m — s > s] ou les composantes sont des
matrices de dimension ¢ x g de fonctions C°° dans un certain domaine €2; L(z) est donc
une matrice de dimension ¢ - (s +7) X ¢ - (s +r) dont les éléments sont des fonctions.

Supposons que Aj(z) — Ai(x), pj(x) — pi(z) et Aj(z) — pi(x) ne s’annulent jamais
sur {2 si ¢ # j et introduisons les matrices

li(z) = dm—1(2) + dim—2(2)(Ni(z) — p(2)) +- -
ot dmi(@)(Ni(@) = pia(2) - (Niz) —m(z), 1<i<s. (5.1)
Lemme 5.1. Supposons que les matrices l;(x) soient divisibles par \j(z) — p;(x)
dans C®°. Alors il existe une matrice N (z), avec det N = 1, qui diagonalise L(zx).

Preuve. On généralise pour cela les démonstrations de [3, Lemme 5.1] et [15]. Pour
une telle matrice,

L(z) = [;‘; jz],

on peut construire une matrice N qui diagonalise L :

[~ oo L[N0
V=5 w7 )

avec N; et N, diagonalisant A; et A, respectivement et det N; = det N, = 1 si et
seulement si B = (bij) 1<j<s esttelle que les b;;, matrices de dimension g x g, vérifient

1<i<r
dm_l(l’)
)\i - Mg bz = = 1727 ) —o =T,
(A — )i, Dv—drl) - i— ) mes=r 52
Ay '
()\z — ,uj)bij = J(x) +bi,j—l =1, T J =2,3, ) S

(Ai = Xix1) - (X = Ar)

ou, en d’autres termes,

din—1(@) = (N = Aiw1) - (N = M) (N —p)big i=1,...,m, 53)
dm_j(l‘) = ()\Z - )\i+1) ce ()\z — )\r)[()\z — uj)bij — bi,j—l] j = 2, 3, ey S
En faisant ¢ = j dans I’expression de d,,—; (j = 1,...,5s), on constate que cela est

réalisable si et seulement si l;(x) = dp—1 () +dpm—2(z)(Ni — 1) +- - -+ dm—i () (N —
fi—1) - (Ai — p1) est divisible par (A\; — ;) dans C*° pourtouti = 1,...,s. O

Lemme 5.2 [16]. Soit o(t) une fonction C positive et strictement croissante pour
t>0.8io(t)(o'(t)"" € C*([0,T)) dans un certain intervalle [0, T), alors to’(t) est
croissante pour t > 0 et il existe une constante C telle que

tlo!'(t)]> < Co(t)a'(t) + to(t)o"(t)

soit réalisée dans un certain intervalle [0, T"].

Montrons I’inégalité (E)j_.
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Lemme 5.3. Sous les hypothéses du lemme 4.1, la solutionu € [C*°(H )] de (L,(ﬁfl) +

Qm-—2)u = f vérifie l'inégalité suivante :

lu®ll, < €= 1,0 {uO) vy + w1 Ivgern f o (54)

ou N(k — 1,1) est un entier dépendant de p,k — 1 et .

Preuve. D’apres le lemme 4.1, nous décomposons u en une somme u = Uy, + Wy, Ol
v, Vérifie
(ng;fil) + Qm—Z)Un = On- (55)
En effet,
(ng_]) + meZ)(Un + ’an) = f7

(Lgf_l) + meZ)Un + (ng_l) + Qm—Z)wn =1

(L + Qua)vn = f = (LE™D + Qu2)wn,
en posant g, = f — (ng_l) + Qm—2)Wn;
Puisque w,, est déterminé par (4.6), il suffit de déterminer v,,. D’apres (4.4), il suffit
d’avoir une estimation analogue a (4.4) pour v,, pour obtenir (E);_1.

Pour simplifier, oublions I’indice n et écrivons
(L*D 4 Quv=g ollv=u,etg=gy. (5.6)

D’apres [12] et [3], nous pouvons écrire (), _» comme combinaison linéaire des opéra-
teurs

g, (Dy — pi(z,t; D))y .y (Dt — App—s—2(z, 85 Dy)) - - - (D — M, t; Dy))
' (Dt - Us(mut;Dac)) T (Dt - /“(x,t;Dx))],

Qm—2(z,t; Dy) = ag(x,t; Dy)[Dy — Ap—s—2(x, t; D) -+ - [Dy — Ai(x, t; Dy)]
Dy — ps(xyt; Dy)] -+ - [Dy — (6 D) + - -+ + am—2(x, t; Dy),  (5.7)

ou les aj(z,t; D,) sont des opérateurs pseudo-différentiels matriciels de dimension
qgxqetdordre j (0 <j <m—2).

Comme dans [3, 12], posons p(t) = o5 (t)[o,_,(t)] LetsoitV =(Vp, ..., Vin_1)
le vecteur donné par

b = (A0, A" 3Dy — i (z,t; D)o, ...
G NTUD — gy (2,8 D)] - [Dy — pa (D)o,
p(O)A™ 5Dy — pg(x,t; Dy)] - - - [Dy — puy(,t; D), . ...
s PO[Dr = Ap—s—1(2, t5.dz)] -+ [Dy — Mi(2, 5 Dy)]
[Dy — ps(z,t; Dy)] -+ - [Dy — (2, 85 Dy)Jv),  (5.8)
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. oos . 1
ol A est I’opérateur pseudo-différentiel de symbole (1 +[¢|?)2 et v = t(vy,...,vy).
Alors I’équation (5.6) peut étre exprimée sous la forme matricielle suivante :

DV =Li\V+BV+p '()C1V + o (t)p” (1) OV + p(t)G, (5.9)
ol
_MIIq Iq ]
0
Iq
tsl
L= |
NI,
0
Iq
L 0 0 p(t)cm—kH p(t)cm—s Am—qu J
0
a=1"1,
0
g

B est un opérateur continu sur (L*(R™))™*? et les C; (i = 1,2) sont des matrices
constantes.

D’apres le corollaire 3.2, p(t)Cy—j = Ujik (2, t; D) (Ai — 1), pour tout k < j < .
Donc les fonctions ;(x) sont bien divisibles par (A\; — ;) pour tout i et d’apres le
lemme 5.1, L; est diagonalisable,

_ / o [P 1
p(t) = or_1(®)lop_1 ()], o0 | S C@
car p’ € C1([0,T]). Or, d’apres le lemme 5.2,
Lo ® o, () Cora(t){or () +toy (1)}
p(t)  or—1(t)  tog—1(t)op_, (1) — tog—1(t)og_ (1)
0p_1(t) + top—1"(t) _ (tog_, (1))’
- to),_,(t) to]_,(t)
v 0 _ (o ,(0)
p'(t) oy (t ~ (tog_, (1))’
1< = < 10




86 Condition suffisante de résolubilité du probléme de Cauchy

Puisque L} est diagonalisable, il est bien connu (voir [3, 12]) que la solution v(x, t) de
(5.9) vérifie I'inégalité d’énergie suivante :

potole < 210 { [ EB2 T potseass [aasf. s

Posons w(t) = /0 m

n(k,l) > M(k,l). Alors de (5.11), nous avons successivement,

||lu(s)|l; ds et prenons 'entier n = n(k,l) tel que

Otk (8) " w(t)] = [tog (O] " Opw(t) — nltog_ (£) 7" (tok, (1) w(t)
:( a1 (8) 7" (togy (8) o (&) [l = nto—, () 7"tk () w(t)

= (tog1(£) 7" (tok 1 (1) (o (@)l — nw(?))

< (tog (8) 7" (tok (8) (o (@)l — M (k, Dw(t))

< (t0ha () ok 0 {31000 [ CEI oo

0 ~1(s)
t t(soh . (s))
M) [ latelids = 2100 [ EE jo(ohas)

t
< M(k,1)(to},_, () kD / llg(s)||ids (car toj,_,(t) est monotone croissante).
0

En intégrant cette inégalité de O a ¢, nous obtenons

(to}_,(£)) " w(t) < M(k,1) / s (s / lg() dr ds

0

< M(k,1) / s(s0h_y ()™ sup g(r)llds

0<7<s

ou encore

w(t) SM(kal)(tJ;cl(t))n/O s(sop1(s))™" sup [lg(7)lids .

0<7<s

D’apres le lemme 4.1 nous avons I’inégalité suivante pour g = gy, (x.1)

lg(m)lli < Bs(k,n, 1) (rop_ (7)) "D {H|U(0)|H¢(k,n,z) +T sup ||f(9)!¢>(k,n,z)}
Puisque toj,_, (t) est monotone croissante, 7 < s = 70;_,(7) < soy._,(s), et donc
sup Jlg(r) e < Bs(k,m D1 ()" L 10(0) s+

s sup [ f(D)loensy} (5:13)
0<7<s
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w(t) <M (k1) (to),_, (t>)m(k,l)

t
x / Bs<k,z,n>{|||u<o>u|¢<k,n,l)+s sup ||f<T>|r¢<k,n,l>} ds
0 0<7<s

< M(k, Dt(tog_, ()" By (k,n, 1) {!\\u(o)\!¢(k,n,z) i sup. IIf (s)\\qs(k,n,n}
<s<
et
M@l < M'(k,1)Bs(k,n, l)t(taz_l(t))”(’“”{ [ 1CO) .m0

tsup [ f(3)logmp b (514)
0<s<t

En sachant que

<
p(t)

pO)o(®)]i-1 < C”V”l'plt _ (tog_, (1))

0= om0

[V i1,

on en tire

Nw@)ll, < N(k,1)Bs(k,n(k, L+ 1)t(toy_, (t)) kD1
X {H|U(O)H’¢(k,n(k,l+l),l+l) "‘toiugtHf(s)Hqs(k,n(k,zn),m)}- (5.15)

De (4.4) et (5.15) et du fait que v = v, + wy, nous avons le lemme 5.3. [

f. Fin de la démonstration de ’existence de la solution. Nous définissons la e-
translation P.(x,t; D,, D;) de P par

P.(z,t; Dy, Dy) = P(z,t+¢; Dy, Dy) (0 <e <¢gp) (6.1)

et pour P. nous avons les mémes considérations que celles des paragraphes précédents
en prenant £ comme un parametre. Puisque L%;l) est stritement hyperbolique pour
e > 0, la résolubilité de (P)y_1 - est assurée.

Si nous supposons que I’inégalité d’énergie (E)y, . est vérifiée uniformément pour e,
alors on peut conclure que le probléme de Cauchy pour Lfﬁ_]) = Lg:?)l) est bien posé
et que (E)j_1 . est vérifiée uniformément par rapport a € d’apres le lemme 5.3. Par

conséquent, le théoréme est prouvé par induction sur k.

3. Démonstration de I’unicité de la solution. L'unicité de la solution du probleme
(1) et (2) est garantie par I’existence d’une solution pour I’opérateur adjoint de h.
L opérateur adjoint de h = (h;;) i,j = 1,...,q est égal a la matrice transposée
des opérateurs adjoints des h;;(x,t; D, D;). De ce fait, la matrice caractéristique de
I’opérateur h* sera

H* = H*(z,t:¢,7) = "[H(2,t:¢,7)].
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D’ou

"AH* ="A'H ="(H-A)="(A-H)="H -'"A= H""A =detH - I,.
Soit un opérateur b(x, t; D,, D;) de matrice caractéristique

On pose P*(x,t; Dy, Dy) = h* - b.

Par conséquent pour résoudre le probleme de Cauchy associé a h*, on procédera
comme pour 1’opérateur i en remarquant que h* vérifie les hypotheses H1 et H2 et les
conditions A et B lorsque h les vérifie.

English extended abstract.

a. Notation — Definitions.

. .0 . 0
Dy = (Dyy,..., Dy, ); Doy = —i0;; = —z%; Dy = —i0; = —za;
for every s € R, we consider the Sobolev spaces H with norm ||u/|s.
Let H =, H, and for every u € H,
@R =3 / Dz, 1) P
|a|=k
2 _
lu@)ll;, = @) 1ap + [ Deu(t) 2y + - + 1D (D)1

The classes of pseudo-differential operators used above are the same as those in [1,
7,8, 10, 14].

b. Hypotheses. Let / be the real differential matrix operator of dimension ¢ x ¢ of
classe C°°(R™*!) and of order 0,

0

h=> ho_j(x,t; Dy, Dy),
=0

where hg_; = hg—;(z,t; ¢, 7) is the matrix of dimension ¢ x ¢ formed by homogenous
polynomial functions (hg—;)3 of degree 6 — j in (, the coefficients of which are
indefinitely derivable and bounded as well as all their derivatives. Suppose that the
characteristic matrix

H= hg(.f, t; Cv 7_)
satisfies the following hypotheses:
The characteristic determinant det H has the following decomposition:

m—s S

det H(x,t:¢,7) = [[ (7 = M, :Q)) [[ (7 = mi, 1:0)) (1.1)

=1 =1
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where (Ai(7,1;¢))1<i<m—s and pi(z,t;() <<, (25 < m) have real distinct
values two by two in each set but \;(x, t; () must be equal to u;(z, t; () when
t = 0 and more exactly,

Xi(z,t;¢) — pi(z,t;¢) = oi(z, t; Qvi(x, 6;¢), 1<i<s (1.2)

where o;(t) are the positive and strictly increasing functions of class C'*° for
t > 0,0;(0) =0and v;(z,t;¢) # 0V(x,t; (). In addition we suppose that

ai(o})~" € C*([0,17),

Ai € C(R™ x [07, 0o[xR™\ 0),
wi € CF(R™ x [0%, 00[xR™ \ 0).
Let A(z,t;(, 7) the matrix of cofactors of H in the development of det H
HA = AH =detH - I,

where I is the identity matrix of dimension g X g.

Let K be the sub-characteristic polynominal of the system

q 82
A
K(z,t:¢r)=K= Y ({[H;"—~ e 83: AlAﬁ - fHB{A A%y
a,f=1 J
where { , } is the Poisson bracket.
Let us define
1 m—s S
- E{T—)\i,T i YA (2, t:¢, 1) H H (1 —pj). (1.3)
j=l1 j=l1
JFi JF

and introduce the following condition:
Z(z,t; ¢, i) = Ty, 6 O{ — Niy 7 — i} + Si(, 85 Q) (N — ) lr=
where 7; and .S; are pseudo-differential operator symbols.
Given two functions f(t) and g(t) of class C* positive and strictly increasing for
t > 0, we write g < f if there exists a positive constant C' such that

JOUF O and g O FOLFOIT, (=) (1.4)

dt
are two functions of class C'* over [0, C|]. This order relation permits us to introduce
the following condition concerning o;(t); ;< :

For every 0;, 0 such that 0(0) = 073(0) = 0 we have that 0; < g or 0 < 0;
is satisfied.
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c. Results.

Theorem. Ifthe operator h satisfies the hypotheses HI and H2, and if the conditions A
and B are realized, the associated Cauchy problem

(1) hu = f,
(2) Diu(m,O):uj(x), VeeR" j=0,1,...,0 — 1,

fi uy
withf=1|: |andu=1 * |,

fq Uq

has a unique solution u(z,t) € [C*°(H)|? for all initial data

(uo(), .-, up—1(x)) € [(H)]*

and second member f(x,t) € [C°°(H)]|? where C*°(H) = C*(]0,+o0[, H). This

solution satisfies the following inegality of energy:

[fuCe, D)l < C(1) {IHU(%O)IIIN@ i sup I1f (x, 5)||N(l)}

where N (1) is an integer depending on h andl = 1,2, . ..
Remark 1. The condition B does not depend on (1.2).

Remark 2. In the case where all o; such that o,(0) = 0 cancel each other to finite order
for ¢ = 0 the condition B is always satisfied.
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