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LA MINIMISATION DE LA FONCTION DE WEIERSTRASS

AMAR BAOUCHE ET SERGE DUBUC

RÉSUMÉ. Nous entreprenons la minimisation de la fonction de Weierstrass. Nous
présentons deux ḿethodes pour d́eterminer nuḿeriquement la position du mini-
mum d’une fonction d́erivable ou non dont on connaı̂t néanmoins le module de
continuit́e. À l’aide de la fonction de Weierstrass, nous comparons l’efficacit́e de
ces deux algorithmes en dégageant un diagramme de bifurcation. Ce diagramme
révèle diverses propriét́es des points de minimum de la fonction de Weierstrass,
certaines de ces propriét́es seront rigoureusement démontŕees. Nous entreprenons
une d́emarche semblable pour une fonction analogue, la fonction dite de Celĺerier.
En appendice, nous discutons aussi des erreurs dans le calcul en virgule flottante de
la fonction de Weierstrass.

ABSTRACT. The minimisation of the Weierstrass function is considered. We de-
scribe two minimum seeking methods of a possibly nondifferentiable, objective
function whose modulus of continuity is known. With the use of the Weierstrass
function, the efficiency of these algorithms is compared anda bifurcation diagram is
derived. Various properties of minimum points of Weierstrass function are revealed
by this diagram, some of these are rigorously demonstrated.A similar process is
done with a related function going back to Cellérier. In appendix, there is also an
error analysis for floating point computations related to Weierstrass function.

1. Introduction. Notre objectif est d’entreprendre l’optimisation de la fonction de
Weierstrass et d’une fonction apparentée, la fonction de Cellérier. La fonction de
Weierstrass [10] est donnée par une śerie trigonoḿetrique qui d́epend de deux para-
mètresa et b :

C(x) =
∞∑

n=0

an cos(2πbnx)

où 0 < a < 1, b est un ŕeel suṕerieurà 1. Dans un travail remarquable, Hardy [5] a
montŕe que sous la conditionab ≥ 1, la fonction de Weierstrass est nulle part dérivable.
Il est tr̀es facile de voir que pour des valeurs données dea et deb, la valeur maximale de
la fonction de Weierstrass est atteinteà l’origine. C’est la question de la minimisation
de la fonction de Weierstrass qui n’est pas immédiate et qui attirera principalement
notre attention. Pouŕeviter une trop grande complexité de la question, nous allons
restreindre la valeur deb aux entiers,b = 2, 3, 4, . . . Avec cette restriction, la fonction
de Weierstrass est périodique, de ṕeriode un; et pour chaque valeur dea et une telle
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valeur deb, le minimum de la fonction de Weierstrass est atteint. On désignera par
Min(a, b) la ou les positions de[0, 1] où la fonction de Weierstrass de paramètres(a, b)
prend sa valeur minimale. On peut distinguer deux cas selon la parit́e deb. Lorsqueb
est impair, un cas très simple se présente : pour touta compris entre 0 et 1, la fonction
de Weierstrass atteint son minimum enx = 1/2. Le seul cas qui ḿerite un int́er̂et est
celui où b est un entier pair. Pour cette introduction, nous nous limitons au casb = 2.

Notre objectif ǵeńeral est de calculer le lieu des points de minimum, Min(a, 2), de
dégager les propriét́es de ce lieu et de déterminer comment les positions des points de
minimum varient en fonction dea. De façon plus pŕecise, nous abordons deux séries
de questions :

- Comment peut-ońevaluer nuḿeriquement et efficacement le lieu des points de
minimum, Min(a, 2), ceci non seulement pour la fonction de Weierstrass, mais aussi
pour n’importe quelle fonction continue ?

- Partant du graphe de l’application multivoquea→ Min(a, 2) assocíeeà la fonction
de Weierstrass, quelles sont les propriét́es les plus apparentes ?

Pour ŕepondrèa la premìere question, nous proposerons deux algorithmes qui perme-
ttent le calcul des points de minimum avec comme seule hypothèse une connaissance
partielle du module de continuité de la fonctioǹa optimiser. Une telle connaissance
est assuŕee pour une fonction qui satisfait une condition de Lipschitz (ou de Ḧolder) et
c’est ce qui se passe en particulier pour la fonction de Weierstrass. Quant̀a la seconde
question, le graphe laisse soupçonner plusieurs propriét́es, par exemple, que sia est
compris entre 0 et 1/8, alors Min(a, 2) = {1/2} et que sia est compris entre 1/2 et 1,
alors Min(a, 2) = {1/3, 2/3}. Nous ferons la d́emonstration de ces propriét́es et de
quelques autres semblables.

La fonction apparentéeà la fonction de Weierstrass et dont nous donnons le nom de
fonction de Celĺerier est la śerie trigonoḿetrique :

S(x) =
∞∑

n=0

an sin(2πbnx)

où 0 < a < 1, b est un ŕeel suṕerieurà 1. Celĺerier [2] ŕeclamait queb soit un entier
assez grand et queab = 1, mais nous ne retiendrons pas ces deux exigences. Pour cette
famille de fonctions, nous entreprendrons une démarche semblable : nousétudierons
le lieu des points de maximum des fonctionsS lorsquea varie de 0à 1à la différence
près que les valeurs deb seront des nombres entiers impairs.

En appendice, nous majorons les erreurs qui s’accumulent lors du calcul de la fonction
de Weierstrass ou de Cellérier.

2. Algorithmes de minimisation. Un probl̀eme fŕequent est de trouver̀a δ près la
position du minimum d’une fonction continuef définie sur l’intervalle[0, 1]. Plusieurs
algorithmes de recherche du minimum ontét́e propośes dans le passé, mais le plus
souvent sous l’hypoth̀ese de la d́erivabilité def . Kiefer [6] a affaibli cette hypoth̀ese; la
méthode de Kiefer (connue aussi sous le nom de recherche de Fibonacci) ne pŕesuppose
que la quasi-convexité. Cependant nous voulons considérer des fonctionsf encore
plus irŕegulìeres, il pourrait m̂eme arriver que la fonctioǹa minimiser ne soit nulle
part d́erivable. Nous pŕesenterons deux ḿethodes pour d́eterminer nuḿeriquement la
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position du minimum d’une fonction dérivable ou non dont on connaı̂t néanmoins
partiellement le module de continuité. Cette connaissance partielle consiste en une
majoration du module de continuité. La premìere ḿethode est un algorithme récursif
par bissection et la seconde est un procéd́e de minimisatioǹa deux niveaux.̀A l’aide
de la fonction de Weierstrass, nous comparerons l’efficacité de ces deux algorithmes
vis-à-vis d’un algorithme-t́emoin qui est une recherche simple du minimum.

L’algorithme-t́emoin (Recherche simple uniforme)

Soit la fonctionf : [0, 1]→ R et soitδ = 1/N. On veut trouver̀a δ près la position
du minimum def . Pour cela ońevaluef aux points 0, 1/N, 2/N, . . . , (N −1)/N et 1.
On propose comme point de minimum global pourf sur [0, 1] un pointi/N tel que :
f(i/N) = min{f(j/N) : j = 0, 1, . . . ,N}. Si f est convexe, le point de minimum de
f est trouv́e àδ près; ou si le point de minimum def n’est pas unique, le pointi/N est
voisin à δ près d’un de ces points de minimum. Néanmoins il y a lieu de faire les trois
observations suivantes :

• Si f n’est pas convexe et surtout sif n’est pas d́erivable, tout peut arriver en
principe. . .
• Mais en pratique, il sera difficile de rejeter le pointi/N comme candidat̀a un

point de minimum.
• L’inefficacité de cet algorithme se manifeste lorsqueN est tr̀es grand (lorsque

δ est trop petit).

Recherche contrôlée du minimum̀a l’aide du module de continuité

Définition. Sif est une fonction d́efinie sur un intervalle[a, b],sonmodule de continuité
est d́efinie par :

ω(δ) = sup{|f(x1)− f(x2)| : |x1− x2| ≤ δ} .

Le principe d’une recherche contrôlée du minimum def proc̀ede comme suit :
soit m = inf{f(x) : x ∈ [a, b]}, si xi est le point-milieu d’un intervalle[ai, bi] et si
f(xi) > m + ω( bi−ai

2 ) alors pour toutx de [ai, bi], f(x) > m, le point de minimum
de f ne peut paŝetre dans[ai, bi]. En pratique, on se sert d’une majorationβ(δ) du
module de continuit́e et l’on remplace l’ińegalit́e f(xi) > m + ω( bi−ai

2 ) par le crit̀ere
f(xi) > mi + β( bi−ai

2 ) où mi est la plus petite des valeurs de la fonctionf que l’on
ait rencontŕe jusque-l̀a. On ne recherche le minimum def à l’intérieur de[ai, bi] que si
f(xi) ≤ mi + β( bi−ai

2 ). On propose les deux algorithmes suivants :

Recherche du minimum par bissection

Pour localiser le point de minimum nous procédons par bissections successives
d’intervalles embôıtés ; les sous-intervalles où le minimum de la fonction ne peut pas
être atteint sont rejetés, les autres sous-intervalles où il n’est pas exclu que le minimum
soit atteint sont subdivisés tant que la longueur du sous-intervalle dépasse la quantité
δ. On se sert deśevaluations successives de la fonctionf pour approcher la valeur du
minimum de la fonctionf ; puis, on se sert d’une borne du module de continuité pour
rejeter les sous-intervalles où le minimum ne peut pas avoir lieu.
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Dans ce qui suit, nous présentons en pseudo-PASCAL l’algorithme de recherche du
minimum par bissection.

programme MinimisationParBissection;
variable
{xmin est la position et ymin est la valeur du minimum de la fonction f}
xmin, ymin: ŕeel;
profondeur : entier;
{β[k] est une majoration du module de continuitéω(2−k)}
β: tableau[0..19] de réel;

proćedure bissection (x0, y0, x1, y1: réel; k: entier);
variable

x, y: réel;
début

si k différent de profondeur, alors
début

x← (x0 + x1) / 2;
y← f(x);
si y < ymin alors

début
ymin← y;
xmin← x;

fin de si
si (y0<= β[k + 1] + ymin), alors

bissection(x0, y0, x, y, k + 1);
si (y1<= β[k + 1] + ymin), alors

bissection(x, y, x1, y1, k + 1);
fin de si

fin de proćedure

début
Calcul desβ;
xmin← 0;
ymin← f(0);
pour profondeur de 0̀a 16 faire

bissection(0, f(0), 1, f(1), 0);
fin de programme

Recherche du minimum̀a deux niveaux

Soit la fonctionf : [0, 1] → R et soit δ = 1/(MN). Pour localiser le point de
minimum, nous proćedons en deux́etapes.

- La premìere étape en est une d’apprentissage : onévaluef aux points 0, 1/M ,
2/M , . . . , (M − 1)/M et 1, et l’on posem0 = min{f(i/M) : i = 0, 1, 2, . . . ,M}.

- La secondéetape est une recherche contrôlée du minimum : pour chacun des
intervalles[i/M −1/(2M), i/M +1/(2M)], on se demande s’il y a lieu d’y rechercher



A. Baouche et S. Dubuc 19

le minimum. Sif(i/M) ≤ mi + β(1/(2M)), alors on partage l’intervalle enN sous-
intervalles etmi+1 est le minimum entremi et la plus petite valeur def rencontŕee lors
desévaluations aux extrémit́es de ces intervalles.

La principale proćedure de l’algorithme de recherche du minimumà deux niveaux
prend la forme suivante en pseudo-PASCAL.

proćedure DeuxNiveaux;
début

pour i de 0à m faire
si f(i / m) <= ymin + β alors

pour j de -n / 2̀a n / 2 faire
début

x← (i + j / n) / m;
y← f(x);
si y < ymin alors

début
ymin← y;
xmin← x;

fin de si
fin de pour

fin de proćedure

3. Majoration du module de continuité de la fonction de Weierstrass.Si l’on désire
appliquer les algorithmes préćedents pour rechercher le point du minimum de la fonction
de Weierstrass pour diverses valeurs des paramètresa et b, il nous faut d’abord discuter
du module de continuité de la fonction de Weierstrass.

Théorème 1. On a les majorations suivantes pour le module de continuité de la fonction
de Weierstrass (et de Cellérier) :

ω(
1
2
) ≤

2
1− a

et pourN ≥ 1,

ω(
1

2bN
) ≤

π(1 +ab + · · · + aN−1bN−1)

bN
+

2aN

1− a

Démonstration.Pour tout couple de nombresx ety, on a l’inégalit́e |C(x)−C(y)| ≤∑∞
n=0 an min{2, 2πbn|x− y|}. D’où si |x− y| ≤ b−N/2, on obtient :

ω(
1

2bN
) ≤ π

N−1∑

n=0

anbn−N + 2aN/(1− a).

Le même argument tient pour la fonction de Cellérier. �
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4. Application et comparaison de l’efficacit́e des algorithmes.Nous avons exṕeri-
ment́e chacun des trois algorithmes de minimisation : la recherche simple, la recherche
par bissection et la rechercheà deux niveaux. La fonctioǹa minimiser áet́e la fonction
de Weierstrass pour les valeurs suivantes des paramètres :b était toujourśegalà 2 et
l’on a donńe trois choix poura, a = 0, 4, a = 0, 5 eta = 0, 6. Pour chacune de ces trois
fonctions, on a entrepris la recherche de la position du minimum selon une précisionδ.
Les valeursδ retenues ont́et́e 1/2n, pourn allant de 9à 16. Le tableau 1 donne les
résultats des calculs lorsque l’on procède par une rechercheà deux niveaux. La position
calcuĺee du minimum est notéex.

δ x C(x, 2/5) x C(x, 1/2) x C(x, 3/5)
2−10 0, 34961 −0, 84169 0, 33301 −0, 99581 0, 33301 −1, 22574
2−11 0, 34912 −0, 84191 0, 33350 −0, 99879 0, 33350 −1, 23633
2−12 0, 34912 −0, 84191 0, 33325 −0, 99895 0, 33325 −1, 24136
2−13 0, 34924 −0, 84196 0, 33337 −0, 99970 0, 33337 −1, 24504
2−14 0, 34924 −0, 84196 0, 33331 −0, 99974 0, 33331 −1, 24691
2−15 0, 34927 −0, 84197 0, 33334 −0, 99992 0, 33334 −1, 24820
2−16 0, 34927 −0, 84197 0, 33333 −0, 99994 0, 33333 −1, 24889

TABLEAU 1. Position et valeur des minimums de 3 fonctions de Weier-
strass (param̀etres des fonctions :b = 2 eta = 2/5, 1/2 et 3/5).

Le second tableau donne le nombre d’évaluations de la fonctioǹa minimiser lorsque
l’on fait la recherche du minimum de la fonction de Weierstrass selon chaque ḿethode
pour une pŕecisionδ. La lecture du nombre d’évaluations montre bien que la méthode
de bissection et la rechercheà deux niveaux sont nettement préférables̀a la recherche
simple surtout si la précision voulue est plus grande.

δ (1) (2) (3) (1) (2) (3) (1) (2) (3)
2−10 1026 1026 1026 243 243 371 250 318 404
2−11 2050 2050 2050 435 435 627 328 464 572
2−12 4098 4098 4098 675 675 739 434 634 800
2−13 8194 8194 8194 1251 1251 1379 598 894 1136
2−14 16386 16386 16386 1987 1603 2115 818 1246 1618
2−15 32770 32770 32770 3779 3011 4035 1108 1748 2280
2−16 65538 65538 65538 5507 2691 2947 1432 2456 3172

TABLEAU 2. Nombre d’́evaluations de la fonctioǹa minimiser. La
fonction est la fonction de Weierstrass aveca = 2/5 (1),a = 1/2 (2) et
a = 3/5 (3). Les ŕesultats dans les trois colonnesà droite de la colonne
desδ ont ét́e obtenus par une recherche simple, les résultats dans les
trois colonnes suivantes proviennent d’une rechercheà deux niveaux et
les ŕesultats dans les trois dernières colonnes viennent d’une recherche
par bissection.
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La recherche du minimum̀a deux niveaux ou par bissection se fait si rapidement que
l’une ou l’autre permettent de considérer successivement une quantité de probl̀emes
de minimum. Par exemple, on peut trouver tous les points de minimum de la fonction
de Weierstrass de paramètreb = 2 et de param̀etrea variable, aux multiples entiers
de 1/1000) :a = 0, 1/1000, 2/1000,. . . , 999/1000. Le graphique produit sera ap-
peĺe le diagramme de bifurcation de la fonction de Weierstrass,il s’agit du graphe
de l’application multivoquea → Min(a, 2). Nous rappelons que Min(a, b) désigne
l’ensemble des points de minimum de la fonction de Weierstrass de param̀etres(a, b)
restreintèa l’intervalle[0, 1]. La Figure 1 reproduit ce diagramme. Plusieurs propriét́es
de la fonction de Weierstrass se manifestent dans cette figure. C’est la section suivante
qui justifiera ceśevidences graphiques.
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M
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Figure 1. Graphe des points de minimum de la fonction de Weierstrass

5. Étude analytique des minimums de la fonction de Weierstrass. On consid̀ere
la fonction C(x) =

∑∞
n=0 an cos(2πbnx) avec 0 < a < 1 et b entier plus grand

que un. Suivant les valeurs des paramètresa et b, on localise les positions des points
qui réalisent le minimum deC(x). Nous commençons d’abord par donner quelques
propríet́es de la fonctionC : c’est une fonction paire, périodique de ṕeriode un et
symétrique par rapport̀a l’axex = 1/2. Avant d’entamer l’́etude des minimums de la
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fonction de Weierstrass, attardons-nous brièvement sur son maximum. Sib est entier
et si 0 < a < 1, le maximum deC(x) sur R est atteint aux entiersn de Z. En
effet, on aC(n) = 1/(1− a) et si n < x < n + 1, C(x) < 1/(1 − a). Faisons
maintenant une description des principaux résultats de cette section. Pour un entier
impairb, on a Min(a, b) = {1/2} (Lemme 2). Pourb = 2, on a les ŕesultats suivants. Si
a ≤ 1/8, on a Min(a, 2) = {1/2} (Théor̀eme 3). Sia ≥ 1/2, Min(a, 2) = {1/3, 2/3}
(Théor̀eme 4). La d́emonstration de ce dernier résultat se ǵeńeralise aux autres entiers
pairs, lorsqueab ≥ 1, on obtient Min(a, b) ∩ [0, 1/2] = { b

2b+2}. Si 1/8 < a < 1/2,
l’interprétation du diagramme de bifurcation devient plus difficile,néanmoins nous
pouvons exhiber certaines propriét́es. En particulier, nous montrons que dans certaines
parties de l’intervalle (1/8, 1/4), l’ensemble Min(a, 2)∩ [0, 1/2] est constitúe d’un seul
point (Th́eor̀eme 6) et si 1/4 < a < 1/2, nous arrivons̀a cerner les principaux points
de discontinuit́e du diagramme de bifurcation (Théor̀eme 8).

Cas òu le param̀etreb est un entier impair

Si le param̀etre b est un entier impair plus grand que un, on a le résultat simple
suivant :

Lemme 2. Si b est un entier impair et si0 < a < 1, alors le minimum deC(x) sur
[0, 1] est uniquement atteint enx = 1/2 et on aC(1/2) = −1/(1− a).

Démonstration.Il est clair queC(1/2) = −1/(1−a). Six ∈ [0, 1], mais quex 6= 1/2,
on a cos(2πx) > −1 et dans ce cas, on a :C(x) > C(1/2). �

Cas òu le param̀etreb est un entier pair

On se limite au cas òu le param̀etre b est égal à deux. On a la fonctionC(x) =∑∞
n=0 an cos(2π2nx). Onétudie les lieux du minimum deC(x) sur[0, 1/2] lorsque le

param̀etrea varie de 0à 1. Lorsque 0≤ a ≤ 1/8 on a le ŕesultat suivant :

Théorème 3. Si0≤ a ≤ 1/8 alors la fonctionC(x) atteint son minimum sur[0, 1] en
un seul pointx = 1/2 et la valeur minimale estC(1/2) = (2a− 1)/(1− a).

Démonstration.L’id ée de la d́emonstration est d’exprimer la fonction de Weierstrass
C(x) comme somme d’une série

∑∞
n=0 fn(x) telle que le minimum de chacune des

fonctionsfn(x) sur[0, 1] est uniquement atteint au même pointx = 1/2. Pour ce faire,
on posef0(x) = 1−8a

1−4a cos(2πx) et pourn ≥ 1,

fn(x) = (4a)n cos(2πx) + an cos(2π2nx)

Il est tr̀es facile de v́erifier l’identité C(x) =
∑∞

n=0 fn(x). Vérifions que chacune des
fonctionsfn admet le pointx = 1/2 comme unique point de minimum sur[0, 1] et que
sur[0, 1/2], les seuls points critiques defn sont pŕeciśement 0 et 1/2. Ceci est vrai pour
la fonctionf0 ; nous supposons maintenant quen est positif. On montre quef ′

n(x) =
−2π(2a)n{2n sin(2πx) + sin(2π2nx)} = −2π(4a)n sin(2πx){1 +

∏n
k=1 cos(π2kx)}.

La dernìereéquation est obtenue en appliquant l’identité sin 2θ = 2 sinθ cosθ avec
θ = 2π2kx, k = 0, 1, . . . , n− 1. Raisonnons par l’absurde en supposant que 0< x <
1/2 et f ′

n(x) = 0; il s’ensuivrait que
∏n

k=1 cos(π2kx) = −1. Dans ce cas, on doit
avoir | cos(π2kx)| = 1 pour toutk = 1, . . . , n, ceci est impossible du moins pour le
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cask = 1. En conclusion, on a seulement deux points critiques sur[0, 1/2] : x = 0 et
x = 1/2. Le minimum global defn(x) sur[0, 1/2] est atteint enx = 1/2 pour toutn.
L’on déduit queC(x) atteint son minimum sur[0, 1/2] enx = 1/2. �

On consid̀ere maintenant le cas où a ≥ 1/2. Ceci nous donne la non-différentiabilit́e
de la fonction de WeierstrassC(x) (voir [1, 5]). Dans ce cas on a le théor̀eme suivant :

Théorème 4. Sia ≥ 1/2, la fonctionC(x) atteint son minimum sur[0, 1/2] en un seul
pointx = 1/3 et on aC(1/3) = −1/(2− 2a).

Démonstration.L’id ée de la d́emonstration est d’exprimer la fonction de Weierstrass
C(x) comme somme d’une série

∑∞

n=0 cngn(x) telle que lescn sont positifs et le
minimum sur[0, 1/2] de chacune des fonctionsgn(x) est atteint au m̂eme pointx =
1/3. Pour ce faire, on posegn(x) = cos(2π2nx) + cos(2π2n+1x)/2. Pour que la
série

∑∞
n=0 cn[cos(2π2nx) + cos(2π2n+1x)/2] ait C(x) comme somme, il suffit que

la suite cn remplisse la ŕecurrence :cn + cn−1/2 = an alors quec0 = 1. D’où
c1 = a − 1/2, c2 = a2 − a/2 + 1/4, c3 = a3 − a2/2 + a/4− 1/8, . . . D’une façon

géńerale,cn = an+1−(−1/2)n+1

a+1/2 . La dernìere formule fait voir que(∀n) : cn ≥ 0 lorsque
l’hypothèse 2a ≥ 1 est remplie.

On vérifie sans difficult́e que le minimum global deg0(x) sur [0, 1/2] est atteint en
un seul pointx = 1/3 et queg0(1/3) = −1/2. D’autre part, on agn(x) = g0(2nx) et
de la ṕeriodicit́e deg0(x), on obtient quegn(x) = g0(2nx) ≥ g0(1/3) = −1/2 pour
toutx ∈ [0, 1/2]. Par ailleurs on montre par récurrence surn queg0(2n/3) = g0(1/3).
Conclusion :gn(x) ≥ gn(1/3) pour toutn ≥0 et pour toutx ∈ [0, 1/2].

Finalement, on a queC(x) ≥
∑∞

n=0 cngn(1/3) = C(1/3) = −1/(2− 2a). �

Remarque.Si b est un entier pair quelconque et siab ≥ 1, le minimum de la fonction
de WeierstrassC(x) =

∑∞
n=0 an cos(2πbnx) sur[0, 1/2] est atteint uniquement en un

seul pointx = b/(2(b + 1)), sa valeur estC(b/2(b + 1)) = − cos(π/(b + 1))/(1− a).
La démonstration est analogueà celle du th́eor̀eme 4.

Si 1/8 < a < 1/4, l’ étude s’av̀ere difficile. La position des lieux des points du
minimum de la fonctionC(x) varie ponctuellement avec la variation du paramètre
a. Cependant, nous avons pu par un calcul numérique d́eterminer certaines parties de
l’intervalle ]1/8, 1/4[ où le minimum deC(x) n’est atteint qu’en un seul point. Cette
étude est basée sur la notion du module de continuité. On consid̀ere les fonctionsC ′(x)

et C ′′(x) commeétant des fonctions̀a deux variables :∂C
∂x (x, a) et ∂2C

∂x2 (x, a). Si on
note parω1(h), ω2(h) les modules de continuité par rapport̀a la variablex et par
µ1(k), µ2(k) les modules de continuité par rapport̀a la variablea pour chacune des
deux fonctions respectivement, on peut alors majorer ces diff érents modules :

Lemme 5. Si le param̀etrea est positif, on a les majorations :

• ω1(1/2N+1) ≤ 2π2 ∑N−1
n=0 (2a)n2n−N + 4π(2a)N/(1− 2a) ;

• ω2(1/2N+1) ≤ 4π3 ∑N−1
n=0 (4a)n2n−N + 8π2(4a)N/(1− 4a) ;

• µ1(k) ≤ 4πk/[(1− 2a)(1− 2a− 2k)] si a + k < 1/2;
• µ2(k) ≤ 16π2k/[(1− 4a)(1− 4a− 4k)] si a + k < 1/4.

Démonstration.On remarque que∂C
∂x (x, a) est la fonction de Cellérier de param̀etres

(2a, 2) affect́ee du facteur−2π et que ∂2C
∂x2 (x, a) est la fonction de Weierstrass de
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param̀etres(4a, 2) affect́ee du facteur−4π2. Pour ces raisons, les inégalit́es relatives̀a
ω1 etω2 proviennent du Th́eor̀eme 1.

Pourétablir la troisìeme ińegalit́e, on observe que :

|
∂C

∂x
(x, a)−

∂C

∂x
(x, a′)| ≤ 2π

∞∑

n=0

2n|an − a′
n
| = 4π|a− a′|/[(1− 2a)(1− 2a′].

Si maintenant|a− a′| ≤ k eta + k < 1/2, on aura alors :µ1(k) ≤ 4πk/[(1− 2a)(1−
2a− 2k)]. L’autre inégalit́e se d́emontre de la m̂eme manìere. �

Théorème 6. Si a ∈ [0, 128; 0, 179] ∪ [0, 180; 0, 203] ∪ [0, 204; 0, 213], la fonction
C(x) admet un seul point de minimum sur[0, 1/2] et la position de ce minimum est
l’unique solutionà l’ équationC ′(x) = 0 que l’on peut trouver sur(0, 1/2) ; de plus en
ce point de minimum,C ′′(x) > 0.

Démonstration assistée par ordinateur.Prenonsa ∈ [0, 128; 0, 179] et soit le rectangle
R = {(x, a) : x ∈ [0, 1/2] et 0, 128≤ a ≤ 0, 179}. L’objectif est d’́etudier le lieu des
zéros de la fonction de deux variables∂C

∂x (x, a) dansR. Nous allons v́erifier que les

deux fonctions∂C
∂x et ∂2C

∂x2 ne s’annulent jamais en m̂eme temps en un m̂eme point de
R. Pour cela, il suffit de trouver une partieS et deux nombresh etk tels que

1)
⋃

(x,a)∈S [x− h, x + h]× [a− k, a + k] ⊇ R.
2) ∀(x, a) ∈ S, au moins une des inégalit́es est satisfaite :

|
∂C

∂x
(x, a)| > ω1(h) + µ1(k) ou |

∂2C

∂x2 (x, a)| > ω2(h) + µ2(k).

En effet, s’il existait un point deR telle qu’̀a la fois ∂C
∂x (x′, a′) = 0 et ∂2C

∂x2 (x′, a′) = 0,
on pourrait trouver un point(x, a) deS tel que|x − x′| ≤ h et |a − a′| ≤ k. Dans ce
cas on obtiendrait|∂C

∂x (x, a)| ≤ ω1(h) + µ1k) et |∂
2C

∂x2 (x, a)| ≤ ω2(h) + µ2(k). Ce qui
contredit la condition 2.

La figure 2 illustre le contexte géoḿetrique de ces deux conditions.

x

a

S

Figure 2. Recouvrement du plan pour l’analyse de la courbe(C ′, C")

Indiquons comment nous avons choisiS, h etk.
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h = 2−21, k = 5.10−5 etS est le produit cart́esien deA×B où A = {n.2−20 : n =
0, 1, 2, . . . , 219} etB = {n.10−4 : 1280≤ n ≤ 1790}. Avec ce choix deh, dek et de
S pourR, il est clair que la condition 1) est satisfaite. Il resteà vérifier la condition 2),
ceci peut se faire par ordinateur et par l’argumentation suivante :

SoientC1(x, a) et C2(x, a) les calculs respectifs de∂C
∂x (x, a) et ∂2C

∂x2 (x, a), il est
possible de majorer les erreurs de calcul. En effet, avec un ordinateur qui admet une
arithmétique en virgule flottantèa double pŕecision avec des mots de 32 bits, sia < 9/40
on a :|C1(x, a) − ∂C

∂x (x, a)| < ε1 et |C2(x, a) − ∂2C
∂x2 (x, a)| < ε2 où ε1 = 2π × 10−13

et ε2 = 4π2× 10−13. Ces ińegalit́es sont justifíees dans l’appendice A.
On introduit une autre condition 3) en tout point deS, au moins une des inégalit́es

est satisfaite|C1(x, a)| > ω1(h) + µ1(k) + ε1 ou |C2(x, a)| > ω2(h) + µ2(k) + ε2.
La condition 3) implique la condition 2) et c’est un calcul numérique qui montre que

la condition 3) est v́erifiée.
En conclusion∀a ∈ [0, 128, 0, 179], les źeros de l’́equation∂C

∂x (x, a) = 0 sont
tous simples; le nombre de racines est invariable en fonction dea. On sait d́ejà que
∂C
∂x (0, a) = 0 et ∂C

∂x (1/2, a) = 0. Le nombre de solutions dans(0, 1/2) de l’équation
∂C
∂x (x, a) = 0 est le nombre de changements de signe de la suite{C1(x, a) : x ∈ A}

alors quea est une valeur arbitraire deB. À la suite de l’examen de la suite, ce
nombre est un. Commex = 0 est le lieu de maximum deC(x), alors le minimum
sur [0,1/2] deC(x) est atteint au źero de l’́equation∂C

∂x (x, a) = 0; de plus en un tel

zérox, ∂2C
∂x2 (x, a) > 0 vu la condition 2). Sia ∈ [0, 128; 0, 179], la démonstration est

compl̀ete.
Si a ∈ [0, 180; 0, 203], il suffit de reprendre la m̂eme argumentation en ne modifiant

queB de la manìere suivante :B = {n.10−4 : 1800≤ n ≤ 2030}. De la m̂eme façon,
lorsquea ∈ [0, 204; 0, 213], on prend pourB la progression arithḿetique{n.10−4 :
2040≤ n ≤ 2130}. �

Commentaire.Que se passe-t-il lorsquea est compris entre 0, 179 et 0, 180 ? C’est une
question de calcul nuḿerique que nous n’avons pas pu trancher. Le même commentaire
s’applique lorsquea est compris entre 0, 203 et 0, 204 ou quea est entre 0, 213 et 1/4.

Consid́erons maintenant le diagramme de bifurcation des points de minimum de la
fonction C(x) qui dispose en abscisse des valeurs dea de 0 à 1 et en ordonńee de
la position du point du minimum. Lorsquea ∈ [0, 128; 0, 179] ∪ [0, 180; 0, 203] ∪
[0, 204; 0, 213], les parties du diagramme correspondantes sont des courbescontinues
dérivables avec des dérivées continues.

Théorème 7. Sia ∈ (0, 128; 0, 179)∪(0, 180; 0, 203)∪(0, 204; 0, 213), les positions
du minimum deC(x) situées dans[0, 1/2] sont repŕesent́ees par une fonction unique
continuex = φ(a) qui admet de plus une dérivée continue.

Démonstration.Si a est une valeur donnée de(0, 128; 0, 179), si C(x) est la fonction
de Weierstrass,

∑∞
n=0 an cos(2πbnx) et si x est la position du minimum deC sur

[0, 1/2], alors on peut poserx = φ(a). D’après le th́eor̀eme 6, la fonctionφ peut aussi
se d́efinir implicitement par l’́equationf(x, a) = 0 sur le rectangleR = (0, 1/2) ×
(0, 128; 0, 179) si l’on a pośe f(x, a) = ∂C

∂x (x, a). Or f admet des d́erivées partielles
d’ordre un continues surR. De plus, on sait par le m̂eme th́eor̀eme 6 qu’en tout point
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de la courbef(x, a) = ∂C
∂x (x, a) = 0, ∂f

∂x(x, a) = ∂2C
∂x2 (x, a) 6= 0. Les hypoth̀eses du

théor̀eme des fonctions implicites sont donc remplies pour dire que la fonctionφ est
non seulement continue, mais que sa dérivée existe et est continue. Sia est une valeur
donńee de(0, 180; 0, 203) ∪ (0, 204; 0, 213), un raisonnement semblable a lieu.�

Lorsque 1/4 < a < 1/2 le diagramme de bifurcation des points de minimum de la
fonctionC(x) présente des discontinuités. Un algorithme nuḿerique simple et efficace
permet de localiser certains de ces points de discontinuité.

Théorème 8. Si 1/4 < a < 1/2 le diagramme de bifurcation des points de minimum
de la fonctionC(x) présente des discontinuités aux points suivants :

{0, 2747. . . , 0, 3280. . . , 0, 3568. . . , 0, 3826. . . , 0, 4106. . . , 0, 4395. . . }.

De façon plus pŕecise, pour chacune de ces valeursa′, il existe un voisinage(a′−δ, a′+δ)
et deux nombresx1 etx2 tels que

- 0 < x2 < x1 < 1/2,
- sia′−δ < a < a′, alors le minimum dex→ C(x, a) est atteint sur un voisinage

dex1 et non pas sur un voisinage dex2 ;
- sia′ < a < a′+δ, alors le minimum dex→ C(x, a) est atteint sur un voisinage

dex2 et non pas sur un voisinage dex1.

Démonstration.Pour fixer les id́ees, consid́erons d’abord le cas où a′ = 0, 3568. . . et
attardons̀a d́eterminer pour chacune des valeurs dea comprises entrea1 = 0, 35680
et a2 = 0, 35690 le minimum de la fonction de Weierstrassx → C(x, a). Après des
calculs pŕeliminaires sur ordinateur, deux valeursx1 et x2 semblent jouer un grand
rôle dans ce problème de minimisation :x1 = 0, 397. . . et x2 = 0, 353. . . Nous
posons doncx3 = 0, 375 (qui est enviroǹa mi-chemin entrex1 etx2). Nous d́efinissons
maintenant deux fonctionsg1 et g2 de la variablea : g1(a) = min{C(x, a) : x3 ≤
x ≤ 1/2} et g2(a) = min{C(x, a) : 0 ≤ x ≤ x3}. On remarque queg1 et g2 sont
continues et l’on v́erifie nuḿeriquement queg1(a1) < g2(a1) etg1(a2) > g2(a2) ; en fait
g1(a1) = −0, 80136. . . , g2(a1) = −0, 80132. . . , g1(a2) = −0, 80139. . . , g2(a2) =
−0, 80141. . . . Par le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires, il existe donc une valeur
a′ = 0, 3568. . . telle queg1(a

′) = g2(a
′). D’après la d́efinition des fonctionsg1 etg2,

on peut trouver deux abscissesx1 et x2 tels quex3 ≤ x1 ≤ 1/2, g1(a
′) = C(x1, a

′)
et 0 ≤ x2 ≤ x3, g2(a

′) = C(x2, a
′). Les valeurs nuḿeriques dex1 et dex2 sont

respectivement 0, 397. . . et 0, 353. . . ; la fonction de WeierstrassC(x, a′) prend son
minimum en ces deux endroits distincts, la valeur minimale atteinte est−0, 80138. . .
À l’aide de ŕesultats que Rockafellar [8] attribueà Danskin [3], que nous citons dans
l’appendice B, onétablit que la d́erivée deg1 en a′ est le nombre∂C

∂a (x1, a
′) =

−0, 324. . . alors que la d́erivée deg2 ena′ est le nombre∂C
∂a (x2, a

′) = −0, 854. . .
Parce que les d́erivées deg1 et deg2 sont distinctes ena′ et parce que le minimum de la
fonction de Weierstrassx→ C(x, a) est le plus petit des deux nombresg1(a) etg2(a),
on peut trouver un nombreδ > 0 tel que

- si a1 ≤ a′ − δ < a < a′, alors le minimum dex → C(x, a) est atteint sur un
voisinage dex1 et non pas sur un voisinage dex2 ;
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- si a′ < a < a′ + δ ≤ a2, alors le minimum dex → C(x, a) est atteint sur un
voisinage dex2 et non pas sur un voisinage dex1.

Ceci est pŕeciśement la conclusion recherchée. Pour les autres valeurs citées dea′, on
proc̀ede de la m̂eme façon en se servant des données du tableau 3.�

a′ x1 x2 C(x1) = C(x2) C(x1+x2
2 ) ∂C

∂a
(x1)

∂C

∂a
(x2)

0, 2746... 0, 409... 0, 402... −0, 7835... −0, 7832... −0, 028... −0, 093...
0, 3280... 0, 399... 0, 397... −0, 7930... −0, 7927... −0, 238... −0, 258...
0, 3568... 0, 397... 0, 353... −0, 8013... −0, 7640... −0, 324... −0, 854...
0, 3826... 0, 352... 0, 350... −0, 8245... −0, 8234... −0, 934... −0, 978...
0, 4109... 0, 349... 0, 338... −0, 8535... −0, 8410... −1, 073... −1, 311...
0, 4395... 0, 337... 0, 334... −0, 8930... −0, 8890... −1, 461... −1, 546...

TABLEAU 3. Valeurs responsables de discontinuité pour les minimums

Remarque.Si F (a) désigne les endroits où la fonction de Weierstrass atteint son
minimum, alors une discontinuité de l’application multivoquea → F (a) poura = a′

se produit lorsque la fonction de Weierstrassx→ C(x, a′) atteint son minimum absolu
en deux points distincts de[0, 1/2], ce qui veut dire que sur une période compl̀ete, la
fonction de Weierstrass atteint son minimum en 4 points.

6. Étude analytique des maximums de la fonction de Cellérier. La fonction de
Cellérier est d́efinie par

S(x) =
∞∑

n=0

an sin(2πbnx).

Cellérier [2] a montŕe la non-d́erivabilité de la fonctionS(x) pour tout entierb assez
grand lorsqueab = 1. Par la suite la non-d́erivabilité de la fonctionS(x) aét́e montŕee
sous des conditions plus géńerales sur les param̀etresa et b à savoirab ≥ 1 avec
0 < a < 1, b réel plus grand que un (voir [1, 5]. Ici on s’intéressèa d́eterminer les lieux
de maximum de cette fonction dans le cas où 0 < a < 1 etb est un entier impair plus
grand que un. On donne quelques propriét́es deS(x) : S(x) est une fonction impaire,
périodique de ṕeriode un. On se limitèa l’étudier sur l’intervalle[0, 1/2]. Dans ce cas
si x est un point de maximum sur[0, 1/2],−x est un point de minimum sur[−1/2, 0].
Nousénonçons les principaux résultats de cette section. Notons par Max(a, b) la ou les
positions de[0, 1/2] où la fonctionS(x) de param̀etres(a, b) prend sa valeur maximale.
Pourb ≡ 1 mod 4, on aura Max(a, b) = {1/4} (Lemme 9). Sib ≡ 3 mod 4, on se
restreintà b = 3. Dans ce cas, pour 0< a < 1/9, on a Max(a, 3) = {1/4} (Théor̀eme
10) et poura ≥ 1/3, on aura Max(a, 3) = {1/8, 3/8} (Théor̀eme 11). D’une manière
géńerale , et siab ≥ 1, on a Max(a, b) = { b−1

4b+4, b+3
4b+4}.

Cas òu b ≡ 1 mod 4

Lemme 9. Si b ≡ 1 mod 4, le maximum de la fonctionS(x) sur [0, 1/2] est atteint en
un seul pointx = 1/4 et vautS(1/4) = 1/(1− a).
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Démonstration.On aS(1/4) = 1/(1− a). Si x ∈ [0, 1/4[∪]1/4, 1/2], alors sin(2πx)
< 1 et dans ce cas on auraS(x) < S(1/4). �

Cas òu b ≡ 3 mod 4

Si b ≡ 3 mod 4, on se restreint au casb = 3. Suivant les valeurs du paramètrea,
on se propose de déterminer les lieux des points du maximum de la fonctionS(x) =∑∞

n=0 an sin(2π3nx). Lorsque 0< a < 1/9, on a le ŕesultat suivant :

Théorème 10.Si b = 3 et si0 < a < 1/9, alors le maximum de la fonctionS(x) sur
[0, 1] est atteint en un seul pointx = 1/4 et on aS(1/4) = 1/(1 +a).

Démonstration.Nous nous inspirons de la démonstration des théor̀emes 3 et 4. Si
hn(x) = sin(2π32nx) + a sin(2π32n+1x), nous obtenons queS(x) =

∑∞
n=0 a2nhn(x).

Vérifions maintenant que le maximum de chacune des fonctionshn(x) sur [0, 1] est
atteint au m̂eme pointx = 1/4. Déterminons les points critiques deh0 entre 0 et 1. On
vérifie queh′

0(x) = 2π cos(2πx){1−3a+ 6a cos(4πx)} apr̀es s’̂etre servi de l’identit́e
cos 3θ = cosθ(2 cos 2θ − 1). Si 0 < a < 1/9, alors la quantit́e 1− 3a + 6a cos(4πx)
est ńecessairement positive (il suffit de minorer cos(4πx) par -1). Les seuls points
critiques deh0 sont doncx = 1/4 et x = 3/4; 1/4 est le point de maximum. 3/4
est le point de minimum. De la périodicit́e deh0(x) et du fait quehn(x) = h0(32nx),
on d́eduit quehn(x) ≤ h0(1/4) = 1 − a pour toutn ≥ 0 et pour toutx. D’où
S(x) =

∑∞

n=0 a2nhn(x) ≤ (1− a)
∑∞

n=0 a2n = 1/(1 +a) = S(1/4) pour toutx. �

On consid̀ere maintenant le cas où a ≥ 1/3. Ceci implique la non-diff́erentiabilit́e
de la fonction. La position du point du minimum par rapport auparam̀etre a reste
constante. On a le résultat suivant :

Théorème 11.Sib = 3 et sia ≥ 1/3, alors le maximum de la fonctionS(x) est atteint
sur [0, 1/2] en deux points{1/8, 3/8} et vautS(1/8) = cos(π/4)/(1− a).

Démonstration.La fonctionS(x) est syḿetrique par rapport̀a l’axex = 1/4. Si on se
limite à l’intervalle [0, 1/4], la démonstration reste analogueà celle du th́eor̀eme 4 en
consid́erant dans ce cas la suite de fonctions{gn}n≥0 définie par :gn(x) = sin(2π3nx)+
sin(2π3n+1x)/3. �

Remarque.Si b est un entier quelconque≡ 3 mod 4 et siab ≥ 1 le maximum de
la fonction deS(x) =

∑∞
n=0 an sin(2πbnx) sur [0, 1/2] est atteint en deux points

{(b − 1)/4(b + 1), 1/2 − (b − 1)/4(b + 1)} sa valeur estS((b − 1)/4(b + 1)) =
cos(π/(b + 1))/(1− a). La démonstration est analogueà celle du th́eor̀eme 4.

Nous terminons cette section en attirant l’attention du lecteur sur le fait que nous nous
sommes limit́es à étudier les maximums de la fonction de Cellérier pour des valeurs
impaires du param̀etreb. L’ étude des maximums de la fonction de Cellérier pour des
valeurs paires du paramètreb resteà faire.

7. Conclusion. Comme nous l’avons d́ejà dit, les algorithmes de recherche des points de
minimum d’une fonction pŕesupposent très souvent sa dérivabilité et m̂eme l’existence
de sa d́erivée seconde. Certains auteurs ont tenté de s’affranchir de ces hypothèses.
Par exemple, Shubert [9] et Pijavskii [7] ont proposé une ḿethode de recherche du
maximum pour des fonctions qui satisfont une condition de Lipschitz d’ordre 1. De
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façon plus ŕecente, Ellaia [4] a proposé un algorithme qui s’appliquèa des fonctions
qui satisfont une condition de Ḧolder (ou une condition de Lipschitz d’ordreα où
0 < α < 1). Si ab > 1 le th́eor̀eme 1 fait voir que la fonction de WeierstrassC(x)
satisfait une condition de Ḧolder d’ordreα = − ln a/ ln b. L’algorithme d’Ellaia serait
donc applicable dans ce cas. Siab < 1, la fonction de Weierstrass est de classeC1 une
foule d’algorithmes peuventêtre utiliśes pour minimiser nuḿeriquement cette fonction.

Conśecutivement̀a la section 5, quelques questions restent sans réponse. Nous ter-
minons en posant quatre de ces questions.

• Lorsque le param̀etrea est comprise entre 1/8 et 1/4 alors queb vaut 2, est-il
vrai que la d́erivée de la fonction de Weierstrass ne s’annule qu’une seule fois
sur l’intervalle(0, 1/2)?
• Est-ce que le nombre de discontinuités de l’application multivoquea→ Min(a, 2)

est infini ?
• Le graphe dea → Min(a, 2) ∩ [0, 1/2] sembleêtre le graphe d’une fonction

décroissante. Peut-on vérifier cette conjecture ?
• Que peut-on dire des points de minimum et des points de maximum de la

fonction de Weierstrass lorsque le paramètrea est choisi entre−1 et 0 ?

Enfin il serait également int́eressant de s’interroger sur la minimisation de fonc-
tions non d́erivables commef(x1, x2, . . . , xn) =

∏n
i=1 C(xi, ai, bi), les param̀etres

a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn auraient́et́e choisis d’avance.

Remerciement.Le second auteur reçoit l’appui du CRSNG (gouvernement féd́eral du
Canada) selon le programme de subvention de recherches.

A Erreur dans le calcul de la fonction de Weierstrass en virgule flottante. Dans la
démonstration du th́eor̀eme 6, nous avions besoin de faire l’évaluation nuḿerique des
deux fonctions∂C

∂x et ∂2C
∂x2 et de connâıtre l’erreur absolue commise dans cesévaluations.

Puisque∂C
∂x (x, a) = −2πS(x, 2a) et ∂2C

∂x2 (x, a) = −4π22C(x, 4a), il suffit d’ étudier
l’erreur commise lors du calcul de la fonction de Weierstrass ou de Celĺerier. Pour
arriverà cette fin, nous rappelons l’approche de Wilkinson [11] pourl’ étude des erreurs
dans les oṕerations arithḿetiques en virgule flottante et nous rappelons certaines de
ses formules d’erreurs. Nous nous servons de ces résultats pour majorer les erreurs
commises dans le calcul de la fonction de Weierstrass en virgule flottante.

Six est un nombre réel, on supposera que fl(x) est l’arrondi dex en virgule flottantèa
la base 2 avect chiffres significatifs (en double précision, sur de nombreux ordinateurs,
t = 53). Nous noterons parF la totalit́e des nombres que l’on peut exprimer en virgule
flottanteà la base 2 avect chiffres significatifs. Six, y, . . . sont des nombres deF, nous
supposerons que fl(x + y), fl(x− y), fl(xy) et fl(x/y) donneront le calcul respectif de
fl(x)+fl(y), fl(x)−fl(y), fl(x)fl(y) et de fl(x)/fl(y) en virgule flottante. D’une manière
géńerale, siE est une expression arithmétiqueélémentaire forḿee de nombres deF,
x, y, z, . . . affect́es d’oṕerations arithḿetiquesélémentaires, fl(E) désigne le ŕesultat
obtenu en appliquant les opérations en virgule flottante sur l’expression portant sur les
nombres donńes.

Wilkinson a d’abord donńe les formules suivantes d’erreurs pour les opérations
arithmétiqueśelémentaires.
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Si x ∈ F, y ∈ F, alors il existe un nombreε tel que fl(x + y) = (1 + ε)(x + y) où
|ε| ≤ 2−t.

Si x ∈ F, y ∈ F, alors il existe un nombreε tel que fl(x − y) = (1 + ε)(x− y) où
|ε| ≤ 2−t.

Si x ∈ F, y ∈ F, alors il existe un nombreε tel que fl(xy) = (1 +ε)xy où |ε| ≤ 2−t.
Si x ∈ F, y ∈ F, y 6= 0, alors il existe un nombreε tel que fl(x/y) = (1 + ε)x/y où

|ε| ≤ 2−t.
Nous relevons deux autres formules d’erreurs duesà Wilkinson, ce sont les formules

(23.5) et (28.6) de [11].
Formule 1. Soientx1, x2, . . . , xn une collection den nombres deF , alors

fl(x1x2 . . . xn) = (1 +E)x1x2 . . . xn

où (1− 2−t)n−1 ≤ 1 +E ≤ (1 + 2−t)n−1.
Formule 2. Soientx1, x2, . . . , xn une collection den nombres deF , on suppose que

n2−t < 1/10, alors

|fl(
n∑

k=1

xk)−
n∑

k=1

xk| ≤ 1, 06(n− 1)2−t
n∑

k=1

|xk|.

Dans sońenonće de la formule 28.6, Wilkinson suppose que
∑n

k=1 |xk| < 1, mais
cette hypoth̀ese n’est absolument pas nécessaire.

Calcul de la fonction de Weierstrass

Nous supposerons que l’argumentx dans la fonction de Weierstrass est une frac-
tion dyadique de la formei/2t, 0 ≤ i ≤ 2t, et que le nombrea se repŕesente sans
erreur en virgule flottante avect bits pour la mantisse. On remarque queC(x) =∑∞

n=0 an cos(2π2nx) =
∑t−1

n=0 an cos(2π2nx) + at/(1− a). Nous d́esignerons par
cn le résultat du calcul par ordinateur de la valeur cos(2π2nx). Ce que nous sup-
posons est que|cn − cos(2π2nx)| < 3 · 2−t| cos(2π2nx)|. Le calcul deC(x) est
fl(C(x)) = fl(

∑t−1
n=0 ancn +at/(1−a)). La formule 1 de Wilkinson permet de dire que

fl(ancn) = ancn(1+En) où(1−2−t)n ≤ (1+En) ≤ (1+2−t)n. La formule 2 de Wilkin-
son donne :|fl(

∑t−1
n=0 ancn +at/(1−a))− [

∑t−1
n=0 fl(ancn)+ fl(at/(1−a))]| ≤M1(a)

où M1(a) = 1, 06t2−t(1 + 3× 2−t)/(1− a(1 + 2−t)). D’autre part on montre que
|
∑t−1

n=0 fl(ancn)+fl(at/(1−a))−C(x)| ≤M2(a) oùM2(a) =
∑t−1

n=0 an[(1+2−t)n(1+
3× 2−t)− 1] + at

1−a [(1 + 2−t)t − 1]

Si dans la somme des erreursM1(a) + M2(a), on ńeglige les termes qui contiennent
des puissances supérieures̀a un de 2−t, on obtient la simple majoration,|fl(C(x)) −

C(x)| ≤ [ 1
(1−a)2 + 2

1−a + 1,06t
1−a(1+2−t)

]2−t. De la m̂eme façon, on montre qu’a lieu
l’in égalit́e analogue pour la fonction de Cellérier,

|fl(S(x))− S(x)| ≤ [
1

(1− a)2 +
2

1− a
+

1, 06t
1− a(1 + 2−t)

]2−t.

Ces deux ińegalit́es permettent de dire que les erreurs|fl(C(x))−C(x)| et |fl(S(x))−
S(x)| ne d́epassent pas 10−13 lorsque les calculs se fontà double pŕecision, quea etx
se repŕesentent exactement en virgule flottante et quea < 0, 9. Ce sont ces majorations
d’erreurs dont on avait besoin dans le théor̀eme 6.
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B Dérivabilit é de la valeur minimale. Nousénonçons dans le contexte d’une fonction
de deux variables un résultat donńe par Rockafellar [8].

Soitf(x, v) une fonction de classeC1 définie sur le rectangle[a, b]× [c, d], on pose

p(v) = max{f(x, v) : x ∈ [a, b]} et X(v) = {x : f(x, v) = p(v)},

alors pour toutv de (c, d), p admet des d́erivées à droite età gauchep′(v+) =

min{∂f
∂v (x, v) : x ∈ X(v)}, : p′(v−) = max{∂f

∂v (x, v) : x ∈ X(v)}

English extended abstract.We undertake the optimization of the Weierstrass function
and of a similar function, that one of Cellérier. The Weierstrass function is given by a
trigonometric series which has two real parametersa andb :

C(x) =
∞∑

n=0

an cos(2πbnx)

where 0< a < 1, b > 1. We will always assume thatb is an integer,b = 2, 3, 4, . . .
With this restriction, the function of Weierstrass is periodic, with a period of one; and
for each value ofa and for such a value ofb, the minimum ofC(x) is reached. One
denotes by Min(a, b) the places of[0, 1] whereC(x) takes its minimal value. Whenb
is odd, a very simple case occurs.

Lemma 2. If b is an odd integer and if0 < a < 1, then the minimum ofC(x) on [0, 1]
occurs only atx = 1/2 andC(1/2) = −1/(1− a).

So the only interesting case is whenb is even. The graph of the multiapplication
a → Min(a, b) is called the bifurcation diagram ofC(x). This diagram withb = 2 is
the content of the Figure 1. We consider two series of questions:

• How can one computes efficiently the set of points of minimum Min(a, 2)?
• What are the most visible properties of the bifurcation diagram?

As answer to the first question, we describe two minimum seeking methods of a
possibly nondifferentiable, objective function whose modulus of continuity is known
at least by an upper bound. These algorithms are a search at two levels and a search by
bissection. With Weierstrass function, these algorithms are compared for their efficiency
(see Tables 1 and 2). The following upper bounds for the modulus of continuity of
Weierstrass function (and Cellérier function) are satisfied:

Theorem 1.

ω(
1
2
) ≤

2
1− a

and forN ≥ 1,

ω(
1

2bN
) ≤

π(1 +ab + · · · + aN−1bN−1)

bN
+

2aN

1− a

Related to the second question, the following theorems are proved.

Theorem 3. If 0≤ a ≤ 1/8 and ifb = 2, then the functionC(x) reaches its minimum
on [0, 1] at the only placex = 1/2 andC(1/2) = (2a− 1)/(1− a).
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Theorem 4. If a ≥ 1/2, then the functionC(x) reaches its minimum on[0, 1/2] at the
only placex = 1/3 andC(1/3) = −1/(2− 2a).

Theorem 6. If a ∈ [0, 128; 0, 179]∪[0, 180; 0, 203]∪[0, 204; 0, 213], then the function
C(x) has only one point of minimum in[0, 1/2] and this minimum is the unique solution
to the equationC ′(x) = 0 in (0, 1/2); moreover, at this point,C"(x) > 0.

The proof of Theorem 6 is computer aided after the moduli of continuity of ∂C
∂x and

∂2C
∂x2 have been used.

Theorem 7. If a ∈ [0, 128; 0, 179]∪ [0, 180; 0, 203]∪ [0, 204; 0, 213], the positions of
minimum ofC(x) in [0, 1/2] come from a unique continuously differentiable function
x = φ(a).

Theorem 8. If 1/4 < a < 1/2, the diagram of bifurcation of the points of minimum of
C(x) has discontinuities at the following points:

{0, 2747. . . , 0, 3280. . . , 0, 3568. . . , 0, 3826. . . , 0, 4106. . . , 0, 4395. . . }.

More preciseley for each of these valuesa′, there is a neighbourhood(a′ − δ, a′ + δ)
and two numbersx1 andx2 such that

- 0 < x2 < x1 < 1/2,
- if a′ − δ < a < a′, then the minimum ofx → C(x, a) is reached on a

neighbourhood ofx1 but not on a neighbourhood ofx2;
- if a′ < a < a′ + δ, then the minimum ofx→ C(x, a) reached on a neighbour-

hood ofx2 but not on a neighbourhood ofx1.

The last matters of the paper are about the function of Cellérier, the trigonometric
series:

S(x) =

∞∑

n=0

an sin(2πbnx)

where 0< a < 1, b > 1. We are studying the maximum ofS whenb is an odd integer.

Lemma 9. If b ≡ 1 mod 4, the maximum ofS(x) in [0, 1/2] is reached at only one
point: x = 1/4 andS(1/4) = 1/(1− a).

Theorem 10. If b = 3 and if 0 < a < 1/9, then the maximum ofS(x) sur [0, 1] is
reached at only one point:x = 1/4 andS(1/4) = 1/(1 +a).

Theorem 11. If b = 3 and ifa ≥ 1/3, then the maximum ofS(x) in [0, 1/2] is reached
at the two places{1/8, 3/8} andS(1/8) = cos(π/4)/(1− a).

In an appendix, the error in the computation in floating pointof the Weierstrass
function is analyzed. If fl(C(x)) is the computed value ofC(x), a typical result is that
|fl(C(x))−C(x)| < 10−13 when the computations are done in double precision, thata
andx has an exact representation in floating point and thata < 0, 9. This error analysis
is necessary for the proof of Theorem 6.
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