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LA MINIMISATION DE LA FONCTION DE WEIERSTRASS
AMAR BAOUCHE ET SERGE DUBUC

RESUME. Nous entreprenons la minimisation de la fonction de Weiass. Nous
présentons deux @thodes pour &erminer nurariguement la position du mini-
mum d’une fonction @rivable ou non dont on contitanéanmoins le module de
continui®. A l'aide de la fonction de Weierstrass, nous comparons taéfie de

ces deux algorithmes eredageant un diagramme de bifurcation. Ce diagramme
revele diverses propgies des points de minimum de la fonction de Weierstrass,
certaines de ces proptes seront rigoureusemerémontées. Nous entreprenons
une cemarche semblable pour une fonction analogue, la fonciterde Celérier.

En appendice, nous discutons aussi des erreurs dans |léaraldtgule flottante de

la fonction de Weierstrass.

ABSTRACT. The minimisation of the Weierstrass function is considergVe de-
scribe two minimum seeking methods of a possibly nondifféable, objective
function whose modulus of continuity is known. With the udale Weierstrass
function, the efficiency of these algorithms is comparedahbiurcation diagram is
derived. Various properties of minimum points of Weierssrunction are revealed
by this diagram, some of these are rigorously demonstratesimilar process is
done with a related function going back to @eier. In appendix, there is also an
error analysis for floating point computations related taéfsrass function.

1. Introduction. Notre objectif est d’entreprendre I'optimisation de la ¢ton de
Weierstrass et d’'une fonction apparest la fonction de Cedrier. La fonction de
Weierstrass [10] est doBe par uneé&rie trigononitrique qui @pend de deux para-
metresa etb :

C(z) = i a" cog2rb"x)
n=0

ou 0 < a < 1,bestun éel sugrieura 1. Dans un travail remarquable, Hardy [5] a
montte que sous la conditiarb > 1, la fonction de Weierstrass est nulle pagtidable.

Il est tres facile de voir que pour des valeurs deesde: et deb, la valeur maximale de
la fonction de Weierstrass est atteiatéorigine. C’est la question de la minimisation
de la fonction de Weierstrass qui n'est pas iattiate et qui attirera principalement
notre attention. Poueviter une trop grande comple&ide la question, nous allons
restreindre la valeur deaux entiersh = 2, 3,4, ... Avec cette restriction, la fonction
de Weierstrass esepodique, de priode un; et pour chaque valeur det une telle
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16 La minimisation de la fonction de Weierstrass

valeur deb, le minimum de la fonction de Weierstrass est atteint. @sighera par
Min(a,b) la ou les positions df, 1] ou la fonction de Weierstrass de parnes(a, b)
prend sa valeur minimale. On peut distinguer deux cas salpaiie deb. Lorsqueb
est impair, un casés simple se @sente : pour tout compris entre 0 et 1, la fonction
de Weierstrass atteint son minimum enr= 1/2. Le seul cas qui &rite un inérét est
celui ai b est un entier pair. Pour cette introduction, nous nousdinsitau cas = 2.

Notre objectif gréral est de calculer le lieu des points de minimum, (Mi2), de
degager les propeies de ce lieu et deaterminer comment les positions des points de
minimum varient en fonction de. De fagon plus pcise, nous abordons deuaries
de questions :

- Comment peut-orevaluer nurgriquement et efficacement le lieu des points de
minimum, Min(a, 2), ceci non seulement pour la fonction de Weierstrass, maisi au
pour n'importe quelle fonction continue ?

- Partant du graphe de I'application multivoque- Min (a, 2) assocéea la fonction
de Weierstrass, quelles sont les préf@s les plus apparentes ?

Pour Epondrea la premére question, nous proposerons deux algorithmes qui perme-
ttent le calcul des points de minimum avec comme seule hggethne connaissance
partielle du module de continéitde la fonctiora optimiser. Une telle connaissance
est assure pour une fonction qui satisfait une condition de Lipscfou de Holder) et
c’est ce qui se passe en particulier pour la fonction de \We@ss. Quard la seconde
guestion, le graphe laisse soupconner plusieurs f@@pripar exemple, que giest
compris entre 0 et 1/8, alors Mim, 2) = {1/2} et que siu est compris entre 1/2 et 1,
alors Min(a,2) = {1/3,2/3}. Nous ferons la @monstration de ces proptés et de
quelques autres semblables.

La fonction apparegea la fonction de Weierstrass et dont nous donnons le nom de
fonction de Cekrier est la érie trigonongtrique :

S(z) = i a” sin(2rb"x)
n=0

ou0< a < 1 bestun éel sugrieura 1. Celerier [2] reclamait que soit un entier
assez grand et qu# = 1, mais nous ne retiendrons pas ces deux exigences. Pour cette
famille de fonctions, nous entreprendrons ugendrche semblable : noésudierons
le lieu des points de maximum des fonctigh#orsquea varie de 0a 1a la difference
pres que les valeurs deseront des nombres entiers impairs.

En appendice, nous majorons les erreurs qui s’accumulsdiccalcul de la fonction
de Weierstrass ou de Cetler.

2. Algorithmes de minimisation. Un probEme féquent est de trouvex § pres la
position du minimum d’une fonction continyedéfinie sur I'intervall€]0, 1]. Plusieurs
algorithmes de recherche du minimum @t propogs dans le paés mais le plus
souvent sous I'hypotrse de la drivabilité def. Kiefer [6] a affaibli cette hypotase; la
méthode de Kiefer (connue aussi sous le nom de recherchealedéiti) ne pesuppose
que la quasi-convexdt Cependant nous voulons coreier des fonctiong” encore
plus irregulieres, il pourrait r@me arriver que la fonctioa minimiser ne soit nulle
part cerivable. Nous grsenterons deux @hodes pour &erminer nurariquement la
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position du minimum d’une fonctionétivable ou non dont on conitaneanmoins
partiellement le module de contingitCette connaissance partielle consiste en une
majoration du module de continaitLa premére néthode est un algorithmeécursif

par bissection et la seconde est un puécde minimisatiors deux niveauxA l'aide

de la fonction de Weierstrass, nous comparerons l'effieatst ces deux algorithmes
vis-a-vis d’un algorithmeé&moin qui est une recherche simple du minimum.

L’algorithme-&moin (Recherche simple uniforme)

Soit la fonctionf : [0, 1] — R et soitd = 1/N. On veut trouver o pres la position
du minimum def. Pour cela oevaluef aux points 01/N,2/N,... (N —1)/N et 1.
On propose comme point de minimum global pgusur [0, 1] un pointi/N tel que :
f(@/N)=min{f(5/N):j=0,1,...,N}. Si f est convexe, le point de minimum de
f esttroueas pres; ou sile point de minimum dén’est pas unique, le poitif N est
voisina ¢ pres d’'un de ces points de minimuméahmoins il y a lieu de faire les trois
observations suivantes :

e Si f n'est pas convexe et surtout in'est pas @rivable, tout peut arriver en
principe. ..

e Mais en pratique, il sera difficile de rejeter le poifify comme candida un
point de minimum.

¢ Linefficacité de cet algorithme se manifeste lorsquest tes grand (lorsque
¢ est trop petit).

Recherche confdée du minimuna I'aide du module de continat

Définition. Si f estune fonction&finie surunintervallé:, b], sonmodule de continuét
est definie par:

w(0) = supf[f (1) — f(z2)| : |21 — 22| <6} .

Le principe d’'une recherche coatee du minimum def proccde comme suit :
soitm = inf{f(x) : « € [a,b]}, Siz; estle point-milieu d’un intervallga;, b;] et si
f(zi)) >m+ w(@) alors pour toutr de [a;, b;], f(z) > m, le point de minimum
de f ne peut pagtre danda;, b;]. En pratique, on se sert d’'une majoratiéf) du
module de continu@ et I'on remplace l'iegali€ f(x;) > m + w(%) par le criere
flzi) > m;+ ﬂ(@) ou m; est la plus petite des valeurs de la fonctipgue I'on
ait renconte jusque-d. On ne recherche le minimum de l'intérieur defa;, b;] que si
fzi) <m;+ [3(@). On propose les deux algorithmes suivants :

Recherche du minimum par bissection

Pour localiser le point de minimum nous pealons par bissections successives
d’intervalles embtiés; les sous-intervalleside minimum de la fonction ne peut pas
étre atteint sont rejés, les autres sous-intervall@sibn’est pas exclu que le minimum
soit atteint sont subdivis tant que la longueur du sous-intervalépdsse la quangit
0. On se sert desvaluations successives de la fonctjopour approcher la valeur du
minimum de la fonctionyf ; puis, on se sert d’'une borne du module de continpdur
rejeter les sous-intervalleside minimum ne peut pas avoir lieu.
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Dans ce qui suit, nous psentons en pseudo-PASCAL I'algorithme de recherche du
minimum par bissection.

programme MinimisationParBissection;
variable
{xmin est la position et ymin est la valeur du minimum de la farcf}
Xmin, ymin: éel,
profondeur : entier;
{B[K] est une majoration du module de contirguit(2—%)}
(3: tableau[0..19] degel;

procedure bissection (x0, y0, x1, yeel; k: entier);
variable
X, y: reel;
debut
si k different de profondeur, alors
debut
X« (X0 +x1)/2;
y « f(X);
siy < ymin alors
debut
ymin «y;
Xmin < X;
finde si
si (yO <= [k + 1] + ymin), alors
bissection(x0, y0, X, y, k + 1);
si (y1 <= gk + 1] + ymin), alors
bissection(x, y, x1, y1, k + 1);
fin de si
fin de pro@dure

debut
Calcul desg;
xmin < O;
ymin « f(0);
pour profondeur de @ 16 faire
bissection(0, f(0), 1, f(1), 0);
fin de programme

Recherche du minimuendeux niveaux

Soit la fonctionf : [0,1] — R et soité = 1/(MN). Pour localiser le point de
minimum, nous proedons en deu&tapes.

- La premére étape en est une d’apprentissage :@ealuef aux points 0, 1M,
2/M, ..., (M —1)/M et1,etl'onposeng=min{f(i/M):i=0,1,2,...,M}.

- La secondettape est une recherche cate du minimum : pour chacun des
intervalles[i/M —1/(2M),i/M +1/(2M)], on se demande s’il y a lieu d’y rechercher
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le minimum. Sif(i/M) < m; + 3(1/(2M)), alors on partage l'intervalle eN sous-
intervalles etn,;+; estle minimum entre.; et la plus petite valeur dé rencontée lors
desévaluations aux ex¢émites de ces intervalles.

La principale proédure de I'algorithme de recherche du minimardeux niveaux
prend la forme suivante en pseudo-PASCAL.

procedure DeuxNiveaux;
déebut
pour i de 0a m faire
sif(i/ m) <=ymin + 3 alors
pour jde-n/2an/ 2 faire
début
X (i+j/n)y/m;
y « f(X);
Siy < ymin alors
debut
ymin < y;
Xmin « X;
fin de si
fin de pour
fin de pro@dure

3. Majoration du module de continuité de la fonction de Weierstrass.Si 'on désire
appliquer les algorithmes@eedents pour rechercher le point du minimum de la fonction
de Weierstrass pour diverses valeurs des panas: et b, il nous faut d’abord discuter
du module de continutde la fonction de Weierstrass.

Théoreme 1. On ales majorations suivantes pour le module de contrdatla fonction
de Weierstrass (et de Cetier) :

1 2
o)<
“G =1
et pourN > 1,
1 m(l+ab+---+a¥ N1 24N
w(mg) < +
20N bN l1-a

Démonstration.Pour tout couple de nombresety, on a l'inégalié |C(z) — C(y)| <
> pa™ min{2,2xb™ |z — y|}. Dol si|z — y| < b~V /2, on obtient :

N-1
1 nin—
w(Zb—N)gﬂ g a0 N + 24V /(1 - a).
n=0

Le méme argument tient pour la fonction de @eiér. [
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4. Application et comparaison de l'efficacié des algorithmes.Nous avons exgri-
men€ chacun des trois algorithmes de minimisation : la recleesghple, la recherche
par bissection et la recherchaleux niveaux. La fonctioa minimiser ate la fonction
de Weierstrass pour les valeurs suivantes des garas:b était toujoursegala 2 et
I'on a donre trois choix pour, a = 0,4,a = 0,5 eta = 0, 6. Pour chacune de ces trois
fonctions, on a entrepris la recherche de la position durmim selon une @cisiond.
Les valeurs) retenues onéte 1/2", pourn allant de 9a 16. Le tableau 1 donne les
résultats des calculs lorsque I'on peale par une recherchaleux niveaux. La position
calcuke du minimum est néex.

5 x C(z,2/5) x C(z,1/2) x C(z,3/5)
2710 (034961 —0,84169 033301 —0,99581 033301 —1, 22574
2-11 (34912 —0,84191 033350 —0,99879 033350 —1,23633
2712 034912 —0,84191 033325 —0,99895 033325 —1,24136
2-13 034924 —0,84196 033337 —0,99970 033337 —1,24504
2-14 (034924 —0,84196 033331 —0,99974 033331 —1,24691
2-15 (034927 —0,84197 033334 —0,99992 033334 —1,24820
2-16 (034927 —0,84197 033333 —0,99994 033333 —1,24889

TABLEAU 1. Position et valeur des minimums de 3 fonctions de Weier-
strass (paraetres des fonctionsh: = 2 eta = 2/5, 1/2 et 3/5).

Le second tableau donne le nombrédiluations de la fonctioa minimiser lorsque
I'on fait la recherche du minimum de la fonction de Weierss$raelon chaqueé&thode
pour une pecisiond. La lecture du nombre évaluations montre bien que lgéthode
de bissection et la recherchealeux niveaux sont nettemengféérablesa la recherche
simple surtout si la g@cision voulue est plus grande.

§ (1) (2) ® O @ 6 @O @ @

2710 1026 1026 1026 243 243 371 250 318 404
2-11 2050 2050 2050 435 435 627 328 464 572
2712 4098 4098 4098 675 675 739 434 634 800
2713 8194 8194 8194 1251 1251 1379 598 894 1136
2-14 16386 16386 16386 1987 1603 2115 818 1246 1618
2-15 32770 32770 32770 3779 3011 4035 1108 1748 2280
2-16 65538 65538 65538 5507 2691 2947 1432 2456 3172

TABLEAU 2. Nombre dévaluations de la fonctioa minimiser. La
fonction est la fonction de Weierstrass avee 2/5 (1),a = 1/2 (2) et

a = 3/5 (3). Les esultats dans les trois colonreedroite de la colonne
desd ont éte obtenus par une recherche simple, Esultats dans les
trois colonnes suivantes proviennent d’'une recheéctieux niveaux et
les iesultats dans les trois deénés colonnes viennent d’une recherche
par bissection.
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La recherche du minimur deux niveaux ou par bissection se fait si rapidement que
I'une ou l'autre permettent de consietr successivement une quaniite probdmes
de minimum. Par exemple, on peut trouver tous les points démim de la fonction
de Weierstrass de paratneb = 2 et de paramtre a variable, aux multiples entiers
de 1/1000) .« = 0, 1/1000, 2/1000,.., 999/1000. Le graphique produit sera ap-
pek le diagramme de bifurcation de la fonction de Weierstrihssagit du graphe
de I'application multivoquex — Min(a, 2). Nous rappelons que Mjn,b) désigne
I'ensemble des points de minimum de la fonction de Weiesstde paragtres(a, b)
restreintea 'intervalle [0, 1]. La Figure 1 reproduit ce diagramme. Plusieurs p&ipsi
de la fonction de Weierstrass se manifestent dans cettefiglgst la section suivante
qui justifiera cegvidences graphiques.

T T T T
0,8} i
0,6k e -
— —
N
8
=
=
04} ~— -
02k i
1 1 1 1

0,2 0,4 0,6 0,8
a

Figure 1. Graphe des points de minimum de la fonction de Weierstrass

5. Etude analytique des minimums de la fonction de WeierstrassOn consiére

la fonction C'(z) = > ja™ cog2rb"z) avec 0< a < 1 etb entier plus grand
gue un. Suivant les valeurs des paédrasa et b, on localise les positions des points
qui realisent le minimum d€’(z). Nous commencons d’abord par donner quelques
proprietes de la fonctionC' : c’est une fonction paire, giodique de priode un et
symétrique par rappom 'axex = 1/2. Avant d’entamer Btude des minimums de la
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fonction de Weierstrass, attardons-noug¥gement sur son maximum. Best entier

et si0< a < 1, le maximum deC(x) sur R est atteint aux entiers de Z. En
effet, on aC(n) = 1/(1—a) etsin < z < n+1,C(z) < 1/(1 — a). Faisons
maintenant une description des principa@sultats de cette section. Pour un entier
impairb, on a Min(a, b) = {1/2} (Lemme 2). Poub = 2, on a les esultats suivants. Si

a <1/8,0onaMina,?2) ={1/2} (Théome 3). Sk > 1/2,Min(a,2) = {1/3,2/3}
(Theorme 4). La émonstration de ce derniggsultat se gréralise aux autres entiers
pairs, lorsquewb > 1, on obtient Mir(a,b) N [0,1/2] = {#2}. Sil/8<a<1/2,
I'interprétation du diagramme de bifurcation devient plus difficiéanmoins nous
pouvons exhiber certaines progés. En particulier, nous montrons que dans certaines
parties de l'intervalle (1/8, 1/4), 'ensemble Min 2) N [0, 1/2] est constité d’un seul
point (Theoeme 6) et si 14 < a < 1/2, nous arrivons cerner les principaux points
de discontinui du diagramme de bifurcation (8beme 8).

Cas au le parangtreb est un entier impair

Si le paranmétre b est un entier impair plus grand que un, on aésultat simple
suivant :

Lemme 2. Sib est un entier impair et 9 < a < 1, alors le minimum de”'(z) sur
[0, 1] est uniquement atteint en=1/2etonaC(1/2) = —1/(1 — a).

Démonstration.ll est clair queC(1/2) = —1/(1—a). Siz € [0, 1], mais quer # 1/2,
on a co$2rz) > —1 etdans ce cas, on &(z) > C(1/2). O

Cas ai le parangtreb est un entier pair

On se limite au castole parangtreb estégala deux. On a la fonctiod'(z) =
Yoo pa" cog2r2"x). Onétudie les lieux du minimum d€(z) sur[0, 1/2] lorsque le
paranetreq varie de 0a 1. Lorsque X a < 1/8 on a le esultat suivant :

Théoreme 3. Si0 < a < 1/8alors la fonctionC'(z) atteint son minimum sud, 1] en
un seul pointz = 1/2 et la valeur minimale est'(1/2) = (2a — 1)/(1— a).

Démonstration.L'id ée de la @monstration est d’exprimer la fonction de Weierstrass
C(x) comme somme d’uneésie ) > f,,(z) telle que le minimum de chacune des
fonctionsf,, (z) sur[0, 1] est uniguement atteint auéme point: = 1/2. Pour ce faire,

on posefo(z) = 152 cog2rz) et pourn > 1,

fn(z) = (4a)" cog2rx) + a™ cog2r2"x)

Il est trés facile de @rifier l'identite C'(x) = >, fn(z). Vérifions que chacune des
fonctionsf, admet le point: = 1/2 comme unique point de minimum six 1] et que
sur[0, 1/2], les seuls points critiques dfig sont pecigment 0 et 12. Ceci est vrai pour
la fonction fp; nous supposons maintenant quest positif. On montre qug/, (z) =
—27(2a)"{2" sin(2rx) + sin(2n2"z) } = —2n(4a)" sin(2rx) {1 +[[}_, cogm2*z)}.

La dernereéquation est obtenue en appliquant I'idengin 2 = 2 sinf cosf avec
0 =272z, k =0,1,...,n — 1. Raisonnons par I'absurde en supposant que® <
1/2 et f!(x) = 0; il s’ensuivrait que[[;_, coym2¥z) = —1. Dans ce cas, on doit
avoir | cogn2kx)| = 1 pour toutk = 1,...,n, ceci est impossible du moins pour le
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cask = 1. En conclusion, on a seulement deux points critiquegGuy/2] : = = 0 et
x = 1/2. Le minimum global def,,(x) sur|0, 1/2] est atteint em: = 1/2 pour toutn.
L'on déduit queC'(z) atteint son minimum sup, 1/2] enz = 1/2. O

On consi@re maintenant le casia > 1/2. Ceci nous donne la non-déffentiabilie
de la fonction de Weierstrag$(x) (voir [1, 5]). Dans ce cas on a leéb®me suivant :

Théoreme 4. Sia > 1/2, la fonctionC'(z) atteint son minimum sue, 1/2] en un seul
pointz = 1/3etonaC(1/3) = —1/(2 — 2a).

Démonstration.L'id ée de la @monstration est d’exprimer la fonction de Weierstrass
C(x) comme somme d'uneésie ) ,c,g,(z) telle que lesc, sont positifs et le
minimum sur[0, 1/2] de chacune des fonctions(z) est atteint au @me pointr =
1/3. Pour ce faire, on pose,(z) = cog2r2"x) + cog2r2"*1x)/2. Pour que la
série Y °° e, [cog2n2z) + cog 22" x) /2] ait C'(x) comme somme, il suffit que
la suite ¢,, remplisse la &currence ¢, + ¢,—1/2 = o™ alors quecp = 1. D'ou
c1=a—1/2cp =a?—a/2+1/4,c3 = a®—a?/2+a/4—1/8,... D'une fagon
gérérale,c, = al_aﬂ;l/léz)“ La dernére formule fait voir quévn): ¢, > 0 lorsque
I'hypothese 2 > 1 est remplie.

On \érifie sans difficu que le minimum global dgy(x) sur[0, 1/2] est atteint en
un seul pointt = 1/3 et quego(1/3) = —1/2. D’autre part, on @, (x) = go(2"x) et
de la geriodicitt dego(z), on obtient quey,(xz) = go(2"z) > go(1/3) = —1/2 pour
toutz € [0,1/2]. Par ailleurs on montre pagcurrence sur quego(2"/3) = go(1/3).
Conclusion g, (z) > ¢,(1/3) pour toutn >0 et pour toutz € [0, 1/2].

Finalement, on a qué€'(z) > > 7 5 cngn(1/3) = C(1/3) = =1/(2— 2a). O

Remarque.Si b est un entier pair quelconque et$i > 1, le minimum de la fonction
de Weierstras€'(z) = > ° ;a™ cog2rb™z) sur[0, 1/2] est atteint uniquement en un
seul pointz = b/(2(b+ 1)), savaleures€'(b/2(b+1)) = —coqn/(b+1))/(1—a).
La demonstration est analogaecelle du tkoeme 4.

Si 1/8 < a < 1/4, I'étude s’aere difficile. La position des lieux des points du
minimum de la fonctionC'(z) varie ponctuellement avec la variation du paédra
a. Cependant, nous avons pu par un calcul arique dterminer certaines parties de
I'intervalle ]1/8,1/4] ou le minimum deC'(x) n’est atteint qu’en un seul point. Cette
étude est base sur la notion du module de contiriOn considre les fonctiong" (x)
et C"(z) commeétant des fonctiona deux variables %—g(az,a) et ?;T%(g;,a). Sion
note parwi(h),w2(h) les modules de contin@tpar rappor@é la variablex et par
pa(k), u2(k) les modules de contin@tpar rapporg la variablea pour chacune des
deux fonctions respectivement, on peut alors majorer d&sreints modules :

Lemme 5. Si le parangtrea est positif, on a les majorations :
wi(1/2N*) < 272 SN L(20) 27N + 4 (2a)N /(1 - 2a);
wa(1/2N*Y) < 4x3 SN (40)" 20N + 872(4a)N /(1 — 4a);
pi(k) < 4rk/[(1—2a)(1—2a — 2k)]Sia+k < 1/2;
p2(k) < 1672k /[(1 — 4a)(1 — 4a — 4k)] sia + k < 1/4.

Démonstration.On remarque qu%%(x, a) est la fonction de Cedrier de paramtres
(2a,2) affecee du facteur2r et quengg(x,a) est la fonction de Weierstrass de
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paranetres(4a, 2) affece du facteur-4m2. Pour ces raisons, leségaliés relatives
w1 etw, proviennent du Teoeme 1.
Pourétablir la troiseme iregali€e, on observe que :

|8—(aﬁ,a) - g—g(m,a'ﬂ < 27722"\@" —d"| = 4rla —d'|/[(1 - 2a)(1— 2d].
n=0

Simaintenanfa — a/| < keta+k < 1/2,onauraalorspui (k) < 4rk/[(1— 2a)(1—
2a — 2k)]. Lautre inégalie se @montre de la @me margre. [

Théoreme 6. Sia € [0,128; Q179 U [0,180; Q203 U [0,204; 0213, la fonction
C(z) admet un seul point de minimum g0t 1/2] et la position de ce minimum est
I'unique solutiona I'équationC’(z:) = 0 que I'on peut trouver suf0, 1/2) ; de plus en
ce point de minimunG”(z) > O.

Démonstration assige par ordinateur.Prenons € [0,128; Q 179 et soitle rectangle
R ={(z,a) 12 €[0,1/2] et 0,128 < a < 0,179}. L'objectif est détudier le lieu des
zéros de la fonction de deux variabl%%(g:, a) dansR. Nous allons @rifier que les
deux fonctions%—g et %276; ne s’annulent jamais ené&me temps en un @&me point de
R. Pour cela, il suffit de trouver une partteet deux nombres etk tels que

1) U mesle —h,z+h] x[a—k,a+k] 2 R.

2) V(z,a) € S, au moins une des @yaliés est satisfaite :

2
|g—i(a:,a)| > wi(h) + pa(k) ou |(?)72(x,a)| > wa(h) + pia(k).

En effet, s'il existait un point dé& telle qua la fois%—g(x’, a)=0 et%%g(a:’, a') =0,
on pourrait trouver un pointe, a) de S tel quejz — 2’| < h et|a — o/| < k. Dans ce
cas on obtiendrait?C (x, a)| < w(h) + u1k) et|2G (x,a)| < wa(h) + pz(k). Ce qui
contredit la condition 2.

La figure 2 illustre le contextegpnetrique de ces deux conditions.

A
a
S

b . . . . . .

b . . . . . .

b o i e Y ° . .

o= =

b . . . . . .

X

Figure 2. Recouvrement du plan pour I'analyse de la coy@e C")
Indiquons comment nous avons chaish et k.
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h =221k =510"etS estle produit caétsien ded x Bou A = {n.2720:n =
0,1,2,...,2% etB = {n.107%: 1280< n < 1790}. Avec ce choix dé:, dek et de
S pour R, il est clair que la condition 1) est satisfaite. Il reateerifier la condition 2),
ceci peut se faire par ordinateur et par 'argumentatiovesiie :

SoientCy(z,a) et Co(z,a) les calculs respectifs d%%(x,a) et 3;72(:5,@), il est
possible de majorer les erreurs de calcul. En effet, aveadinateur qui admet une
arithmétique en virgule flottant@double pecision avec des mots de 32 bits; st 9/40
ona:|Ci(z,a) — %—g(a:,a)\ < €1 et|Co(z,a) — %(w,a)\ < e0lep =21 x 10713
ete; = 472 x 10713, Ces iregaliés sont justies dans I'appendice A.

On introduit une autre condition 3) en tout point 8leau moins une des @galies
est satisfaiteC(x, a)| > wi(h) + pa(k) + €1 ou|Co(z,a)| > wa(h) + pa(k) + €.

La condition 3) implique la condition 2) et c’est un calcuhngrique qui montre que
la condition 3) est &rifiee.

En conclusionva € [0,128 0,179, les £ros de Iéquation%—g(x,a) = 0 sont
tous simples; le nombre de racines est invariable en fomctéx:. On sait @&ja que
9€(0,a) = 0 etZ9(1/2,a) = 0. Le nombre de solutions da(8, 1/2) de I'équation
%—g(x,a) = 0 est le nombre de changements de signe de la §Gitér,a) : x € A}
alors quea est une valeur arbitraire dB. A la suite de 'examen de la suite, ce
nombre est un. Comme = 0 est le lieu de maximum d€'(z), alors le minimum
sur [0,1/2] deC(z) est atteint au &ro de I'equation%(x,a) = 0; de plus en un tel
zéroz, %272(:::, a) > 0 vu la condition 2). Sk € [0,128; Q 179, la demonstration est
compkte.

Sia € [0,180; Q 203, il suffit de reprendre la @Bme argumentation en ne modifiant
queB de la mangre suivante B = {n.10~%: 1800< n < 2030}. De la méme fagon,
lorsquea € [0,204; 0213, on prend pourB la progression arithétique {n.104 :
2040<n <2130;. O

Commentaire.Que se passe-t-il lorsquesst compris entre,079 et 180 ? C'est une
guestion de calcul nu@mique que nous n’avons pas pu trancher. [Bema commentaire
s’applique lorsque est compris entre,@03 et 0204 ou que: est entre 0213 et /4.

Consicerons maintenant le diagramme de bifurcation des pointsidienuim de la
fonction C(z) qui dispose en abscisse des valeursidie 0a 1 et en ordonge de
la position du point du minimum. Lorsque € [0,128; Q179 U [0,180; Q203 U
[0,204; 0 213, les parties du diagramme correspondantes sont des caatisues
dérivables avec desdivees continues.

Théoreme 7. Sia € (0,128; Q179)U(0,180; Q 203) U (0,204; 0 213), les positions
du minimum de”(x) situées dang0, 1/2] sont repésenées par une fonction unique
continuer = ¢(a) qui admet de plus uneadivee continue.

Démonstration.Si a est une valeur dor@e de(0,128; Q 179), si C(z) est la fonction
de Weierstrassy >~ ,a" cog2rb™z) et siz est la position du minimum d€’ sur
[0,1/2], alors on peut poser = ¢(a). D’apres le thieome 6, la fonction peut aussi
se cefinir implicitement par Bquationf(z,a) = 0 sur le rectangld? = (0,1/2) x
(0,128; Q179 sil'on a po® f(z,a) = %(m, a). Or f admet des @rivées partielles
d’ordre un continues suR. De plus, on sait par le éme tleoeme 6 qu’en tout point
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de la courbef (z,a) = %—i(m,q)n =0, % (z,a) = ngg_(x,a) # 0. Les hypotkses du
théoeme des fonctions implicites sont donc remplies pour dire lgufonctiong est

non seulement continue, mais que gaivke existe et est continue. &est une valeur

donree de(0, 180; 0 203) U (0, 204; 0 213), un raisonnement semblable a lieu]

Lorsque ¥4 < a < 1/2 le diagramme de bifurcation des points de minimum de la
fonctionC(x) présente des discontingg. Un algorithme nuérique simple et efficace
permet de localiser certains de ces points de discoréinuit

Théoreme 8.Sil/4 < a < 1/2 le diagramme de bifurcation des points de minimum
de la fonctionC'(x) présente des discontin@g aux points suivants :

{0,2747...,0,3280... ,0,3568... ,0,3826... ,0,4106... ,0,4395.. . }.

De fagon plus pecise, pour chacune de ces valewtd existe un voisinagé:’ —d, a’ +9)
et deux nombres; etz tels que

-0<xa<21<1/2,

- sia’—¢ < a < d/,alorsle minimum de — C(x, a) estatteint surun voisinage
dex; et non pas sur un voisinage de;

- sid’ < a < d'+4, alors le minimum de — C(z, a) est atteint sur un voisinage
dex, et non pas sur un voisinage de.

Démonstration.Pour fixer les iées, considrons d’abord le casior’ = 0, 3568. .. et
attardonsa determiner pour chacune des valeurssdsomprises entre; = 0, 35680
etaz = 0,35690 le minimum de la fonction de Weierstrass- C(z,a). Aprés des
calculs peliminaires sur ordinateur, deux valeuts et z> semblent jouer un grand
role dans ce probme de minimisation 2; = 0,397... etxz, = 0,353... Nous
posons donez = 0,375 (qui est envirod mi-chemin entre; etx;). Nous dfinissons
maintenant deux fonctiong, et g» de la variablez : g1(a) = min{C(z,a) : z3 <

x < 1/2} etga(a) = min{C(z,a) : 0 < = < x3}. On remarque que; et g» sont
continues etl'on @rifie nuneériquementquei(a1) < g2(a1) etgi(az) > g2(az); enfait
g1(a1) = —0,80136... , g2(a1) = —0,80132... , g1(ap) = —0,80139... , g2(az) =
—0,80141. ... Par le tleoeme des valeurs integdiaires, il existe donc une valeur
a’ =0,3568. .. telle quegi(a’) = g2(a’). D’'apres la @finition des fonctiong; et gy,
on peut trouver deux abscisseset x; tels quexrs < z1 < 1/2,g1(a’) = C(x1,d')
et 0 < zp < z3,92(a’) = C(x2,d'). Les valeurs nuiriques der; et dex, sont
respectivement,97... et 0,353. .. ; la fonction de Weierstrass(z, a’) prend son
minimum en ces deux endroits distincts, la valeur minimékirste est-0,80138. ..

A l'aide de @sultats que Rockafellar [8] attrib@Danskin [3], que nous citons dans
I'appendice B, onétablit que la érivee deg; en a’ est le nombre%—g(ocl,a’) =
—0,324. .. alors que la drivee deg, enda’ est le nombre%—g(xz,a’) = —0,854...
Parce que lesativées dey; et deg, sont distinctes en’ et parce que le minimum de la
fonction de Weierstrass — C(x, a) est le plus petit des deux nombrgsa) etgz(a),
on peut trouver un nombie> 0 tel que

-sia1 <d — 6 <a<d,alors le minimum de: — C(z,a) est atteint sur un
voisinage der; et non pas sur un voisinage dg;
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-sid <a<ad +§ < ay, alors le minimum dec — C(z,a) est atteint sur un
voisinage der; et non pas sur un voisinage de

Ceci est pecigment la conclusion rechereb. Pour les autres valeursées de:’, on
procede de la rame facon en se servant des deesdu tableau 3.0J

a' a1 z  Clz) =C(x2)  C(B52) (1) §C(xn)
0,2746.. 0,409.. 0,402.. —0,7835. —0,7832.. —0,028.. —0,093..
0,3280.. 0,399.. 0,397.. —0,7930.. —0,7927.. —0,238.. —0,258..
0,3568.. 0,397.. 0,353.. —0,8013.. —0,7640Q.. —-0,324.. —-0,854..
0,3826.. 0,352.. 0,350.. —0,8245.. —0,8234.. —-0,934.. —-0,978..
0,4109.. 0,349.. 0,338.. —0,8535.. -0,8410.. -1,073.. —1,311.
0,4395.. 0,337.. 0,334. —0,8930.. —0,8890.. —1,461. —1,546..

TaBLEAU 3. Valeurs responsables de discontiagibur les minimums

Remarque Si F'(a) désigne les endroitstola fonction de Weierstrass atteint son
minimum, alors une discontin@tde I'application multivoque — F'(a) poura = o’

se produit lorsque la fonction de Weierstrass> C(z, a’) atteint son minimum absolu
en deux points distincts d6, 1/2], ce qui veut dire que sur uné&pode compgte, la
fonction de Weierstrass atteint son minimum en 4 points.

6. Etude analytique des maximums de la fonction de Cedrier. La fonction de
Cellerier est @finie par

S(z) = i a" sin(2rb"x).
n=0

Cellerier [2] a monte la non-@rivabilite de la fonctionS(x) pour tout entieh assez
grand lorsqueb = 1. Par la suite la noné&tivabilite de la fonctionS(z) aétt montée
sous des conditions pluegerales sur les paratresa et b a savoirab > 1 avec
0 < a < 1,bréel plus grand que un (voir [1, 5]. Ici on s’gresse& determiner les lieux
de maximum de cette fonction dans le casho< a < 1 etb est un entier impair plus
grand que un. On donne quelques pregs deS(x) : S(x) est une fonction impaire,
périodique de priode un. On se limité I'étudier sur l'intervalld0, 1/2]. Dans ce cas
si z est un point de maximum s{0, 1/2], —z est un point de minimum sy+1/2, Q].
Nousénoncons les principaugsultats de cette section. Notons par Ktax) la ou les
positions d€0, 1/2] ou la fonctionS(z) de parargtres(a, b) prend sa valeur maximale.
Pourb = 1 mod 4, on aura Max,b) = {1/4} (Lemme 9). Sib = 3 mod 4 on se
restreintab = 3. Dans ce cas, pourQ a < 1/9, on a Maxa, 3) = {1/4} (Théoeme
10) et poure > 1/3, on aura Maxa, 3) = {1/8,3/8} (Théoeme 11). D’une magre
gérérale , et sitb > 1, on a Maxa, b) = {2=3, 23}

Casaib=1mod 4

Lemme 9. Sib = 1 mod 4 le maximum de la fonctiofi(z) sur [0, 1/2] est atteint en
un seul pointe = 1/4 etvautS(1/4) =1/(1—a).
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Démonstration.On aS(1/4) = 1/(1—a). Siz € [0,1/4[U]1/4,1/2], alors sii2rz)
< 1l etdans ce cas on ausgr) < S(1/4). O

Casaib=3mod4

Sib = 3 mod 4 on se restreint au cds= 3. Suivant les valeurs du paratnea,
on se propose deéterminer les lieux des points du maximum de la fonctigm) =
Yoo pa™sin(2r3"z). Lorsque 0< a < 1/9, on a le Esultat suivant :

Théoréeme 10.Sib = 3 et si0 < a < 1/9, alors le maximum de la fonctiafi(x) sur
[0,1] est atteint en un seul point= 1/4etonaS(1/4) = 1/(1+a).

Démonstration.Nous nous inspirons de laéthonstration des #oemes 3 et 4. Si
hn(z) = sin(273%"z) + a sin(2r3%"*1z), nous obtenons que(z) = S°°° ; a®h, (z).
Vérifions maintenant que le maximum de chacune des fonctigfs) sur [0, 1] est
atteint au @me pointc = 1/4. Déterminons les points critiques élgentre 0 et 1. On
vérifie quehg(z) = 2m cog2rx){1— 3a+6a cog4rx)} apres sétre servi de l'ident#
cos3P = cosf#(2cosP —1). Si0O< a < 1/9, alors la quanté 1 — 3a + 6a cog4nx)
est recessairement positive (il suffit de minorer @bsr) par -1). Les seuls points
critiques dehg sont doncr = 1/4 etz = 3/4; 1/4 est le point de maximum./&
est le point de minimum. De lagpiodicite deho(z) et du fait queh,, (z) = ho(3%"z),
on ceduit queh,(z) < ho(1/4) = 1 — a pour toutn > 0 et pour toutz. D'ou
S(x) =32 ga®hy(z) < (1—a) 30 ga® = 1/(1+a) = S(1/4) pourtoutz. O

On consi@re maintenant le casia > 1/3. Ceci implique la non-difrentiabilie
de la fonction. La position du point du minimum par rapportpgrangtre a reste
constante. On a leesultat suivant :

Théoreme 11.Sib = 3etsia > 1/3, alors le maximum de la fonctio$i(x) est atteint
sur[0,1/2] en deux point§1/8,3/8} et vautS(1/8) = cogn/4)/(1— a).

Démonstration.La fonctionS(z) est synétrique par rappo’ 'axex = 1/4. Sion se
limite & I'intervalle [0, 1/4], la démonstration reste analogaeelle du teéoeme 4 en
consictrant dans ce cas la suite de fonctidns},, >0 définie par g, (z) = sin(2r3"x)+
sin(273"*1x)/3. O

Remarque Si b est un entier quelconque 3 mod 4 et siab > 1 le maximum de
la fonction deS(z) = > 77 ja™sin(2rb"x) sur [0,1/2] est atteint en deux points
{b-1)/40b+1),1/2 - (b—1)/4(b+ 1)} sa valeur estS((b — 1)/4(b+ 1)) =
cogn/(b+1))/(1— a). La démonstration est analogaeelle du teoeme 4.

Nous terminons cette section en attirant I'attention dtel@csur le fait que nous nous
sommes limigs a étudier les maximums de la fonction de @eiér pour des valeurs
impaires du paragtreb. L' étude des maximums de la fonction de €eér pour des
valeurs paires du paratred restea faire.

7. Conclusion. Comme nous I'avonsgja dit, les algorithmes de recherche des points de
minimum d’une fonction gesupposentés souvent saétivabilite et néme I'existence

de sa é@rivee seconde. Certains auteurs ontéemhe s’affranchir de ces hypatbes.
Par exemple, Shubert [9] et Pijavskii [7] ont propasne néthode de recherche du
maximum pour des fonctions qui satisfont une condition desthitz d’ordre 1. De
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facon plus ecente, Ellaia [4] a propésun algorithme qui s’appliqué des fonctions
qui satisfont une condition dedttler (ou une condition de Lipschitz d’ordre ou
0 < a<1).Siab > 1 le theoreme 1 fait voir que la fonction de WeierstraS$x)
satisfait une condition dedider d’ordreac = —Ina/ Inb. L'algorithme d’Ellaia serait
donc applicable dans ce cas.a$i< 1, la fonction de Weierstrass est de cla§Saune
foule d’algorithmes peuvegtre utili€s pour minimiser nuariquement cette fonction.

Congcutivement la section 5, quelques questions restent samsnse. Nous ter-
minons en posant quatre de ces questions.

e Lorsque le paragtrea est comprise entre/8 et 1/4 alors que) vaut 2, est-il
vrai que la @rivée de la fonction de Weierstrass ne s’annule qu’une seude foi
sur l'intervalle(0,1/2) ?

e Est-ce que le nombre de discontirasile I'application multivoque — Min(a, 2)
estinfini ?

e Le graphe det — Min(a,2) N [0,1/2] sembleétre le graphe d’une fonction
décroissante. Peut-orerifier cette conjecture ?

e Que peut-on dire des points de minimum et des points de maxichel la
fonction de Weierstrass lorsque le pagtma est choisi entre-1 et 0 ?

Enfin il seraitégalement iriressant de s’interroger sur la minimisation de fonc-
tions non @rivables commef (z1, 22, ..., z,) = [[;—; C(xi,ai, b;), les paramdtres
a1,b1,a2,b,...,a,,b, auraiengete choisis d’avance.

Remerciementle second auteur recoit I'appui du CRSNG (gouvernemediiral du
Canada) selon le programme de subvention de recherches.

A Erreur dans le calcul de la fonction de Weierstrass en virgle flottante. Dans la
demonstration du #oeme 6, nous avions besoin de fairevaluation nurarique des
deux fonctions%—g et%%g et de conntre I'erreur absolue commise dans égaluations.
Puisque%—g(:c,a) = —2rS5(x,2a) et %ZTQ(x,a) = —47122C (2, 4a), il suffit d’étudier
I'erreur commise lors du calcul de la fonction de Weierstras de Ceérier. Pour
arrivera cette fin, nous rappelons I'approche de Wilkinson [11] patude des erreurs
dans les oprations arithratiques en virgule flottante et nous rappelons certaines de
ses formules d’erreurs. Nous nous servons de essltats pour majorer les erreurs
commises dans le calcul de la fonction de Weierstrass eunlgiftpttante.

Siz estun nombre&el, on supposera quédl) est 'arrondi dec en virgule flottanté
la base 2 avecchiffres significatifs (en double pcision, sur de nombreux ordinateurs,
t = 53). Nous noterons pdr la totalitt des nombres que I'on peut exprimer en virgule
flottantea la base 2 avecchiffres significatifs. Sic, y, ... sont des nombres dé nous
supposerons que(ft + y), fl(z — y), fl(zy) et fl(z/y) donneront le calcul respectif de
fl(z)+fl(y), fl(z) —fl(y), fl(x)fl(y) et de f{z) /fl(y) en virgule flottante. D’une ma@ie
gérerale, siE’ est une expression arittatiqueélementaire forrae de nombres dE,
x,y, z,... affecés d’'ogerations arithratiquesélémentaires, flE') désigne le esultat
obtenu en appliquant les em@tions en virgule flottante sur I'expression portant ear |
nombres dones.

Wilkinson a d’abord don@ les formules suivantes d’erreurs pour le€mpions
arithmétiqueselémentaires.
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Siz € F,y € F, alors il existe un nombretel que flz +y) = (1 +¢)(x +y) ou
le] <27

Siz € F,y € F, alors il existe un nombretel que f{lz —y) = (1 +¢)(x — y) ou
le] < 2—t.

Siz € F,y € F, alors il existe un nombretel que flzy) = (1 +¢)zy ol |¢| < 27

Siz € F,y € F,y # 0, alors il existe un nombretel que f(z/y) = (1 +¢)x/y ou
le] < 2—t.

Nous relevons deux autres formules d’erreurs @idslkinson, ce sont les formules
(23.5) et (28.6) de [11].

Formule 1. Soienty, zo, . . ., x,, une collection dex nombres d&', alors

fl(ziz...2p) = (L +E)z122. .. Ty

ou(l—-27H)l<1+E<(1+27Hn L
Formule 2. Soienty, x2, . . ., x,, une collection dex nombres d&', on suppose que
n2~' < 1/10, alors

n
|f|(2xk Zxk\<106n— tZ\xk\
k=1 k=1
Dans sorenoné de la formule 28.6, Wilkinson suppose qug._, || < 1, mais

cette hypotbse n’est absolument pasagssaire.

Calcul de la fonction de Weierstrass

Nous supposerons que I'argumentlans la fonction de Weierstrass est une frac-
tion dyadique de la forme/2!,0 < i < 2!, et que le nombre: se repesente sans
erreur en virgule flottante avechbits pour la mantisse. On remarque quér) =
S jatcog2n2tr) = S a" cog2r2"x) + a' /(1 — a). Nous designerons par
¢, le réesultat du calcul par ordinateur de la valeur (@®"z). Ce que nous sup-
posons est qu&n — cog2n2"x)| < 3- 27! cog2r2"x)|. Le calcul deC(x) est
fl(C(x)) = (XL a™en, +al /(1—a)). Laformule 1 de Wilkinson permet de dire que
fl(a"c,) = a cn(l+E you(1-27H)" < (1+E,) < (1+27%)". Laformule 2 de Wilkin-
son donne (32~ oa "ept+at/(l1—a))— [Zf;lofl(a"cn)+f|(at/(1—a))]| < Mi(a)

ol Mi(a) = 1,06t274(1+ 3 x 274) /(1 — a(1 + 27%)). D’autre part on montre que
P ﬂ(a”cn)+ﬂ( '/(1=a))=C(x)| < Ma(a) 0t Ma(a) = 3, "ga"[(1+27")"(1+
3x27H) -1+ [(1+2—t) —1]

Sidans la somme des errelis (a) + M2(a), on réglige les termes qui contiennent
des puissances sepeuresa un de 2, on obtient la simple majoratiorf] (C(x)) —
C@) < lp * a * %}2—? De la méme fagon, on montre qu'a lieu
I'in égali€ analogue pour la fonction de Galler,

1 2 1,06t
_ < ’
|ﬂ(S(m)) S(‘T)‘—[(1_a)2+1_a+1_a(1+2—t)
Ces deux iBgaliés permettent de dire que les erreffitg” (x)) — C(z)| et|fl(S(z)) —
S(z)| ne cepassent pas 182 lorsque les calculs se foatdouble pecision, que: etz

se repesentent exactement en virgule flottante etque0, 9. Ce sont ces majorations
d’erreurs dont on avait besoin dans lédeme 6.

27,
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B Dérivabilit & de la valeur minimale. Nousénoncons dans le contexte d’'une fonction
de deux variables uresultat dona par Rockafellar [8].
Soit f(z,v) une fonction de classg! définie sur le rectanglg:, b] x [c, d], on pose

p(v) = max{f(z,v) : z € [a,b]} et X(v) = {z: f(z,v) = p(v)},

alors pour toutv de (¢,d), p admet des @riveesa droite eta gauchep’(v+) =
min{ % (z,v) : x € X(v)},: p'(v—) = max{ ¥ (z,v) 1 2 € X (v)}

English extended abstract. We undertake the optimization of the Weierstrass function
and of a similar function, that one of Cetler. The Weierstrass function is given by a
trigonometric series which has two real parameteasdb :

C(z) = i a" cog2rb"x)
n=0

where 0< a < 1, b > 1. We will always assume thatis an integerp = 2,3,4,...
With this restriction, the function of Weierstrass is pédi@ with a period of one; and
for each value ofi and for such a value df, the minimum ofC(x) is reached. One
denotes by Mia, b) the places of0, 1] whereC(x) takes its minimal value. Whein
is odd, a very simple case occurs.

Lemma 2. If bis an odd integer and ® < a < 1, then the minimum af'(z) on [0, 1]
occursonly att = 1/2andC(1/2) = -1/(1— a).

So the only interesting case is wheris even. The graph of the multiapplication
a — Min(a, b) is called the bifurcation diagram &f (x). This diagram withh = 2 is
the content of the Figure 1. We consider two series of questio

e How can one computes efficiently the set of points of minimum (i, 2)?
e What are the most visible properties of the bifurcation chag?

As answer to the first question, we describe two minimum sgphkiethods of a
possibly nondifferentiable, objective function whose miod of continuity is known
at least by an upper bound. These algorithms are a search &vels and a search by
bissection. With Weierstrass function, these algorithrasampared for their efficiency
(see Tables 1 and 2). The following upper bounds for the medaf continuity of
Weierstrass function (and Cetier function) are satisfied:

Theorem 1.
w(}) < 2
2" " 1—a
and forN > 1,
o 1 ) < m(l+ab+---+a¥ 1N -1) N 2aY
26N 7 — bV l-a

Related to the second question, the following theoremsrangep.

Theorem 3. If 0 < a < 1/8and ifb = 2, then the functior(x) reaches its minimum
on|0,1] at the only place: = 1/2andC(1/2) = (2a — 1)/(1 — a).
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Theorem 4. If a > 1/2, then the functior (x) reaches its minimum 00, 1/2] at the
only placer = 1/3andC(1/3) = —1/(2 — 2a).

Theorem6. If a € [0,128; Q 179U(0, 180; Q 203 U0, 204; Q 213, then the function
C'(z) has only one point of minimum j@, 1/2] and this minimum is the unique solution
to the equatiorC’(z) = 0in (0, 1/2); moreover, at this point"(x) > 0.

The proof of Theorem 6 is computer aided after the moduli oftiowity of % and
38272 have been used.

Theorem 7. If a € [0,128; Q179 U0, 180; 203 U [0, 204; Q 213, the positions of
minimum ofC(x) in [0, 1/2] come from a unique continuously differentiable function

x = ¢(a).

Theorem 8. If 1/4 < a < 1/2, the diagram of bifurcation of the points of minimum of
C'(x) has discontinuities at the following points:

{0,2747...,0,3280... ,0,3568... ,0,3826... ,0,4106... ,0,4395...}.

More preciseley for each of these valugsthere is a neighbourhoo@:’ — ¢, a’ + §)
and two numbers, andx, such that

-0<x2a<21<1/2,

-ifd =6 < a < d, then the minimum ot — C(z,a) is reached on a
neighbourhood of1 but not on a neighbourhood ab;

- if d’ < a < d +9, then the minimum of — C(z, a) reached on a neighbour-
hood ofz, but not on a neighbourhood a#.

The last matters of the paper are about the function ofe@el the trigonometric
series:

S(x) = i a" sin(2rb"x)
n=0

where 0< a < 1, b > 1. We are studying the maximum 8fwhenb is an odd integer.

Lemma 9. If b = 1 mod 4 the maximum of(z) in [0,1/2] is reached at only one
point.z = 1/4andS(1/4) = 1/(1— a).

Theorem 10.If b = 3and if0 < a < 1/9, then the maximum of (x) sur [0,1] is
reached at only one point: = 1/4andS(1/4) = 1/(1 +a).

Theorem 11. If b = 3and ifa > 1/3, then the maximum S{x) in [0,1/2] is reached
at the two place$1/8,3/8} andS(1/8) = cogn/4)/(1— a).

In an appendix, the error in the computation in floating pahthe Weierstrass
function is analyzed. If {IC'(z)) is the computed value @f(z), a typical result is that
fl(C(x)) — C(x)| < 10~ when the computations are done in double precisionthat
andz has an exact representation in floating point anddhatO, 9. This error analysis
is necessary for the proof of Theorem 6.
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