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CARACTERISATION DES FONCTIONS D.C.

A. ELHILALI ALAOUI

RESUME. Dans ce papier nous caractérisons les fonctions localement lipschitziennes
qui peuvent s’écrire comme différence de deux fonctions convexes (fonctions D.C.)
en termes de multi-applications cycliquement monotones maximales.

ABSTRACT. In this paper we give a characterization of locally Lipschitz functions
which are differences of two convex functions (D.C. functions) in terms of maximal
cyclically monotone set-valued mappings.

Introduction. Rockafellar [19] a caractérisé les multi-applications qui sont des sous-
différentiels de fonctions convexes s.c.i. en termes de multi-applications cycliquement
monotones maximales. Il a montré qu’une multi-application d’un espace de Banach X
dans son dual est le sous-différentiel d’une fonction convexe s.c.i. propre de X dans
RU{+0o0} si et seulement si elle est cycliquement monotone maximale. Depuis plusieurs
auteurs se sont interessés a la caractérisation de nombreuses classes importantes (en
optimisation) de fonctions non différentiables. Nous citons (par exemple) Clarke [3]
qui a montré qu’une fonction f définie et localement lipschitzienne sur un ouvert
convexe {2 d’un espace de Banach X est convexe sur {2 si et seulement si son gradient
généralisé (au sens de Clarke) est monotone. Poliquin [15] a montré qu’une fonction
f : R" — R U {400} semi-continue inférieurement est convexe si et seulement
si son sous-différentiel proximal 0, f est monotone. Correa, Jofre et Thibault [5] ont
généralisé par une méthode complétement différente le résultat de Poliquin au cas ou
f est définie sur un espace de Banach quelconque et ont considéré un sous-différentiel
quelconque au sens de Thibault [23] et Thibault et Zagrodny [24]. Tous les résultats
ci-dessus sont relatifs aux fonctions convexes.

Plusieurs classes de fonctions non convexes et non différentiables ont été aussi
étudi€es. Spingarn [21] a montré que si X est de dimension finie et f : X — R est
localement lipschitzienne, alors f est sous-C' si et seulement si son gradient généralisé
(au sens de Clarke) d,. f est sous-monotone. Rockafellar [20] a montré qu’une fonction
localement lipschitzienne f : R® — R est sous-C? si et seulement si J.f est hy-
pomonotone. Nous renvoyons également le lecteur a Janin [12], pour beoucoup d’autres
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2 Caractérisation des fonctions D.C.

résultats concernant les fonctions sous-C! et sous-C> (appelées respectivement fonc-
tions P.C'.1 et P.C.2 dans [12]). Récemment Ellaia et Hassouni [10] ont montré qu’une
fonction localement lipschitzienne f : R” — R est quasi-convexe si et seulement si
O.f est quasi-monotone. Ce résultat a été étendu depuis peu par Dinh The Luc [6] et
Aussel, Corvellec et Lassonde [1] aux fonctions semi-continues inférieurement définies
sur des espaces de Banach. L’idée principale dans ces deux articles est d’utiliser, suite
au travail de Correa, Jofre et Thibault [5] (pour les fonctions convexes), le théoréme de
la valeur moyenne de Zagrodny [25].

Dans ce papier nous caractérisons les fonctions s’écrivant comme différence de deux
fonctions convexes (fonctions D.C.) définies et localement lipschitziennes sur un espace
de Banach séparable X (ou plus généralement sur un espace de Banach X qui peut étre
renormé par une norme Gateaux-différentiable ou un espace d’ Asplund).

Le plan que nous adoptons est le suivant.

Tout d’abord nous rappelons quelques résultats sur les dérivées directionnelles
généralisées, les gradients généralisés au sens de Clarke et les multi-applications cy-
cliquement monotones maximales.

Dans la troisieme section nous montrons que toute fonction continue qui est D.C.
admet au moins une décomposition priviligiée au sens ol les deux fonctions convexes
apparaissant dans la différence sont continues. Ensuite nous rappelons quelques résultats
de Christensen [2] sur les ensembles Haar-nuls dans un espace de Banach séparable X
qui ont permis a Thibault [22], d’étendre le théoréeme de Clarke sur la représentation
des gradients généralisés de fonctions localement lipschitziennes sur R™ aux fonctions
localement lipschitziennes sur des espaces de Banach séparables. Nous utilisons ces
résultats et d’autres pour montrer qu’une fonction f définie et localement lipschitzienne
sur un ouvert convexe {2 d’un espace de Banach séparable X est D.C. si et seulement
s’il existe deux multi-applications cycliquement monotones maximales M et M, telles
que pour tout x € )

Ocf(z) C My(z) — My(z).

Dans la quatrieme section nous établissons une caractérisation similaire a la précé-
dente pour les espace d’ Asplund et les espaces qui peuvent étre renormés par une norme
Gateaux-différentiable (sauf a 1’origine) quand on se restreint a la classe des fonctions
localement lipschitziennes qui sont régulieres. Pour cela nous rappelons les résultats
cruciaux de Preiss [17] sur le gradient généralisé des fonctions localement lipschitzi-
ennes définies sur les espaces d’ Asplund et les espaces qui peuvent étre renormés par
une norme Gateaux-différentiable (sauf a I’ origine).

Nous terminons ce papier en montrant que dans le cas ou X = R" notre car-
actérisation est équivalente a celle donnée par Ellaia [9] pour les espaces de dimension
finie.

1. Préliminaires. Nous allons rappeler quelques résultats sur les dérivées direction-
nelles généralisées et les gradients généralisés au sens de Clarke.

Avant cela rappelons que si X est un espace de Banachetsi f : X — RU{+oo} est
convexe avec f(Z) € R alors le sous-différentiel Of(Z), au sens de I’analyse convexe,
de f en T est le sous-ensemble de X* défini par

of(z) ={z* e X" : (", e —2)+ f(Z) < f(x),Vr € X }.



A. Elhilali Alaoui 3

2.1 Définitions.
1) Soient X un espace de Banach, f : X — R une fonction localement lips-

chitzienne et & un élément de X . La dérivée directionnelle généralisée de f au
point Z, dans la direction v € X, est donnée par

£°(z,v) := limsup fla+tv) - flz)

T—T t
t|0

2) On appelle gradient généralisé de f (au sens de Clarke) au point & € X etonle
note O, f (%) le sous-ensemble

Oef (%) = {x* € X*: fOx,v) > (z%,v),Yv € X }.

Rappelons que si f est convexe, alors 0. f(Z) = 0f(Z).

2.2 Définition. Soient X un espace de Banachet f : X — R une fonction localement
lipschitzienne. On dit que f est réguliere en Z, si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

i) pour tout v € X, la dérivée directionnelle usuelle

N L C R ) R A G
fi(z,v):= ltlf{)l ”

existe;
ii) pour toutv € X, f'(z,v) = fO(z,v).

Notons que toute fonction convexe, continue au voisinage de Z est réguliere en T
(voir [3, proposition 2.3.6]). Rappelons aussi que pour deux fonctions localement
lipschitziennes f; et f, on a O.(f1 + f2) C O.f1 + O.f> et si de plus f; et f, sont
régulieres on a d.(f1 + f2) = O.f1 + Of> (voir a ce propos [3, corollaire 3]).

Soient X * le dual topologique de X et M : X — X* une multi-application de X
dans X*. Le graphe de M est I’ensemble

GrM ={(z,2") e X x X" 12" € M(x) }.

Parfois (pour des raisons de commodité d’écriture) nous identifierons M avec son
graphe.

On dit que la multi-application M est monotone si pour tous (z, z7}), (z2,23) €
GrM ona

(x5 — ], 20 — 1) > 0.

On dit que M est une multi-application cycliquement monotone (en abrégé m.a.c.m.)
si pour tout n > 0 et toute famille finie de couples (x;,2}) € GrM,i=0,...,n,ona

(x), Tt — Tp) + -+ (2], 0 — 1) + (X5, Tn, — x0) < 0.

Ondit que M est une multi-application cycliquement monotone maximale (en abrégé
m.a.c.m.m.) si M est cycliquement monotone et son graphe n’est pas strictement
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contenu dans le graphe d’une multi-application cycliquement monotone c’est-a-dire si
M estune m.a.c.m. et M C My, alors M = M.

Nous rappelons aussi qu’une fonction f : X — RU{+00} est dite D.C. (différence
de deux fonctions convexes) sur un ensemble convexe {2 C X s’il existe deux fonctions
convexes g, h : @ — R U {+o0} telles que pour tout = € {2 on ait

f(x) = g(x) = h(z).

Ici et dans toute la suite nous adoptons la convention +00 — oo = +00. Le couple (g, h)
sera appelé indifféremment une décomposition D.C. de f sur 2. Quand Q = X, on
dira simplement que f est D.C.

Le domaine effectif d’une fonction ¢ est I’ensemble

domy :={x € X : p(x) < +00}.

3. Caractérisation des fonctions D.C. Nous commencons par montrer que toute fonc-
tions D.C. continue admet une décomposition continue.

3.1 Lemme. Soient X un espace de Banach, () un ouvert convexe de X avec & € )
et soit f : X — R U {+o0} une fonction D.C. finie et continue sur §). Si (g, h) est

une décomposition D.C. de f sur Q, alors (g, h) est aussi une décomposition D.C. de
f sur Q.
Ici p désigne la régularisée s.c.i. de la fonction .

Preuve. Pourtout x € Qona

liminf(f(y) + h(y)) = liminf g(y)

y—z y—z
et par suite (puisque f(z) = lim f(y) par continuité de f en x) on obtient
Yy—x

f(@) + h(z) = g(x)
ce qui acheve la preuve. [

3.2 Proposition. Toute fonction D.C. finie et continue sur un ouvert convexe 2 d’un
espace de Banach X admet une décomposition D.C. continue sur ). Plus précisément si
(g, h) est une décomposition D.C. de f sur € avec g et h semicontinues inférieurement
(s.c.i.) et propres sur S, alors g et h sont continues sur ).

Preuve. Fixons un point z € ) quelconque. Comme f est continue en x, on a
z € int(domf) = int(domg N domh) C [int(domg)] N domh.

La fonction g étant convexe s.c.i. propre sur I’ouvert Q et x € Q N int(domg) donc
g est continue en z. Comme h(y) = g(y) — f(y) pour tout y € €, il découle de
ce qui précede que h est aussi continue en = et donc la preuve de la proposition est
terminée. [J

Par la suite nous aurons besoin de la notion de sous-ensembles Haar-nuls introduite
et étudiée par Christensen [2].
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3.3 Définition [2]. Soit H un sous-ensemble universellement mesurable de X . On dit
que H est Haar-nul dans X s’il existe une mesure de probabilité 1 sur la tribu borélienne
de X telle que

X *p =0

c’est-a-dire pour tout y € X

/ xi (@ — y)(u(d) = 0

ol x g * p désigne le produit de convolution de u et de x g, la fonction caractéristique
de H, définie sur X par xpg(z) = lsiz € Het xg(x) =0siz ¢ H.

3.4 Remarques.

1) Si X = R", alors H C X est Haar-nul si et seulement si H est Lebesgue-
négligeable.

2) Si H est Haar-nul dans un espace de Banach séparable X, alors X\ H, le
complémentaire de H dans X, est dense dans X (voir [22]).

L’un des nombreux résultats importants sur la théorie des ensembles Haar-nuls
est le théoreme suivant de Christensen sur la dérivabilité des fonctions localement
lipschitziennes.

3.5 Théoreme [2]. Soient X un espace de Banach séparable et f : X — R une
fonction localement lipschitzienne. Alors [ est Gdteaux-différentiable en tout point
d’une partie D de X dont le complémentaire est Hiar-nul dans X.

Ce théoreme a permis a Thibault d’étendre le résultat de Clarke pour les fonctions
localement lipschitziennes sur R™ aux fonctions localement lipschitziennes sur des
espaces de Banach séparables.

3.6 Proposition [22]. Soient X un espace de Banach séparable et () un ouvert non
vide de X. Soit g : Q) — R une fonction localement lipschitzienne sur () et soit P une
partie de () sur laquelle g est Gateaux-différentiable et dont le complémentaire dans ()
est Haar-nul dans X. Alors pour tout x € Q on a

acg(x) = C_O{ hmv.g(xn)axn — T, Ty € P}

ot coA désigne I’enveloppe convexe *-faiblement fermée de A dans X*.

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant de Thibault-Zagrodny [24]. Rappelons
auparavant la définition de fonctions convexement sous-différentiablement similaires
introduite par Thibault-Zagrodny dans [24].

3.7 Définition [24]. Soient € un ouvert convexe d’un espace de Banach X et f, g :
) — R U {+0o0} deux fonctions finies en un point de 2. On dit que f est convexement
sous-différentiablement similaire a g sur {2 s’il existe une suite de nombres réels positifs
(en) avec €, | 0 et trois suites de fonctions (fy), (gn) et (hy,) de © dans R U {+o0}
tels que

i) fn+ hy, et g, + h, sont semicontinues inférieurement sur §2,
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i) gn + hy, est convexe sur Q2 et h,, est finie sur Q N (dom f,, U domgy,),
iii) (fy) et (gn) convergent simplement vers f et g respectivement,
iv) Oc(fn + hn)(x) C O(gn + hn)(x) + £,B pour tout z € X.

3.8 Théoreme [24]. Soient X un espace faiblement Asplund et §2 un ouvert convexe
de X et soient f et g : Q@ — R U {+00} deux fonctions D.C. sur Q). Supposons que f
soit continue en un point de §) et que

domO.f C domd.g et O.f(x) C Oeg(x)

pour tout x dans un sous ensemble Gg-dense D de ). Alors f est convexement sous-
différentiablement similaire a g sur ) et il existe un nombre réel « tel que

pour tout © € Q.

3.9 Remarque. Le théoréme reste vrai si I’on remplace 0. par un pré-sous-différentiel
quelconque au sens de Thibault [23] et Thibault et Zagrodny [24].
Pour la notion de sous-ensemble Gs-dense on poura consulter [14] par exemple.
Ces résultats vont nous permettre de caractériser dans un espace de Banach séparable,
a I’aide de la notion de monotonie cyclique, les fonctions localement lipschitziennes
qui sont D.C.

3.10 Théoreme. Soient € un ouvert convexe d’un espace de Banach séparable X et f
une fonction a valeurs réelles définie et localement lipschitzienne sur (). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) festD.C. sur§Q;
i) il existe deux m.a.c.m.m. My et M, telles que pour tout x € §)

Bof(x) C Mi(z) — Ms(z).

Preuve. 1) = ii) Comme f est D.C. et continue sur {2, il existe (d’apres la proposition
(3.2)) deux fonctions convexes g et h définies et continues sur {2 telles que pour tout
x €

f(z) = g(x) = h(z).
Considérons les fonctions convexes s.c.i. g et h définies par
g(z) = lim inf g(y) et h(xz)= lim inf h(y) pour x € adh$)
ye yeQ

et
§(z) = h(z) = +co  pour x & adhs.

Alors pour x € 2 on a

Ocf () = 0e(g — h)(x) C 0(x) — Oh(x)
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(voir [3, proposition 2.3.3]). Comme les multi-applications M; = 0g et M, = Oh sont
des m.a.c.m.m. (voir a ce propos [13]), la preuve de i) = ii) est terminée.

il) = 1) Supposons J.f(x) C M;(z) — M(x) pour tout z € Q, avec M, et M,
deux m.a.c.m.m. D’apres [19], il existe deux fonctions convexes, s.c.i. et propres g et h
telles que M| = g et M, = Oh et donc pour tout z € €2 on a

Oef(x) C dg(z) — Oh(z). (3.10.1)
Cette derniere inclusion implique que
QNdomd.f C dom(dg — Oh) = domdg N domOh.
Comme f est localement lipschitzienne sur €2 on a
QNdomd.f =

et donc 2 C Og et  C Oh ce qui assure que g et h sont continues sur €). Les
fonctions f, g et h sont alors localement lipschitziennes sur €2 et donc d’apres le
théoreme (3.5) il existe un ensemble Haar-nul H tel que f,g et h sont Giteaux-
différentiables sur Q\ H. Donc pour toutz € Q\ H, d’apres larelation (3.10.1) etd’apres
I’égalité Op(u) = { Ve(u) } pour toute fonction convexe ¢ Gateaux-différentiable en
u, on a

Vf(x) = Vy(z) — Vh(z),

autrement dit, pour tout z € Q\H : V(f + h)(x) = Vg(z).
On en déduit, pour tout = € €2, ’égalité

co{ limVg(zy,) : x, — x,z, € Q\H }
=co{limV(f +h)(x,) : xp — z,z, € Q\H }

ce qui exprime, d’apres la proposition (3.6), 1’égalité des gradients généralisés au sens
de Clarke : O.(f + h) = Og. Ainsi d’apres le théoreme (3.8) f + h = g + C'te sur ) ce
qui acheve la preuve. [

4. Cas ou X est un espace d’ Asplund ou peut étre renormé par une norme Gateaux-
différentiable (sauf a I’origine). Le théoréme précédent caractérise toutes les fonc-
tions localement lipschitziennes qui sont D.C. sur un espace de Banach séparable X.
Nous allons voir que I’on peut aussi obtenir une caractérisation similaire pour les es-
paces d’ Asplund (respectivement les espaces qui peuvent étre renormés par une norme
Gateaux-différentiable sauf a I’origine) quand I’on se restreint a la classe des fonctions
localement lipschitziennes qui sont régulieres au sens de Clarke.

Rappelons qu’un espace de Banach X est un espace d’ Asplund (faiblement Asplund)
si toute fonction convexe continue d’un sous-ensemble ouvert convexe ) de X dans R
est Fréchet-différentiable (Gateaux-différentiable) en tout point d’un sous-ensemble
Gs-dense de €2 (voir a ce propos R. R. Phelps [14]). Rappelons aussi que 1’intersection
de deux sous-ensembles GG5-denses est un sous-ensemble (Gs-dense, que tout espace de
Banach séparable est faiblement Asplund et que tout espace de Banach réflexif est un
espace d’ Asplund (et donc faiblement Asplund).

Nous déduisons du travail de Preiss [17] le résultat important suivant que nous
utiliserons dans la suite.
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4.1 Théoreme [17]. Soient X un espace de Banach, § un ouvert convexe de X et
f + Q — R une fonction localement lipschitzienne sur ). Supposons que X soit
d’Asplund (resp. puisse étre renormé par une norme Gateaux-différentiable sauf a
lorigine). Alors pour tout x € €,

Ocf(x) = ﬂ cof{ Vf(y):ye€B(x,s) NdomV [}

s>0

(resp. O.f (z) = ﬂ{Vf(y) ty € B(z,s) NdomV f }).

s>0

Ici B(z, s) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon s.

Rappelons que, d’aprés Ekeland-Lebourg [7], tout espace de Banach qui peut étre
renormé par une norme Fréchet-différentiable (sauf a I’ origine) est un espace d’ Asplund.

Sous I’hypothese supplémentaire « f est réguliere » (voir la définition 2.1) nous allons
montrer que le théoreme 3.10 reste vrai dans le cas oit X est un espace d’ Asplund ou
peut étre renormé par une norme Gateaux-différentiable (sauf a I’origine).

4.2 Théoreme. Soient X un espace de Banach, Q) un ouvert convexede X et f : 3 — R
une fonction localement lipschitzienne et réguliere. Supposons que X est d’Asplund
ou peut étre renormé par une norme Gdteaux-différentiable (sauf a l'origine). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) fest D.C. sur);
ii) il existe deux m.a.c.m.m. M et M, telles que O.f(x) C M;(xz) — My(x) pour
tout x € (2.

Preuve. 1) = ii) La preuve est la méme que celle de I'implication correspondante du
théoréeme 3.10.

i) = i) Comme dans le théoréeme 3.10, il existe deux fonctions convexes continues
g et h telles que pour tout y € €2 on ait

dcf(y) C dg(y) — Oh(y).
Pour tout z € domVh on a
Ocf(z) C 9g(x) — Vh(x)

ce qui est équivalent a
Ocf(z)+ Vh(z) C 0g(x)

et donc pour tout x € domh on a
Oc(f +h)(x) C Og(x). (4.2.1)
Montrons maintenant que

dom V(f +h) C domVh. (4.2.2)
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Comme f est réguliere et que h est convexe continue (donc réguliere), f + h est
réguliere eton a O.(f + h) = O.f + Oh. Par suite si z € domV (f +h) ona

V(f+h)(x) = 0cf(x)+ Oh(x)

et donc O.f(x) et Oh(x) sont réduits a des singletons et par conséquent f et i sont
Gateaux-différentiables en x (voir [3, proposition 2.2.4]). On a donc bien domV (f +
h) C domVh.

Nous déduisons des inclusions (4.2.1) et (4.2.2) que pour tout y € dom(f +h) on a

V(f+h)(y) C 9g(y).

On en déduit I’inclusion

ﬂ co{ V(f+h)(y):y € B(z,s) NdomV(f+h) } C ﬂ co0g(B(zx, s))

s>0 s>0

ce qui exprime que

Oe(f +h)(z) C () 0Og(B(x, 5)). (4.2.3)

s>0

Il est connu que pour une fonction convexe continue le sous différentiel est semi-
continu supérieurement (s.c.s.) c’est-a-dire pour tout V' voisinage de 0 (pour la topologie
*-faible) il existe sy, > 0 tel que

09(B(z,s)) C dg(z) +V

(on prend V' convexe et fermé) et par conséquent si V désigne I’ensemble des voisinages
*-faibles de zéro qui sont convexes et *-faiblement fermés on a

ﬂ codg(B(x,s)) C ﬂ co0g(B(x,sy)) C ﬂ co(0g(x) +V). (4.2.4)

s>0 sy >0 Vey

Comme Og(z) est faiblement compact et convexe et V' est convexe fermé on a
co(0g(x)+V) = dg(x)+ V. (4.2.5)

On déduit de (4.2.3), (4.2.4) et (4.2.5) que pour tout = € €2 on a

Oc(f +h)(@) C (1) (9g(z) +V) = dg(x)
vey

et donc O.(f + h)(x) C Og(z) pour tout x € €2 ce qui assure d’apres le théoreme (3.8)
que f +h = g+ Cte. Ainsi la preuve est terminée. [J

4.3 Remarque. L'implication (i) = 1ii) reste vraie si X est un espace de Banach
quelconque.

Nous allons montrer que notre caractérisation permet de retrouver celle donnée
par Ellaia dans [9] pour les espaces de dimension finie. Commengons par rappeler la
définition suivante.
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4.4 Définition. On dit qu’une multi-application I' : R — R" est a variation finie
en un point & € R"™, si I’on peut trouver une m.a.c.m.m. M : R" — R" vérifiant les
deux conditions suivantes :
i) T € intdomM ;
ii)
lim sup {21 = @241 = 92) < +00.
2z, —E,i=1,2 <$1 — T2, — z2>

y; €0 (x;),z; €M ()
(] —mp,21—29)#0

Si M, et M, sont a variations finies en Z, alors M + 3M, est a variation finie en
Z pour tout o, # € R (voir Ellaia [9]).

Ellaia dans [9] a montré qu’une fonction f : R® — R, localement lipschitzienne
est D.C. si et seulement si son gradient généralisé au sens de Clarke est a variation finie.
Nous allons montrer que ce résultat peut aussi étre déduit du théoreme 3.10.

4.5 Proposition. Soit f : R" — R une fonction localement lipschitzienne. Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes.

i) festD.C.
ii) O.f est a variation finie en tout point de R".

Preuve. 1) = ii) Fixons un point z € R™ quelconque.

Soint M| et M, deux m.a.c.m.m. et {2 un ouvert convexe contenant Z tels que
Ocf(x) C My (x)—M:(z) pour toutz € €. Il existe deux fonctions convexes s.c.i. g et h
telles que M| = Jg et M, = Oh. Les multi-applications M; et M, sont a variations
finies ainsi que M; — M. Comme O.f(z) C M,(z) — Ma(z) pour tout x € €, la
multi-application O, f 1’est aussi d’apres la définition (4.4).

ii) = 1) Si 0. f est a variation finie au point £ € R", il existe un voisinage ouvert
convexe (2 de T, une constante £ > 0 et une fonction convexe h définie dans €2 tels que
pour tous z1,x2 € Q,y; € O.f(x1),y2 € Ocf(22),21 € Oh(x)) et zp € Oh(x,) avec
(x1 —x2,21 — 22) #0ona

|(z1 — 22,91 — 12)]
(T — 22,21 — 22)

<k (4.6.1)
La fonction h étant convexe sur 2, 9h est monotone sur €2 et par suite (x; — x, 2] —
z3) > 0. La relation (4.6.1) est alors équivalente a :
—k(r) — 22,21 — 22) < (1 — T2, Y1 — W2) < K(x1 — T2, 21 — 22)

ce qui implique que pour tous 1,z € Q,y; € .f(x1),y2 € O f(x2), 21 € Oh(x) et
zp € Oh(x;) avec (z) — 2,21 — 22) #0ona

(1 — 2,91 + k21 — (2 + k22)) >0

¢’est-a-dire la multi-application 0. f + kOh est monotone sur 2. Comme O.(f + kh) C
Ocf +kOh, la multi-application 9.( f + kh) est monotone sur € et par conséquent f +kh
est convexe sur €2 (voir Clarke [3] et Rockafellar [20]) et pour tout € €2

Bef(2) = Oolf + kh — kh)(z) C O(f + kh)(z) — A(kh)(z). (4.6.2)
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Soient les fonctions ¢ et 1) : R — [—o00, +00] définies par

o(z) = liﬂgf(f +kh)(y) et(x) = liJn_i}}f(kh)(y) pour tout z € adhf2

yEQ yeN

et
o(x) = Y(z) = +oo si z & adhd.

Ces fonctions ¢ et 1) sont convexes s.c.i. propres et il découle de (4.6.2) que
Ocf(x) C dp(x) — OY(x) pour tout z €

et Jp et 01 sont deux multi-applications maximales monotones.

Par conséquent, d’apres le théoreme (4.2), f est D.C. sur 2. Ainsi f est D.C. sur un
voisinage de chaque point de R", donc d’apres un résultat de Hartman [11] f est D.C.
sur R”. [

Remerciements. Je tiens a exprimer ma profonde reconnaissance et mes vifs remer-
ciements au Professeur L. Thibault pour ses conseils, ses suggestions, ses corrections
et I’'importance qu’il a donnée a ce travail.

English extended abstract. A function that can be written as a difference of two
convex functions is called a D.C. function. We begin by showing that every D.C.
function admits a continuous decomposition.

Proposition. Every finite continuous D.C. function defined on a convex open set ) of
a Banach space X admits a continuous D.C. decomposition on §.

The following theorem characterizes, in the context of separable Banach spaces,
the locally Lipschitz functions that are D.C. functions. It uses the notion of cyclic
monotonicity.

Theorem. Let () be convex open subset of a separable Banach space X and f be a
real-valued locally Lipschitz function on §). The following statements are equivalent:

i) fisa D.C. function on S.
ii) there exists two cyclically monotonic maximal multiapplications M, and M,
such that, fot every x € (),

8Cf($) C Ml(x) - Mz(:l?)

The preceeding theorem characterized the locally Lipschitz functions that are D.C.
on a convex open set {) of a separable Banach space X. We now obtain a similar char-
acterization for Asplund spaces and also for spaces that can be renormed by Gateaux-
differentiable norm (except at the origin) when we restrict ourselves to the class of
locally Lipschitz functions that are regular in the sense of Clarke (see definition 2.1).

Recall that, according to Ekeland-Lebourg [7], every Banach space which can be
renormed by a Fréchet-differentiable (except at the origin) norm, is a Asplund space.



12 Caractérisation des fonctions D.C.

Theorem. Let X be a Banach space, () a convex open subset of X, and f : 2 — R
a regular locally Lipschitz function. Assume, further, that X is a Asplund space or can
be renormed by Gdteaux-differentiable norm (except at the origin). The following are
equivalent:

i) fisa D.C. function.
ii) there exists two cyclically monotonic maximal multiapplications M, and M>
such that 0. f (x) C M;(x) — My(x), for every x € .

Remark. The implication 1) = ii) remains true when X is an arbitrary Banach space.
Our characterization implies the one given by Ellaia, in [8], for finite-dimensional
spaces.

Proposition. Ler f : R™ — R be a locally Lipschitz function. Then, the following
statements are equivalent:

i) fisa D.C. function;
il) O.f is of bounded variation at every point of R™.
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