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RELATIONS MATRICIELLES POUR HYPERBINOMIALES

PIERRE THEORET

RESUME. Dans cet article, on déduit de fagon uniforme des identités de
la forme H(n,k) = 3 F(n,j)G(j,k) avec F, G et H des doubles suites
triangulaires inférieures définies par des équations linéaires aux différences
partielles. Les solutions de la classe d’équations considérée acceptent, comme
cas particulier, les coefficients binomiaux, les nombres de Stirling, et leurs
g-analogues.

ABSTRACT. We deduced identities as H(n, k) = 3_, F(n, j)G(j, k) with F,
G and H defined by partial linear difference equations. Solutions of the class
of equations considered include, as particular cases, binomial coefficients,
Stirling numbers, and their g-analogues.

1. Introduction. Onditque H est hyperbinomiale etonécrit H = HB(p(n, k); g(n, k))
si elle satisfait I’équation de récurrence aux valeurs initiales

H(n,k) = p(n,k)H(n—1,k)+q(n,k)H(n -1,k —1) 1)
H(0,k) = do, 2

oll dy;, est le delta de Kronecker.

Par exemple, H = HB(1;1) pour H(n,k) = (7); § = HB(k;1), c = HB(n —
1;1) et s = HB(1—n;1) pour les nombres de Stirling; H = HB(k;n—k+1) pour les
nombres eulériens; H = HB(1—n+sk; s) pour les nombres C; H = HB(n+k—1;1)
pour les nombres de Lah; H = #B(g*; 1) pour les polyndmes gaussiens que I’on note
par (}),.

Lorsque les coefficients de la récurrence (1) sont des polynémes du premier degré,
on dit que H est une hyperbinomiale spéciale. Une étude générale des hyperbinomiales
spéciales est proposée comme probléme de recherche dans [12] (prob. 89, chap. 6),
dans [20] elles sont étudiées du point de vue de leurs fonctions génératrices. Par ailleurs,
on retrouve dans la littérature plusieurs classes d’hyperbinomiales comme généralisant
les nombres de Stirling [3 4 11,13,14,16] ou les nombres eulériens [2,15]. Une étude
plus approfondie et d’avantage d’exemples peuvent étre trouvés dans [19].

Dans cet article, on détermine des conditions générales pour que le produit F x G
de deux hyperbinomiales, (F' x G)(n,k) := Y 7_, F(n,j)G(j, k), soit encore une
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double suite hyperbinomiale. On montre que si F' = HB(anTi + bnjansk) et G =
HB(tr/sn — Tn-1/5n;Uk/Sn), alors F x G = HB(antr + bnjanu). On en déduit
les formules de conversion 3, F(n, k) [Tio, (est + B;) = [Ij=i(ajt + b;) o0 F =
HB(—anqr1Pr+1 + bnj ancy) et on détermine aussi la récurrence hyperbinomiale de
F(-1) 1a double suite orthogonale 2 F. On termine la deuxiéme section par quelques
considérations sur les fonctions génératrices d’hyperbinomiales.

Dans la troisi®me section, on généralise un résultat de Milne [17]. Explicitement,
pour F = H B(r; sx) on montre que pour tout m > 0

> FOY(m,§)F(n+j,m + k) = F_m)(n, k),
i<m
ou F(_m) = %B(rk-i-m; sk+m)-

Dans la quatri¢me section, on donne plusieurs exemples. En guise d’illustration, on
démontre quelques identités faisant intervenir les g-analogues des nombres de Stirling
introduits par Cigler [6]. Pour H = HB(anti + andn; a,u;) on donne une expression
de H(n, k) en termes de fonctions symétriques.

Table 1. Quelques généralisations des nombres de Stirling

p(n, k) q(n, k) | Terme général/Références
(1-¢")/(1-9q) 1 | s[n, K], [8,9]
(p‘n—l - qn—l)/(p - q) 1 cp,q[na k]a [8,9’11]
(1-4¢")/1-9) 1 Sq[n, k], [8,9]
(* —q*)/(p—q) 1 | Speln, K], [8.9,11]
k—1+4™1 1 {:}q , g-analogue de Cigler [6]
n—g* 1 [%]., g-analogue de Cigler [6]
n—2+g* 1 [:]q , g-analogue de Cigler [6]
k+1—g? 1 {:}; , g-analogue de Cigler [6]
a—-n+1 1 S(«)(n, k), Stirling non-centrés, [14]
k—a 1 S(a(n, k), Stirling non-centrés, [14]
a,—n+1 1 s(n, k; @), Non-centrés multiparamétrés, [10]
k—ap_, 1 S(n, k; @), Non-centrés multiparamétrés, [10]
e 1 sa«(n, k), [7,9]
g 1 So(n, k), [7,9]

2. Produits hyperbinomiaux. Etant données les valeurs initiales (2), les hyperbino-
miales sont des doubles suites triangulaires inférieures, ¢’est-a-dire que H(n,k) = 0si
k > n. En outre, pour H = H#B(p(n, k); g(n, k)) on a les valeurs

Hn,0) = [[2G,0),  Hlnm) = [[ a(i.i)- 3

=1 =1

On écrit F x G pour le produit matriciel de deux doubles suites triangulaires

(F x G)(n,k) = 3 F(n,5)G(j, k)- @
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On dit que I est la double suite identité si I(n,k) = J,, et on écrit F(~2) pour
Iinverse de F qui, si il existe, satisfait F' x F(-1) = F(-1) x F = J.

Le produit F' X G de deux hyperbinomiales F' = HB(f(n,k); f'(n,k)) et G =
HB(g(n, k); g'(n, k)) est une double suite triangulaire H avec H(0,0) = 1 qui n’est
pas nécessairement hyperbinomiale. Pour n > 0 :

H(n,k) = ¥,;F(n,5)G(j k)
= Zj (f(naJ)F(n - l’j) + f’(n’])F(n -1,5- 1)) G(J’ k)
= E;f(n’])F(n-]-’])G(Jak)
+Zj f,(n7.7)F(n - l’j - l)g(j, k)G(] - l’k)
+Zj f'(n7.7)F(n - 1’.7 - l)g'(.77k)G(.7 - 17k - 1)
= Zy{f(n$.7 - 1) + f'(naj)g(j, k)}F(n - l’j - I)G(J - lak)
+2j{f'(n7j)g'(j7 k)}F(n - 1)] - l)G(J - l,k - 1)’

ainsi, lorsque les fonctions

h(n,k,5) = f(n,5—1)+ f'(n,5)9(5,k), ®
K(n,k,3) = f(n,5)g'(j,k), 6

sont indépendantes de j, en ce sens que h(n,k,j) = h(n,k,0) et h'(n,k,j) =
h'(n, k,0) pour tout j, alors H := F x G = HB(h(n, k,0); k'(n, k,0)).

Dans [18], S. Milne donne l'inverse de suites satisfaisant des récurrences plus
générales que celles des hyperbinomiales. Lorsque I’on pose no = ap = 3, = 1 dans
le théoréme 1.7 de [18], on retrouve exactement le résultat (10) du théoréme qui suit.
Dans un autre article, le méme auteur énonce un résultat intéressant [17, thm 3.1] que
I’on généralise pour les hyperbinomiales dans la section suivante.

Théoréme 1. Soit G = HB(g(n,k);g'(n,k)) et F = HB(f(n,k); f'(n,k)) des hy-
perbinomiales telles que f'(n,n) # 0 et g'(n,n) # 0 pour tout n > 0. Les fonctions
h(n, k,j) et h'(n, k, 7) données par (5) et (6) sont indépendantes de j si, et seulement
Si pour certaines suites

f(n,k) =a,me +b,, f'(n,k)=ap,sk, @)
g K) = 22T g k) = /s, ®
et alors '
FxG = HB(anty +bnjanui), 9)
FY = B (_af::,, - ":;1; akls,,) : (10)

Preuve. Pour montrer que les conditions sont nécessaires on remplace (7) et (8) dans
(5) et (6) pour obtenir h(n, k, j) = anti+b, et h'(n, k, j) = a,u; ce qui, avec le calcul
précédent, démontre (9).

Réciproquement, si on suppose que h'(n, k, j) est mdépendante de 3, alors on a
k'(n,k,n) = h'(n,k,0) et K'(n, k, k) = h'(n, k,0) d’o

)
)
g'(n, k) = f'(n,0)g'(0,k)/f'(n,n) := cawa,
f'(n,k) = f'(n,0)g'(0, k) /g’ (k ,k) = @n Sy
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avee ¢;s; = 1,
Par ailleurs, si h(n, k, j) est aussi une fonction indépendante de j, alors 1’équation
h(n,k,k + 1) = h(n, k, 0) est vérifiée et elle se traduit par
f(n, k) + f'(n,k + 1)g(k + 1, k) = f(n, 1) + f'(n,0)g(0, k), 1n
or, en remarquant que f'(n,0) = a,so, on obtient
f(n,k) = f(n,—1) + a.{509(0, k) — sx119(k + 1,k)} :=bn + anri. (12)
De la méme maniére, I’identité h(n, k,n) = h(n, k,0) se réécrit
f(r,n—1) + f'(n,n)g(n, k) = f(n,n = 1) + f'(n,0)g(0, ),

et en remplacant f et f' par leurs valeurs on obtient
plac p

I

f(n7 "'1) - f(nan - 1) + ansog(oa k)
= an{_rn—l + (7'_1 + 309(01 k))}
= ap{—Tp-1+ 1t}

a,,sng(n, k)

Pour démontrer (10) on remarque que I = HB(u(n,k);u'(n,k)) est la double
suite identité si, et senlement si u(n,n — 1) = 0 et v/(n,n) = 1. Si on suppose que
F x G = I alors dans (9) on doit avoir a,t,—; + b, = 0 et a,u, = 1 ce qui revient
Ay, = 1/a; et ty = —bri1/ar1. Une autre preuve de (10) peut étre donnée par le
corollaire 1. [

L’équation (2.6) de [10] s(n,k) = 3, s(n, j;@)s«(n, k) faisant intervenir trois
versions! des nombres de Stirling de premire espece correspond au produit hyperbino-
mial #B(1 — n;1) = HB(ax — n;1) x HB(—an_1;1). Remarquons que lorsque
H = F x G, alors par inversion on a cinq autres identités: H(-9 = G(=1) x F(-1),
F=HxG), F-) =G x H-Y,G=F) x Het G-V = H-Y x F. Ainsi,
les équations (2.6), (2.7), (2.8), (3.3), (3.4), (3.5) de [10] peuvent étre obtenues 1'une de
I’ autre.

A partir de H = F x G on obtient aussi d’autres identités avec I'opérateur p
de réflexion. Pour B = HB(b(n,k); ' (n,k)), on pose (pB)(n,k) := B(n,n — k)
et on peut alors montrer que pB = HB(V'(n,n — k);b(n,n — k)). Evidemment
p*B = B etsi pB = B, alors on dit que B est symétrique. Par exemple, si B =
HB(anty + bn; anuy), alors (pB) = HB(Gnaln—k; Gntni +b,). Lorsque H = F X G
onaH(n,k) = ¥, F(n,j)G(j,k) eten plus

H(n7 k) = ZJ(pF)(n,j)G(n - j7 k)a

H(n7k) = Zj(pF)(naj)(pG)(n—j’n_k"‘j)a
(eH)(n,k) = X;F(n,j)G(,n — k),

(pH)(n, k) ;(pF)(n,j)G(n — j,n — k),
(pH)(n, k) ¥ (pF)(n,5)(pG)(n — 3, k = j)-

1Voir la table 1.

I
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Corollaire 1. Soit F' = #B (—a, 242 +b,;2). Alors

—Gngh k41

ZF(n k) H(aJt+ﬂ,) = H(a,t+b) (13)
=1 j=1
Preuve. Lorsque G = HB(a,t + B,; aux) le théoréme donne F X G = HB(a,t +
ba; anug). Il suffit donc de considérer I'identité (F x G)(n,0) = ¥, F(n,k)G(k,0)
les termes (F' x G)(n,0) et G(k, 0) pouvant étre alors calculés avec (3). O

Le corollaire permet aussi de démontrer la partie (10) du théoréme. En effet,
I'inverse F(-V) doit satisfaire

ZF(—I) (n’ k) ﬁ(ajt + b]) = f_[(ajt -+ ,3_7'),

k j=1 j=1

et alors le corollaire donne F(-V) = 4B (—a,,%f‘- + Ba; %—:)
Dans la littérature plusieurs doubles suites sont définies comme cas particulier de

I’équation (13). Par exemple, les nombres de Stirling non-centrés [14] sont définis par

n n

Z:s(a)(nak)(t—'a)k = ]:_[(t_j+1)7
> SwmB[E-5+1 = ¢-ay,

ils sont généralisés dans [10] par les nombres de Stirling non-centrés multi-parametrés

n k n
Zs (n, k;@) H(t—aj_l) = H(t——j+1), (14)

k=0 j_l Jj=1
> 8(n, k; a)H(t—] +1) = H(t;aj_l). 15)

k=0 j=1 =1

Le corollaire 1 permet d’obtenir directement les récurrences hyperbinomiales satisfaites
par ces doubles suites.

Dans le cas particulier F' = HB(f,; f,), I'identité (13) donne ce que 1’on appelle
dans [19,20] les polynémes hyperbinomiaux

Fit) := ZF(n k)t H(f,t + £)). (16)
En posant ¢ = 1 dans (16) on obtient alors les sommes de ligne
doF(n k) =TI+ 1) 17
k j=1

Ces sommes de lignes peuvent aussi étre obtenues pour des hyperbinomiales ne
satisfaisant pas des récurrences du type de celles données dans le théoréme 1.
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Théoréme 2. Soit F = HB(hn — gkt1fap+1; fni). Alors

k n
S F(n,k) [] g5 = IT Ps- (18)
k

j=1 Jj=1

Preuvé. Soit G(k) := H;;1 g; et H(n) := ¥, F(n,k)G(k). Alors H(0) = 1et
H(") = Z{hn - gk+1fn,k+1}F(n —1,k)G(k) 19)
k

+3 fapF(n— 1,k = 1)g:G(k — 1),
k

or, en remplagant k par k + 1 dans la deuxiéme somme on obtient apres simplification
H(n)=h,H(n-1). O

Par exemple, si H = HB(hn — gnk4154n,k), alors 3 H(n, k) = [I;., h;. En
particulier, pour les nombres eulériens de seconde espece® A, = HB(k+1;2n—k— 1)

onah, = 2n — 1 et alors

R 2m@2r—1)-(n+1)
5 Aa(mo) = 125 - 1) = 2

=1

(20)

Pour une double suite triangulaire H on écrit h(z,t) := 3, H:(t)z™ on HS(t) est
la suite de polyndmes définie en (16), h(z,t) est aussi la fonction génératrice en ¢ de la
suite de séries formelles h§(z) := >, H(n, k)z".

Lorsque H = F x G, alors

h(z,t) = 3 £5(@)GL(®)-

Dans [20] on considére plut6t les fonctions génératrices exponentielles qui sont données
sous forme close pour plusieurs classes d’hyperbinomiales spéciales.

3. Inversion. Dans [17, thm 3.3], Milne énonce un théoréme intéressant que nous
généralisons avec notre théoréme 3. La démonstration de ce théoréme exige plusieurs
lemmes qui nous instruisent sur certaines propriétés des hyperbinomiales.

Pour plus de commodités nous utilisons dans ce qui suit la version de la convention
de Iverson utilisée dans [12]. On écrit [P(n)] pour la fonction caractéristique d’une
proposition P(n) : [P(n)] = 1 si la proposition est vraie et [P(n)] = 0 si elle est
fausse. Avec cette notation &, ; = [n = k] et on écrit B = HB(b(n, k); ¥'(n, k)) si, et
seulement si elle satisfait

B(n,k) =b(n,k)B(n —1,k) +¥(n,k)B(n—1L,k— 1)+ [n=k=0] (21)
en convenant aussi que B(—1,k) = 0.

2]ls dénombrent les permutations d’un multi-ensemble selon le nombre de montées. Voir par
exemple [12, p. 256].
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Lorsque I’on développe les termes B(n —1, k) et B(n— 1,k — 1) de (21) on obtient
la récurrence du deuxiéme ordre :

B(n,k) = b(n,k)b(n —1,k)B(n — 2,k)
+(b(n, k)'(n — 1,k — 1) + b(n — 1,k — 1)¥/'(n, k))B(n — 2,k — 1)
+b'(n,k)b'(n — 1,k — 1)B(n — 2,k — 2)
+B(n,k){[n=1]k =01+ [n=k=1]+[n=k=0]}

ol la derniére ligne, nulle pour n > 1, donne les valeurs initiales pour n < 1.
Par le lemme qui suit on généralise ce type de développement.

Lemme 1. Soit B = HB(b(n,k);b'(n,k)) et
B, =HBMb(r—n+1,s—k);b(r—n+1,5s —k+1)),
c’est-a-dire que pour m > 0

B7 (m +1,5) = b(n — m,k — §)BZ . (m,j) + b'(n —m,k — j + 1)BS , (m,j — 1).
(22)

Alors pour tout m > 0
B(n,k) =Y Bf,(m,i)B(n —m,k —i). (23)

Preuve. Soit K~ I’opérateur de différences tel que K~'B(n, k) = B(n, k — 1), alors
I’équation (23) peut s’écrire

B(n, k) = (i BY, (m,j>K-f) B(n — m, k) 24)

et la récurrence hyperbinomiale de B
B(n,k) = (b(n, k) +b'(n,k)K~*) B(n — 1,k). (25)

Oren itérant (25) on a

B(n, k) = (mff [B(n—j+1,k) +b(n—j+1, k)K-l]) B(n —m, k). (26)

=0
En comparant (24) et (26) on déduit donc

m=1

iBg,k(mﬂj)K-j = H (b(n _j + 1’k) +b’(n_j+ 17k)K_1)

j=0 j=0

(Z mk(m—1,5)K~ )(b(n-m,k)+b’(n—-m,k)K‘1)

]

=0
m—1
= > BS.(m—1,5)bn—m,k—j)K
7=0
-1
Z 7 e(m—1,5)b (n—mk — j) K3}

Jj=
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et on retrouve la récurrence (22) en identifiant de part et d’autre le coefficient de K =3
dans la derniere identité.

Remarquons que si I’on considere b(n, k) comme 1I’opérarateur de multiplication
par b(n, k), alors K~'b(n, k) = b(n,k —1)K~" et K=b(n,k) = b(n,k — j) K.
C’est ainsi que s’obtient la troisiéme égalité. [

Par exemple, les hyperbinomiales Bﬁ , correspondant aux coefficients binomiaux
satisfont 2 la méme récurrence que ceux-ci. Ainsi pour n > m

B-£000)

Lemme 2. Les hyperbinomiales

B = HB(b(n, k); (n, k),
7,B = HB(b(n + 1,k);b'(n + 1,k)),
4B = HB(b(n + 1,k +1);b'(n + 1,k + 1)),

sont mutuellement récursives avec I’équation
B(n,k) = B(1,0)7,B(n — 1,k) + B(1,1)74B(n — 1,k = 1)+ [n = k = 0]. (28)

Preuve. Ondémontre laproposition par induction surn. L’équation (28) est trivialement
vérifiée pour n = O et si elle I’est pour n — 1, alors en développant B (n, k) avec sa
récurrence, puis B(n — 1,k) et B(n — 1,k — 1) en utilisant I’hypothese d’induction,
on obtient

B(n,k) = b(n,k)B(n—1,k) +¥(n,k)B(n~1,k—1)+[n=Fk=0]

b(n,k)B(1,0)7,B(n — 2,k) + b'(n, k)B(1,0)7,B(n — 2,k — 1)

+b(n, k)B(1,1)74B(n — 2,k — 1) + b'(n, k)B(1,1)7,B(n — 2,k — 2)

+[n =k = 0] + b(n, k)[n = 1][k = 0] + b'(n, k)[n = k = 1]

= B(1,0)7,B(n—1,k) + B(1,1)7uB(n — 1,k = 1)+ [n =k =0]
+(b(170) - B(l,O))[n = 1][k = 0] + (b(17 1) - B(17 1))["’ =k= 1]’

- or, avec (3) ona b(1,0) = B(1,0) et b(1,1) = B(1, 1), et ainsi I’équation (28) est aussi
vérifiée pour n. O

Pour B = HB(b(n, k); ¥ (n,k)) on appelle partage en deux parts 1’équation (28)
du lemme précédent. Par exemple, pour E = HB(k + 1;n — k + 1) le partage en deux
parts

E(n,k) =1,E(n—1,k) + 74EB(n —1,k— 1)+ [n=k =0]

avec 7,E = HB(k + 1;n — k + 2) et ,E = HB(k + 2;n — k + 1) s’exprime pour
les premiéres lignes par la somme de matrices

1 0 0 O 0 00O 0 00O 1000
11 0 0 1000 0100 0 00O
1 4 1 0 1200 + 0210 + 00 00O

1740 0 4 71 0 00O

~

1 11 11 1

o ~ B ~ /
v~

{E(n,k)}ockncs  {ToE(m k)}Yogkncs {7aE(n k)}ockmca {[n=Fk=0l}ocknza
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Lorsque B(1,0) = 0 (ou B(1,1) = 0), alors I’équation (28) permet de don-
ner le terme général de 74B (ou de 7,B) directement en fonction de celui de B.
Par exemple, pour les nombres de Stirling de seconde espece S = HB(k;1), on a
748 = HB(k + 1;1) et pour tout n > 0, 7,S(n,k) = S(n + 1,k + 1). Ainsi au
produit hyperbinomial H#B(1;1) x #B(k;1) = HB(k + 1;1) correspond la formule
de sommation 33; (7)S(j, k) = S(n + 1,k +1).

Lemme 3. Soit B = HB(b(u — k); b'(u — k)) et By = HB(b(k — u); b’ (k — u)).
Alors pour tout entier a on a

Blg+a(n7 D=kl = B(-a)(n, k). (28)
Preuve. Le partage de By, , s’exprime pour n > 0 par
Bio(n,1) = BY, (1,007, B, .(n — 1,1 = 1) + Bf, (1, 1)raBf ,(n — 1,1 - 1)

od on aavec (3) B, ,(1,0) = b(k +a), et BY, ,(1,1) = ¥'(k +a). Or, par le lemme 2,
T,BY . = BY_, et1,BY . = B ... Ainsi en multipliant I’équation de partage par
[l = k] eten posant H(n, k) := By, ,(n,!)[l = k] on obtient

H(n,k) =bla+k)H(n—1,k) +b'(a+k)H(n—1,k—1)+[n=k =0),
d’ou H(n,k) = B(_a) (n,k). O

Le dernier lemme exprime aussi le fait que pour toute colonne de B, il existe

une autre hyperbinomiale ayant la méme colonne a la méme position. Par exemple, la
colonne m de S = H B(k; 1) coincide avec la colonne m de SY, = HB(m — k; 1):

1 00 0O 1 0 0 0 0
0100 0 1 0 00
0110 0], 0 -1 1 0 0 |,
01 3 10 0 1 -3 1 0
017 6 1 0o -1 7 —6 1
{S(n, k)}osre,n54 {53 (m, k)}ogk,n54
1 0O 00 1 0 0 0O

1 10 0 0 2 1 00O
111 00|, 4 3100

1 10 1 0 8 73 10
111 -21 16 15 7 2 1
{87 (n,k)Yo<knzs {55 (n, k) }ochnza

Théoréme 3. Soit B = HB(b(k); b'(k)) une hyperbinomiale inversible et
B_o) = HB(b(k + a); b'(k + a)).
Alors pour tout a, n et k des entiers positifs on a

> B(a,1)B(n +j,a + k) = By (n, k). @

j<a
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Preuve. On utilise la récurrence d’ordre n du lemme 1 appliquée 2 B(n + j,a + k) et
que I’on remplace dans le membre gauche de (29)

H(a,n,k) = Y B(a,5)B(n+ja+k)
J

= S B™(a,5)Y_ B,k +a—1)B7 (1) (30)
7=0 =0

= Y BY.a(n,1)Y_ BY(a,j)B(,k+a—1)
1=0 3=0
B ia(n, Dl = K.
B(_a)(n, k).

Dans (30) on désigne BY . ., par BY ., qui est, dans ce cas, indépendant de n + j
ce qui permet d’exclure ce terme de la somme sur 3. [

Corollaire 2. Soit F = HB(fw; fi) avec fi # 0 pour tout k > 0. Par le théoréme I,
I’hyperbinomiale F est inversible avec F~") = HB (—fn_1/f1;1/f;) et alors

S FCU(k,§)F(m + 5, k) = {fi}™ 31

J

Preuve. Avec I’équation (29) du théoréme on a

S FCU(k, j)F(m + 5,b + k) = F_i)(m, b), (32)

i<k
or en posant b = 0 dans (32) et en utilisant (3) on a F(_z)(m,0) = {fi}™ 0O

Pour les nombres binomiaux, les nombres de Stirling et leurs g-analogues la for-

mule (31) devient
Mk 1
Z(—l)""(i) (m,j ’) = 1 (33)

So(~1yki(E) (’:) (m: ’) = g™, (34)
> s(k,i)S(m +i,k)

1

k™, 35)

E__ kY™
Zsp,q(kai)‘s’p,q(m'*‘i’k) = {qq__i} . (36)

4. Exemples. Pour construire des exemples de produits hyperbinomiaux et exprimer
les formules de sommations correspondantes on a besoin d’un bon répertoire de
récurrences hyperbinomiales avec leurs solutions.

A la suite du lemme 2 on a montré que lorsque H(1,0)H(1,1) = 0, alors le
terme général de I’hyperbinomiale H s’exprime en fonction de celui de 7,H ou 7, H.
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On introduit ici une nouvelle opération qui permet de simplifier certaines récurrences
hyperbinomiales.
On écrit G = HG(A(n, k); B(n, k)) si, et seulement si

G(0,0) = 1, (37

G(n,k) = Aln,k)G(n—1,k), A(nk)#0, (0<k<n) (3

G(n,k) = B(n,k)G(n—-1,k—1) B(n,k)#0, 0<k<n). (39
On écrit aussi G © H pour la double suite de terme général G(n, k)H (n, k).

Proposition 1. Soit G = HG(A(n,k); B(n,k)) et H = HB(p(n, k);q(n,k)). Alors
ona

A(n,k)B(n — 1,k) = A(n — 1,k — 1)B(n, k) (40)
pour0 <k <n,

n—k k

G(n,k) = J[4G,0)[IB(n—-k+3575) (41)
j=1 j=1
i—k k

G(n,k) = J[ Ak +5k) ]I BG.5) (42)
j=1 j=1

et

GOH = HG(A(n,k); B(n,k)) © HB(p(n, k);q(n,k))
= HB(A(n,k)p(n,k); B(n, k)q(n, k)). 43)

Table 2. Exemples de termes généraux de G = HG(A(n,k); B(n, k))

A(n,k) | B(n,k) | G(n, k)
a IB an—kIBk
Qn_k B H;:f Q; H:.=1 Brm

n
a, a, [I=1 @

qan—k pﬂb q ;-::k ajp2:=1 Bm

Exemples.
(1) L’équation (3.7) de [10]

n

D [Sa(n,k)sa(k,i) - (:) a"‘kS(a)(k,i)] =0

=1

exprime simplement le fait que

Sa X Sg=H X S (44)
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od H = #B(a;1). Sidans (44) on considére H comme une inconnue, alors
on calcule avec le théoréme 1 que

et on retrouve H = HB(e;1) = HG(a"*;1) © HB(1,1) de sorte que
H(n,k) = o™k (}).
(2) La formule de Carlitz [1]

> (:) (g —1Y7*5,(j, k) = (Z)q 45)

J
définissant les g-analogues des nombres de Stirling de seconde espece S, se
traduit par le produit hyperbinomial
#B(¢";1) = #B(1;1) x {HG(g—1;1) © S, },
ainsi, par inversion,

HG(g—1;1) ® S, = HB(¢*;1) x HB(-1;1) = HB(¢" — 1;1),

don S, = HB (£341).
Avec le théoréme 1 on peut obtenir un p, g—analogues de la formule (45) avec

H(n’ k) = Z (?) (q - p)j—ksp»q(j’ k)’
J
onS,, =HB (%}ﬁi; 1) et H = B (¢* — p* + 1;1) un p, g—analogue des
coefficients binomiaux.

(3) Pour les polyndémes gaussiens F(n,k) = (:)q, F = #B(g*;1), la formule
(10) donne F(-1) = HB(—g"1;1). Or, ¢*~! = ¢q"~*"1¢*, ainsi F(-V) =
HG (~g**%1) © HB (¢41) et FD(n, k) = (=1)"*q("2) () .

(4) Dans un article récent [6] Cigler introduit de nouveaux g-analogues pour les
nombres de Stirling. En gardant les mémes notations

{}, =HB(k—1+¢"%1), [],=HB(n—g"1),
{},=HB(k+1-¢""%1), [l;=HB(n—-2+4¢"1),

q

Il montre que {}, x []; = I'et{}; x [], = I ce qui peut aussi se Vérifier avec
le théoreme 1. Les formules (1), (9) et (16) de [6]:

S ()00 =
Zc(n+1,j+1)(—1)j"° (i)q [:L,

Setmie™ (1) = [aia).:

7
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peuvent aussi s’interpréter comme des produits hyperbinomiaux. Par exemple,
a la premiére formule correspond le produit hyperbinomial
{HG (¢"*;1) ©HB (¢*;1)} x HB(k;1) = 7yHB (k — 1+ ¢""};1)
ce qui revient plus simplement a
HB(q";1) x HB(k;1) = HB (k+q¢";1).

(5) Le théoréme 1 permet d’obtenir de nouvelles formules de sommation faisant
intervenir les g-analogues de Cigler. Par exemple, en prenant G(n, k) = { :}:
on obtient des produits hyperbinomiaux de la forme

HB (b, +¢*1) xHB (k+1—q" 1) =HB (k+1+b,;1). (46)

En particulier, avec b, = 0 il correspond

D (n) {’} =S(n+1,k+1)

7\ k],
etavec b, = —1lona
Sla- 1S m) {1} =Sk

7 q

une formule de sommation faisant intervenir trois versions des nombres de

Stirling de seconde espece.
Par la méme approche on obtient

S{7} 200 = @tk

Sa-arisma{y} = se,

Sa-aremnsin = {1}

n—1

NI {’,j} - -2,

3=0
n . n)*
>{7} co-zen = {1}
J J q j q
od L = HB(n + k — 1;1) donne les nombres de Lah. Ces formules de
sommation pourrait avoir aussi une interprétation combinatoire intéressante.
(6) Les g-analogues de Cigler forment des cas particuliers de nombres de Stirling

non-centrés multiparamétrés [10]. Ainsi, les équations (14) et (15), aussi
conséquences du corollaire 1, deviennent

Sheo(-D)" 2] iyt - +1) = [T (t—j+1),
Z::a [:]; H¥=1(t + qj-l - 1) H;=1 (t -Jj+ 1),
ZZ:D {Z}q H§=1(t - .7 + 1) H?:l (t - qj_l + 1),
k=0 {:}; H§=1 (t—37+1) = H;=1(t +¢71-1).
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(7) Soit H = HB(a.tx + and,;anuy). Alors
H =HG(an;a,ur) © HB(te + dn; 1),
et si on écrit M pour HB(t; + d,.; 1), alors

n k
H(n,k) = M(n, k) Haj H Umn-
i=1 m=1
Par ailleurs, M = F x G avec F = HB(d,;1) et G = H#B(t;;1). Or, dans
[7] et [9] on voit que
F(n,k) = eni(di,da,...,d,)

Z di,--di_,

1< < <ip_r <N

G(n, k) = hn—k(t07 tl, cee ,tk)

= Z iy oot

1<ir S-Sk Sk

ol e,(Z1,Z2,---,x) €t ho(z1,Z2,...,z,) sont les fonctions symétriques de
degré n en k variables respectivement élémentaires et completes.
Enrésumé on a

H(n,k) =en(ay,--.,an)ex(ur, ..., ux) Z en—t(diy---ydn)he—i(to,---,tk)

=k 47

(8) L’expression (47) du terme général de H = HB(a.tx + and,;a,u;) permet

de trouver d’autres hyperbinomiales coincidant avec H pour une ligne ou pour
une colonne. Explicitement, si

H(m,l) = 7'LB(a"rn—'rz+1tk + am_nt1dm-nt1; am—n+1uk)7 (48)
H(m,c) = %B(ant'm—k + andn; QpUm—k+1 )a (49)

alors, pour tout j, Hp, ¢ (m,j) = H(m, j) et Him (3, m) = H(j, m).
(9) Pour H = HB(anti + and,;anuz), I’équation (23) du lemme 1

H(n,k) = 3 HE (m,i) H(n — m, k — i),

=0

peut aussi s’écrire
H(m+j,n) = HZ.. .(j,n—k)H(m,k), (50)
&
ot HY, = HB(Gr_ns1ts—k + Groni1dr—ni15Grons1ts—). L'exemple pré-

cédent montre que 'on peut remplacer HY, ;. dans (50) par (HZ,,.)
avec

(3:4)

(ng-}-j,s) G, = HB(an-!-mts—k + an+mdn+m; an-{-mus—k)'

Par exemple, lorsque I’on prend S, ou s, pour H, on retrouve la convolution
de Chu-Vandermonde de [9, Theorem 2.6].
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English extended abstract. In this article we consider double sequences solutions of
a linear partial difference equation

H(n,k) =p(n,k)H(n —1,k) + g(n,k)H(n — 1,k — 1) (€2))

with initial values H(0,k) = &, ,. We then say that H is hyperbinomial and write
H = #HB(p(n, k) ; g(n, k)).

Forexample, H = #B(1;1) for H(n, k) = (}); S = #B(k;1),c = HB(n—1;1)
and s = HB(1 — n;1) for Stirling numbers; H = HB(k;n — k + 1) for Eulerian
numbers; H = HB(1 — n + sk;s) for C numbers; H = HB(¢*;1) for Gaussian
polynomials noted (7). .

Hyperbinomials are triangular sequences, H(n, k) = 0 if £ > n, so we ask when
the matricial product

(F x G)(n, k) := 3" F(n, 5)G(, k)

i=k

of two hyperbinomials F' and G give rise to a triangular sequence also satifying an
hyperbinomial difference equation such as (51). We note I for identity, I(n, k) =
and F(~" for the double sequence such that F(-) x F = F x F(-) = I. In the
first section, with theorem 1, we show that the most general hyperbinomial product
F x G = H are with

F ’HB(anrk + bn;ansk)a
G = HB (tk_—r"‘i, ﬁ) ,

Sn Sn

H = HB(apti + bnjanu),

and then

FP”=HB<"%“—r“* 1).

b
ak+13n Sn ArSn

From the theorem we deduce that hyperbinomials serve for general conversion.
With corollary 1 we show that

3 0tn, k) [T (a5t + 8) = [T (ast + by,

=1

where C = HB(—a,ak+18k+1 + bnjan/ar). These conversion can be more general,

with theorem 2 we show i
> D(n,k) [[g; =1 s
k Jj=1 i=1
for D = HB(h, — gks1fnk+1; frk)-
In the third section we generalize result of Milne [17]. Explicitely, theorem 3 show

that
ZB(—I)(aaj)B(n +j7a + k) = B(—a)(na k)

i<a
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where B = HB(b(k); ' (k)) and B(_,) = HB(b(k + a); ' (k + a)).

In the fourth section we give many examples. We demonstrate some identities

involving the g-analogues of Stirling numbers introduced by Cigler [6]. We also show
that for H = HB(antx + and,;anui), H(n, k) is expressed in terms of symmetric
functions.

1
2

3.

10.
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