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CONTINUITE AUTOMATIQUE DANS LES LIMITES INDUCTIVES
LOCALEMENT CONVEXES DE Q-ALGEBRES DE FRECHET

M. AKKAR ET C. NACIR

RESUME. Nous montrons un résultat sur la continuité automatique dans les algebres
limites inductives localement convexes de suites de (Q-algebres de Fréchet et nous
déduisons que sur une algebre semi-simple on peut définir une au plus telle structure.

ABSTRACT. We show a result of automatic continuity in the algebras that are locally
inductive limits of sequences of Fréchet ()-algebras and we deduct that on a semi-
simple algebra we can define at most one such structure.

Introduction. Soient A et A’ deux algebres complexes avec A’ semi-simple.

Dans [19] Johnson montre, en utilisant la théorie des représentations dans les
algebres, que si || ||; et || ||2 sont respectivement deux normes d’algébres de Banach
sur A et A’ et si o est un morphisme d’algebre de (A, || ||;) sur (A’, || ||2), alors ¢ est
continue.

Aupetit redémontre ce théoréeme dans [6], en utilisant une technique sur les fonctions
sous-harmoniques.

Nous utilisons cette méme technique moyennant un résultat de [11] que nous redé-
montrons ici (lemme 1), et un théoréme du graphe fermé de [13], pour montrer que
si 71 est une topologie sur A d’algebre limite inductive localement convexe d’une
famille de Q-algebres de Fréchet et 7, une topologie sur A’ d’algébre limite inductive
localement convexe d’une suite de (Q-algebres de Fréchet (algebre Q-LF), tout mor-
phisme d’algebre de (A, 1) sur (A, 72) est continu. Nous déduisons alors un théoréme
d’unicité de structure d’algebre Q-LF semi-simple.

Deux résultats analogues sur la continuité automatique ont été publiés récemment.

Le premier [12] est basé sur la démonstration du théoréme principal de [23]; la
démonstration de ce résultat utilise effectivement que les algebres considérées sont
localement multiplicativement convexes. Nous donnons dans cet article des exemples
d’algebres limites inductives localement convexes de suites d’algebres de Fréchet qui
ne sont pas des algebres LFQ au sens de ([21], p. 301) et qui donc n’entrent pas dans le
cadre du résultat de [12] car toutes les algebres considérées dans [12] sont supposées
localement multiplicativement convexes.
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Le deuxieme [15] qui généralise le théoreme de Johnson aux a.l.c. métrisables
completes a idéaux maximaux fermés utilise un lemme de Schur dans ces algebres que
Guan démontre dans [14]. Nous démontrons que toute a.l.c. commutative métrisable
complete a idéaux maximaux fermés est en fait une (-algebre de Fréchet et donc dans
le cas commutatif, le théoréme de Guan se déduit de celui d’ Aupetit ([6], remarque 3)
ou de notre présent résultat.

Ce travail contient aussi certaines propriétés des algebres QQ-LF. Nous y démontrons
en particulier que toute algébre commutative unitaire limite inductive localement con-
vexe d’une suite de (Q-algebres de Fréchet est une algébre QQ-LF, que la commutativité
n’est pas nécessaire pour avoir cette propriété dans le cas ou les algebres facteurs de
la limite inductive se réduisent a des algebres de Banach, que de telles algebres sont
aussi des limites inductives localement convexes d’algebres de Banach, cette derniere
structure étant minimale dans le cas ol I’algebre est semi-simple.

Préliminaires. Dans toute la suite les algebres considérées sont complexes, non néces-
sairement commutatives, et unitaires d’unité e, sauf mention contraire. Soit A une
algebre, on note:

conv (V') I’enveloppe convexe d’une partie V' de A.

Inv(A) I’ensemble des éléments inversibles de A.

N(A) I’ensemble des éléments quasi-nilpotents de A.

Q:(A) I’ensemble des éléments quasi-réguliers de A.

Rad(A) le radical de A qui est I’intersection des idéaux a gauche maximaux de
A. D’apres ([25], théoreme 2.3.2.), Rad(A) est égal au plus grand idéal bilatere
de A contenu dans Q(A).

Pour x € A on note:
Spa(z) ={A e C|z— e gInv(A)}.

pa(x) = sup{|A| | A € Spa(z)}

avec pa(z) = +oo si Spa(z) est non borné et pa(z) = —oo si Spa(z) = 0.

Un espace localement convexe (e.l.c.) est dit strictement bornologique au sens de la
définition de ([13], p. 199) s’il est limite inductive localement convexe d’espaces de
Banach.

Une algebre topologique (A, 7) est une algebre A munie d’une topologie 7 compati-
ble avec sa structure d’espace vectoriel et pour laquelle la multiplication est séparément
continue.

Une algebre topologique (A, 7) est dite localement convexe (a.l.c.) si elle est munie
d’une topologie d’espace localement convexe. Si 7 est définie par la famille des semi-
normes (py)xea on note aussi (A, 7) par (A, (p)aea)-

Une al.c. (A,7) est dite localement multiplicativement convexe (a.l.m.c.) si sa
topologie est définie par une famille de semi-normes (py)xea telle que: py(zy) <
pa(z)pa(y) pour tous z,y € A et pour tout A € A. La multiplication dans A est
alors globalement continue. On a ([22], théoreme 5.1) ou ([28], théoreme 11.4), si
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(A, 7) est en outre complete alors (A, 7) est la limite projective des algebres de Banach
(;l;, Pr) (A € A); ou (;1\,\, p») est I’algebre de Banach complétée de 1’algebre normée
(A/Nx,py), Ny étant I’annulateur de py et les applications de transition étant les
projections canoniques 7y de A sur ;1\)\ On déduit également d’apres le corollaire 5.3
de [22] ou le théoreme 12.10 de [28] que pour tout z € Aona:

pa(x) = sup[ lim [pa(2")]"/") = sup[ lim_[p}(mx(x))"]"/"]

AEA n—+oo AEA n—+oo

Si en plus (A, 7) est un espace de Fréchet, on dit que (A, 7) est une a.l.m.c. de Fréchet
ou seulement une algebre de Fréchet et en abrégé une algebre F; dans ce cas 7 peut étre
définie par une suite croissante de semi-normes (p;);en telle que: p;(zy) < pi(z)pi(y)
pour tous z,y € A et pour tout i € N.

Une algebre topologique (A, 7) est dite une QQ-algébre topologique si Inv(A) est
ouvert dans A. Une algebre de Fréchet qui est une ()-algébre topologique est dite une
(2-algebre de Fréchet et en abrégé une algebre Q-F.

Si (A, 7) est une al.c., on désignera par B4 I’ensemble de ses parties convexes,
équilibrées, fermées et bornées, et par B 4 le sous ensemble de 54 des parties de A qui
sont en plus idempotentes et contenant 1’unité e de 1’algebre A.

Une algebre bornologique convexe séparée (resp. complete) (A, B) est dite algebre
localement multiplicativement convexe (a.b.m.c.) (resp. a.b.m.c. compléte) si 3 admet
une pseudo-base (B;);c; formée de disques idempotents (resp. de disques idempotents
complétants); une telle algebre est alors limite inductive bornologique convexe des
algébres normées (resp. algebres de Banach) (Ap,, pp,) ot Ap, est la sous-algebre de
A engendrée par B; et pp, la jauge du disque B; dans Ap, (voir [1] ou [18]).

Soit I un ensemble préordonné filtrant a droite et A une algebre réunion d’une sous-
famille de ses sous-algebres (A;);c7. On note par ¢; I’injection canonique de A; dans A.
On suppose que pourtout: € I, A; est munie d’une topologie d’algebre de Fréchet (resp.
de Banach) 7; et que si i < j, A; C Aj; et le morphisme canonique (A4;, ) — (A;, ;)
est continu. On munit A de la topologie 7 limite inductive localement convexe des
topologies 7; (i € I). On note (A,7) = |J_,(A4;,7;) et on dit qu’on a une algebre
limite inductive localement convexe d’une réunion d’algebres de Fréchet (resp. de
Banach) et que ((A;, 7i))ier est une famille de définition de la limite inductive. Dans
le cas ou [ = N avec son ordre naturel, on dit que (A, 7) est une algebre LF; et si
pour tout n € N (A,,, 7,,) est une algebre de Banach, on dit que A, 7) est une algebre
LB. Si pour tout n € N, (A, 7,) est une algebre Q-F, et (A, T) est une Q-algebre
topologique, on dit que (A, 7) est une algebre Q-LF.

Comme exemples d’algebres Q-LF nous avons: les algebres de Banach, les algebres
Q-F,les algebres limites inductives localement convexes de suites d’algebres de Banach
étudiées dans [27] et dans [4], les algebres bornologiques multiplicativement convexes
completes ayant une base dénombrable de bornés étudiées dans [1] et dans [18]. Ce ne
sont pas les seuls exemples d’algebres (Q-LF; dans la suite nous donnons une famille
d’exemples d’algebres QQ-LF qui ne sont ni des a.l.m.c. de [22], ni des a.b.m.c. de [18]
oude [1].
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1. Propriétés des algebres Q)-LF.
1.1. Propriétés de I’ensemble des éléments inversibles d’une algebre LF.

Lemme 1. (voir [11]) Soit (A, T) une algebre topologique. La fonction rayon spectral
x +— pa(x) est semi-continue supérieurement dans A si, et seulement si, (A, T) est une
Q-algebre topologique.

Preuve. Condition nécessaire: Supposons que Inv(A) n’est pas un ouvert de A. Soit V'
un voisinage de 0 dans A, il existe alors z € e + V tel que x soit non inversible dans
A.Posons y = x —e;onay € V et e+y estnon inversible dans A d’ou p4(y) > 1.
Tout voisinage de 0 dans A contient donc un élément y de A tel que p4(y) > letona
pa(0) = 0, donc la fonction p4 ne peut pas étre semi-continue supérieurement en 0.

Condition suffisante: Supposons que Inv(A) est un ouvert de A. Soit a € A, si
pA(a) = 4o alors par définition p 4 est semi-continue supérieurement en a. Supposons
maintenant que p4(a) < 400 etsoit v > p4(a). Choisissons Jtel que a« > 3 > pa(a).
Soit ® : (z,pu) — . —pede A x Cdans Aet O : (z,pu) — e — px de A x C dans A.
Les applications ® et © sont continues dans A x C et puisque Inv(A) est un ouvert de A
ona® !(Inv(A)) et ©~!(Inv(A)) sont deux ouverts de A x C. (a,0) € ©~!(Inv(A))
donc il existe un voisinage V' de a dans A et un voisinage W de 0 dans C tels que
V x W C ©7!(Inv(A)). Puisque 1/A — 0 lorsqu |A\| — +oo, il existe p > 0 tel
que 1/X € W pour tout A\ € C vérifiant |A\| > p. On peut choisir p > [3; soit
D ={\e C/p> |\ > B} (notons qu'on peut avoir 3 < 0 si pa(a) = —0o0).
Puisque 8 > pa(a), (a,\) € &' (Inv(A)) pour tout A € D et donc il existe un
voisinage ouvert V, y de a dans A, un voisinage ouvert W, y de A dans C tels que
Var X Wy C ®~!(Inv(A)). Nous avons D C Uxep Wa,x et D est un compact
de C, donc il existe A; ,A2, ..., Ay dans D tels que D C |J,<;,<; Wa,»,- On pose
i=VvVn (ﬂ1<i<k Va,/\i)§ alors V) est un voisinage de a ans A. Nous allons montrer
que pour tout élément x de Vj ona 3 > p4(z). Soient z un élément de V; et A € C tel
que || > (. Deux cas se posent:

() si |A| > palors (z,1/A) € V x W C ©~!(Inv(A)) et par suite e — z est
inversible dans A.
(ii) si p > |A| > B alors il existe 1 < i < k tel que: (z,\) € V5, X Wg, C
©~!(Inv(A)) et par suite 7 — Ae est inversible dans A.

Ainsi si pa(a) < +oo et « > pa(a) il existe un voisinage V) de a dans A tel que
a > pa(z) pour tout x € Vi; pa est donc semi-continue supérieurement en a. [J

Proposition 2. Soit (A, 7) = |J_,(An, o) une algébre LF commutative unitaire. Si
pour tout n € N (A, 1) est une algébre Q-F alors (A, T) est une algébre Q-LF.

Preuve. D’apres le lemme 1, il suffit de montrer que la fonction z +— py(x) est
semi-continue supérieurement en 0. Soit A > 0; en utilisant toujours le lemme 1, pour
tout n € N, il existe un voisinage V,, de 0 dans (A, 7,) tel que A\ > pa, (x) pour
tout x € V,. L’enveloppe convexe équilibrée V' de | J,,cry Vi €st un voisinage de 0
dans (A, 7). Soitz € Vionaz =Y | a;y,, les a; étant des réels positifs vérifiant
P ;i < letx, € A, pourtout i = 1,...,p. On peut supposer n; < n, <
- < np; alors x,, € Anp pour tout7 = 1,...  petd’apres ([22], corollaire 5.7) on a
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pATLP (l‘) S Zf:] aipAnp (‘xnz)’ dOHC
p p
pa(x) < pa, (v) < ZamAni (7p,) < Z A< O
=1 =1

Remarques.

1) Onignore si toute algebre LF qui est une (J-algebre topologique est une algebre
Q-LF; si cette propriété est vraie, le théoreme de Gelfand-Mazur serait vrai
pour la classe des algebres LF.

2) Onignore si le résultat de la proposition 2 reste vrai dans le cas non commutatif.
Cependant nous avons le résultat suivant:

Proposition 3. Toute algebre LB est une algébre Q-LF.

Preuve. D’apres ([24], théoreme 4), on peut se ramener a (A,7) = J_,(A4n, || [In)
ou pour tout n € N D'application ¢, : (Ap, || |n) — (An+1,]| [|n+1) est de norme
< 1, donc si By, désigne la boule unité ouverte de (A, | ||»), on a B, C Bp4i. On
déduit que | J,, .y Br est convexe et donc c’est un voisinage de 0 dans (A,7), d’ou
(e = Unen Bn) = U, en(e — By) est un voisinage de e dans A et il est contenu dans
Inv(A) car (e — By,) est contenu dans Inv(A,,) pour toutn € N. [

1.2. Propriété de structure d’une algebre ()-LF. Une algebre Q-F(A, T) est en
particulier une algebre a inverse continu et donc elle a une théorie de Gelfand identique
a celle d’une algebre de Banach (chapitre 2.2 de [16]). D’apres la proposition 16 de [4]
une telle algebre est dans le cas commutatif la limite inductive localement convexe de
la réunion des algebres de Banach (Ap,pp) (B € B4).

Rappelons aussi que I’e.l.c. sous jacent a (A, 7) est bornologique et complet, par
suite d’apres le corollaire de la proposition 3.2.2 de [9] cet e.l.c. est limite inductive
localement convexe de la réunion des espaces de Banach (Ap,pp) (B € B4) (c’est-a-
dire qu’il est strictement bornologique au sens de la définition de [13] page 199).

Proposition4. Soit (A, 1) = J_ (A, Ti)icr une algébre commutative limite inductive
localement convexe d’une réunion de Q-algébres de Fréchet; alors (A, T) est aussi une
limite inductive localement convexe d’une réunion d’algebres de Banach, et elle est
dans tous les cas strictement bornologique.

Preuve. On sait d’apres la proposition 16 de [4], que pour tout ¢ € I, (4;, 1) =
U_:(AB,pB)Ben,,- S0it B = J;c; Ba,, il est clair que pour tout B € B (Ap,pp)
est une algebre de Banach; on définit dans 5 la relation < suivante par:

VBZ',BJ' €B B; < Bj <— B; C Bj

alors B est ordonné filtrant a droite par larelation <,etona (A, 7) = |J_,(AB,PB) Be®.
En effet, d’une part pour tout B € B, il existe ¢ € [ tel que B € B 4, etona

(Ap,pB) — (Ai,7) = | J(AB,pB)Bem,, — (A,7) = J(Ai To)icr

—t —t
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est continue, et d’autre part pour tout ¢ € / on a

(Ai,7i) = | J(AB,pB)Bem,, — | J(AB,PB)Ben

—t —t

est continue, d’ou la bicontinuité de I’application identique

(A,7) — | J(AB,pB) Bem.

—t

Pour la deuxieme partie de la proposition on a une méme preuve; il suffit de remarquer
que d’apres le corollaire de la proposition 3.2.2 de [9] on a pour tout i € I (A;,7;) =
U_:(AB,pB)BeB,, deconsidérer B = |, Ba,, etde définir dans 3 la méme relation
d’ordre < que ci-dessus. [

Remarques.

1) On ne sait pas si la bornologie de von Neumann d’une algebre Q-F ou Q-LF
commutative est multiplicativement convexe; mais d’apres la proposition 4 de
telles algebres peuvent toujours étre munies de structures d’a.b.m.c. completes
et par suite elles ont une théorie de Gelfand identique a celle des algebres de
Banach; en particulier ces algebres ont des spectres globaux non vides et ces
sous-classes d’algebres LF g vérifient le théoreme de Gelfand-Mazur.

2) Nous allons voir dans la suite que dans le cas d’une algebre )-LF commuta-
tive semi-simple la structure d’algebre limite inductive localement convexe de
réunion d’algebres de Banach de la proposition 4 est minimale.

2. Continuité automatique dans les algebres Q-LF.

Lemme 5. Soit A — f(\) une fonction analytique d’un domaine D de C dans une
algébre Q-F (A, (pi)ien), alors X — pa(f(N)) est sous-harmonique dans D.

Preuve. D’apres le lemme 1, la fonction = — p4(x) est semi-continue supérieurement
dans A. 1l reste donc a montrer que A — pa(f(A)) vérifie I'inégalité de la moyenne.
D’apreés les préliminaires, (A, (p;)icn) est la limite projective des algébres de Banach

~

((A;,D;))ien et pour tout x € Aona:

pa(e) =sup lim_[pi[mi(x)]"]""

iEN n—+oo

; étant la projection canonique de A sur Ez
Soiti € N, 7; 0 f est une fonction analytique de D dans 1’algebre de Banach (A;, p;),
on a donc :

N i [mlf ] = tim (B (FO))]"]"

n

est sous-harmonique dans D d’apres ([5], théoreme 1, p. 9), on déduit que pour tout
i € N, I'application A\ — p;[m;[f(\)]] vérifie I’inégalité de la moyenne. D’ou le
résultat puisqu’une enveloppe supérieure de fonctions positives vérifiant I’inégalité de
la moyenne vérifie aussi I’inégalité de la moyenne. [
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Lemme 6. Soient (A, ) une algébre limite inductive localement convexe d’une réunion
de Q-algebres de Fréchet et x,y deux éléments de A. Alors la fonction \ — ps(Ax+y)
est sous-harmonique dans C.

Preuve. Soit (A;);cr une famille de définition de (A, 7); il existe alors i, € I tel que
xz,y € A;, eton a pa(Ar +y) = inf;>;, pa,(Az + y). D’apres le lemme 5, A —
pA, (Az+y) est sous-harmonique dans C pour tout i > 4,. Ainsi (A — pa, (A +Y))i>i,
est une famille filtrante décroissante de fonctions sous-harmoniques dans C, et d’apres
le théoreme 4.4.11 de [7] la fonction X\ — pa(Ax +y) = infi>; pa,( Az + y) est
sous-harmonique dans C. [

Théoreme 7. Soient (A, T) une algébre limite inductive localement convexe d’une
réunion de Q-algébres de Fréchet qui est une Q-algébre topologique, (A’,7") une
algébre Q-LF semi-simple. Si o est un morphisme d’algébres de A sur A’ alors o est
continu.

Preuve. D’apres la proposition 4, (A, 7) est un e.l.c. strictement bornologique. Puisque
(A’, ") est une Q-algebre topologique, tout idéal a gauche maximal de A’ est fermé,
par suite Rad(A’) est fermé dans A’; A’ étant semi-simple on a Rad(A’) = {0}, par
suite (A’, 7") est un espace topologique séparé. 1l suffit alors d’apres le théoréme 4.2
de [13] de montrer que le graphe de ¢ est séquentiellement fermé dans A x A’. Soit
(z;)ien une suite convergente vers 0 dans (A, 7) telle que (¢(x;));cn converge vers un
élément p(a) de (A’,7'). D’apres le lemme 1, le lemme 6 et la preuve du théoreme 1
de [6], on obtient p4(¢(a)) = 0. Soit

I = {ila) € 413 @ien — 0. (p(0) 0 — ()

I est un idéal bilatere de A’ et d’apres ce qu’on vient de voir I C N(A’). On déduit
que I C Q. (A’) et d’apres le théoreme 2.3.2 de [25] I C Rad(A’); par suite I = {0}
etdonc p(a) =0. O

Corollaire 8. Sur une algebre A semi-simple il existe au plus une structure d’algébre
Q-LF. En particulier sur A il existe au plus une structure d’algébre LB.

Preuve. Soit A une algebre semi-simple et supposons que sur A on a deux topologies
7 et 7/ d’algebres Q-LF. 1l suffit d’appliquer le théoréme 7 a 1’application identique
de (A,7)sur (A, 7). O

Corollaire 9. Soit A une algébre commutative semi-simple. Si T est une topologie
d’algebre Q-LF sur A non équivalente a une topologie d’algebre de Fréchet, alors on
ne peut définir aucune topologie d’algebre de Fréchet sur A.

Preuve. Puisque (A, 7) est une (Q-algebre topologique on a p(x) < 4o pour tout
x € A. Supposons qu’on peut définir une topologie 7’ d’algébre de Fréchet sur A;
d’apres ([22], théoreme 13.6.) on aura (A, 7’) une Q-algébre topologique et d’apres le
théoréme 7 on aura T équivalente a 7’ ce qui n’est pas vérifié par notre hypothése. [

Corollaire 10. Soient (A, B) = |J_,(An, | lIn), (A, B") = U_,(A4L, |l |I,,) deux
a.b.m.c. complétes a bases dénombrables de bornés avec A’ semi-simple. Si © est un
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morphisme d’algébres de A sur A’ alors  est borné. Par conséquent sur une algébre
semi-simple il existe au plus une structure d’a.b.m.c. compléte a base dénombrable de
bornés.

Preuve. Soient T( 4 gy et T( o gy les e.l.c. des disques bornivores respectivement as-
sociés a (A, B) et (A, B') [17]. T( 4,5y et T{ 4 ) sont des a.l.c. avec

Tiap) = U(An, [ [ln) et Tiapy= U(A;w 1117

—t —t

et ce sont des (J-algebres topologiques d’apres la proposition 3.

Soit B un borné de (A, B), il existe un disque borné complétant D de (A, B) tel que
B C D. Puisque id : (A,B) — T4 ) estbornée et ¢ : Ti4 gy — T(as gy est bornée
car elle est continue d’apres le théoreme 7, B’ = (D) est un disque borné complétant
de T s gy T ar,pry est un espace topologique séparé car A’ est semi-simple. D’apres
19.5.5de[20]il existen € Ntelque B’ C (A, ] ||,) et By estborné d’ou p(D) = B’
est borné dans (A’,B). O

Corollaire 11. (Structure minimale d’algébre limite inductive localement convexe
d’algebres de Banach d’une algebre Q-LF commutative) Soit (A, 7") = J_,(A},,7},)
une algeébre Q-LF commutative semi-simple. Alors la structure sur A d’algébre limite
inductive localement convexe d’algebres de Banach de la proposition 4 est minimale.

Preuve. Soit (A, 7) = J_ (A, || [|i)icr une autre structure d’algebre limite inductive
localement convexe d’algebres de Banach sur A. D’apres le théoréme 7 on a id4 :
(A,7) — (A, 7') est continue et donc 7’ moins fine que 7. [J

Remarques.

1) Le théoréme 7 et son corollaire 10 généralisent ainsi le théoréme d’unicité de
structure des algebres de Banach semi-simples de [19], le théoreme d’unicité
de structure d’algebres (Q-F semi-simples de ([6], remarque 3) et le théoréeme
d’unicité de structure d’a.b.m.c. commutatives complétes semi-simples a bases
dénombrables de bornés de [18].

2) Dans [10], on démontre un théoréme d’unicité de structure d’algebres de Fréchet
commutatives semi-simples. Nous ne savons pas encore si ce théoreme d’unicité
se généralise aux algebres LF commutatives semi-simples.

3. Liens avec deux résultats récents sur la continuité automatique.

3.1. Lien avec le résultat de [13]. Fragoulopoulou montre dans [13] un résultat ana-
logue de continuité automatique qui est basé sur la démonstration du théoréme principal
de [23]; la démonstration de ce résultat utilise effectivement que les algebres con-
sidérées sont multiplicativement convexes. Nous donnons dans ce qui suit une famille
d’exemples d’algebres QQ-LF topologiques semi-simples mais qui ne sont pas des a.l.m.
convexes. Ces algebres ne sont pas des algebres LFQ au sens de la définition 9.1 de
[21], et par suite n’entrent pas dans le cadre du résultat de [13].

Exemple d’une algebre (Q-LF semi-simple qui n’est pas une a.l.m.c. Soit (A, 7 )une
a.l.c. de Fréchet unitaire non isomorphe a une algebre de Banach. Soit (R, A) I’algebre
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des fonctions continues sur R, a valeurs dans A, a support compact, munie de la topolo-
gie 7, limite inductive stricte définie par les a.l.c. de Fréchet (IC([—1, i], A))i>1 des fonc-
tions de IC(IR, A) a support dans [—¢, ¢]. On munit (R, A) x A (resp. K([—1, 7], A) x A)
de la topologie produit 7y (resp. 71 ;) et de la multiplication suivante:

(Y1,a1) (2, a2) = (Y192 + a1y + P1az, a1az).

On a (K(R,A),7), (K(R,A) x A, ) et (K([—i,3],A) x A,71;) (¢ > 1) sont des
a.l.c. completes; les deux dernieres algebres sont unitaires d’unité (0, ).

Proposition 12. La multiplication (1, a1)(12,a2) — (V112 + a1vs + 1az,a1az)
n’est pas continue dans (IKC(R, A) x A, 7).

Preuve. D’aprés la proposition 2 de [27], la multiplication dans (KC(R, A),7,) est
continue. Il suffit donc de montrer que 1’application (¢, a;) (¥, az) — Y1az + a1
n’est pas continue ou encore que I’application (¢, a) — a de (K(R, A),7,) x (A, T)
dans (IC(R, A), 7o) n’est pas continue.

Soit (py)n>1 une suite de semi-normes définissant 7. On peut supposer py,(e) = 1
pour tout n > 1, (pn)n>1 est une suite croissante et pour tout n > 1 il n’existe aucun
réel k > Otel que pp41 < kpp. Soit V' = conv(lJ,~, Vi) le voisinage de 0 dans (IR, A)
ou pour tout ¢ > 1 on a: B

Vi = {w € K([~i,4,A) | sup p; (v(x)) < 21}

z€[—1,7]

Nous allons montrer que siU = {a € A | ps(a) < € } estun voisinage quelconque de 0
dans Aet W = conv(|J;~, W;) estun voisinage quelconque de 0 dans (K(RR, A), 7. ) ol
W; = {v € K([—i,i], A) , SUP,e(_; ) Pj;((2)) < € } est un voisinage quelconque
de 0 dans K ([—4,4], A) (on peut prendre j; > i pour tout i > 1, (j;);>1 strictement
croissante et (¢;);>1 strictement décroissante), alors UW n’est pas contenu dans V.
Soita € Atel que ps(a) < €/2etpsyi(a)essi/2 > 3.0naa € U. Soit ¢ la fonction
paire a valeurs dans A définie sur R par ¢(x) = 0siz > s+ 1, ¥(z) = €511€/2 si
x €[0,(s+1)—1/4 etp(x) = 2e51[(s+1) —zlesiz € [(s+ 1) —1/4, s+1].
Onav € K([—(s+1),(s+1)],A) et pour tout z € R, p;,,, (¥(2)) < €s1pj,,, (€)/2

donc ¢ € Wiy et par suite 1 € W. Supposons ayp € V, il existe alors 4, ... ,7, € N
et Ar,..., Ap €]0,1] tels que iy < -+ <ip, 35 Nj = letay = 370, Nju;; avec
vi; € Vi, pour j € {1,...,p}. Soit zy €]s, s+ 1/2[; puisque v;,(w9) = 0 pour tout

ij < s;onaah(zo) = 3, - Ajvi; (o). Ona d’une part:

€s+1

Ps+1 (a@Z)(xo)) = ps+l(a76) >3

et d’autre part:

Pset | > (Ajvi; (20)) | <D Ajpast (vi, (20))

15>8 1j>8
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d’ou la contradiction. [
Proposition 13. L’algebre (IC(R, A) x A, 7'1) est isomorphe algébriquement et topo-
logiquement a I'algébre | J_,, (K([—i,1], A) x A, 71;).

Preuve. L’égalité algébrique est évidente. Pour tout ¢ > 1 I’injection canonique
¢i @ (K([—i,4],4) x A, 1) — (KR, A) x A, )
est continue car I’injection canonique
K([=i ], 4) — (KR, 4),70)
est continue. On déduit que I’application identique

o | (K([=i,i], ) x A,m1i) — (KR, A) x A7)

est continue.

(IC (R, A) x A, 7'1) est un espace localement convexe séparé€, bornologique et com-
plet car c’est un produit de deux espaces vérifiant ces propriétés. On déduit ([20],2,
§18), que (IC(R, A) x A, 7'1) est la limite inductive localement convexe de la famille des
espaces de Banach (Ep, pp) ou B parcourt I’ensemble de ses disques bornés fermés.
D’apres ([13], théoreme 2, p.200) I’application identique ¢ est ouverte et donc c’est un
isomorphisme.

Notons que dans |J_,, (K([—4,4], A) x A, 71;) lalimite inductive est stricte car elle
’est aussi dans | J_,,(K[—4,i],4). O
Proposition 14. Si (A, 7T) est une algébre Q-F qui n’est pas une algébre de Banach,
alors pour touti > 1 (K([—i,1], A) x A, 71 ;) est une algebre Q-F et (K(R, A) x A, 1)
est une algeébre Q-LF complete qui n’est pas une a.l.m.convexe.

Preuve. Soit 7, la topologie définie sur (R, A) x A par les semi-normes (Qy)n>1
telles que:

Qn(¥,a) = sup(puy(x)) + pn(a)

z€R
(A, T) est une Q-algebre topologique, donc

In>13e>0{acA|lpla—e)<e} C Inv(A).
Soit

V = {4 KR A) | sup((e)) < 5} x {a€Alpala—e)<3}.
z€eR

OnaV estun voisinage de (0, ) dans (K(R, A) x A, ) et puisque 7 est moins fine que

71, V estaussi un voisinage de (0, €) dans (K(R, A)x A, 1) etV C Inv (K(R, A) x A).

Demémeona VN (K([—i,i], A) x A) estun voisinage de (0, ¢) dans K([—i, i], A) x A

etV C Inv(KC([—1i,4],A) x A). O
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Proposition 15. Soit M un idéal a gauche maximal de A, alors pour tout x¢o € R
Mg, ={(¥,a) € KR, A) x A| ¢(x0) +a € M} estunidéal a gauche maximal de
K(R,A) x A.
Preuve. 1l est facile de voir que M, est un idéal a gauche de IC(R, A) x A.
Soit (1, a1) & My, ¢’est-a-dire 11 (xo) + a1 ¢ M. Puisque M est maximal dans
Aona:
dmeM; I, € A; m+b (1/)1(330) +a1) =e.

Alors:
A(,a) € My,; 3(0,a2) € K(R, A) x A; (¢,a) +(0,a2)(¢1,a1) = (0,€).

11 suffit de prendre v = —bytb1, a = m + ba(¥1(x0)) et ap = bp. On déduit alors que
M, est maximal dans (R, A) x A. O

Remarque. On démontre de méme que,
Mz, = { (¥, a) € K([=i,4], A) x A | ¥(xo) +a € M}

est un idéal a gauche maximal de IC([—i, 7], A) x A.

Corollaire 16. Si A est semi-simple alors (R, A) x A (resp. K([—i,i],A) x A,
(i > 1)) est semi-simple.

Preuve. D’apres la proposition précédente on a,

Rad (K(R,A)x A)c (] {(.a) eKR,A) x A|p(z)+a € M}
ToER,MeM

ou M désigne I’ensemble des idéaux a gauche maximaux de A. Puisque A est semi-
simple on déduit de I’inclusion précédente que,

Rad (K(R, A) x A) € (] {(¢h,a) € K(R,A) x A|¢(w9) +a=0}
zoER

On obtient @ = 0 et par suite » = 0. [

Récapitulation. Si (A,7) est une algebre )-F semi-simple non isomorphe a une
algebre de Banach alors, (IC(R, A) x A, 1) estune algebre QQ-LF semi-simple compleéte
qui n’est pas une a.l.m.c.; puisque 71 n’est pas métrisable car on a une limite inductive
stricte d’espaces de Fréchet, il n’existe aucune topologie d’algébre Q-F sur (R, A) x
A; d’apres ([20], 4, p.402) il n’existe sur IC(R, A) x A aucune topologie d’algebre
limite inductive d’une suite d’algebres de Banach.

Comme exemple d’algebres (A, 7), on peut considérer ’algebre C°([0, 1], F) des
fonctions qui sont indéfiniment dérivables sur [0, 1] a valeurs dans une algebre de
Banach unitaire semi-simple non nécessairement commutative (E, || ||), qu’on munit
de la famille des semi-normes (¢, )nen définies par:

vfeC* (0.1,EB) e, m(n= s (I790).
<n,tel0,



126 Continuité automatique dans les limites inductives de Q-algébres de Fréchet

Si A est en outre commutative; d’apres la proposition 9 il n’existe aucune topologie
d’algebre F sur (R, A) x A; d’apres ([29], C.7.5.) I'application (1, a) +— (¢,a)~!
définie dans le groupe Inv(IC(R, A) x A) n’est pas continue.

Remarques.

1) L’exemple précédent montre qu’une algebre localement convexe limite induc-
tive localement convexe d’une suite d’algebres localement convexes a multipli-
cations globalement continues n’est pas nécessairement a multiplication globa-
lement continue; ce qui contredit le résultat de ([21], Chapter 4, Lemma 2-2)
dont la preuve est erronée.

2) Cet exemple a permis ([3]) de répondre négativement a la question () de la
page 349 de [4].

3.2. Lien avec le résultat de [15]. Utilisant la théorie de la représentation, Guan dans
[14] étend le lemme de Schur (thépréeme 3.9 de [8]) aux algebres localement convexes
métrisables completes ayant tous leurs idéaux maximaux fermés. Il en déduit [15] un
théoreme d’unicité de structure pour de telles algebres. Dans [30], 1’auteur montre
que si (A, 7) est une a.l.m.c. commutative compléte et tonnelée, alors une condition
nécessaire et suffisante pour qu’elle ait tous ses idéaux maximaux fermés est qu’elle
soit une ()-algebre topologique. Nous montrons dans ce qui suit que cette condition
est aussi nécessaire et suffisante dans le cas d’une algebre topologique commutative
métrisable et complete; ceci permet de déduire que dans le cas ou une telle algebre est
localement convexe, elle se réduit a une algebre ()-F d’apres la proposition 8.3 de [26].
Le résultat de [15] reste tout de méme d’intérét car on ne sait pas si la propriété qui suit
est encore vraie dans le cas non commutatif.

Proposition 17. Soit (A, T) une algebre topologique métrisable compleéte. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) (A, 7) est une Q-algébre topologique.

(ii) Tout idéal maximal de A est fermé dans (A, T).

Preuve. (i) = (ii): Soit I un idéal de A; on a I NInv(A) = (), et puisque Inv(A) est
ouvert dans (A, 7) on a aussi I NInv(A) = 0 et donc [ est aussi un idéal de A. Si I est
en plus maximal, on obtient I = I, donc I est fermé dans (A, 7).

(ii) = (i): Soit | - | une pseudo-norme définissant la topologie 7 de A et d la distance
sur A associée a | - |. Ona pour tout z,y € A, d(z,y) = |x —y| et (A, d) est un espace
métrisable complet uniformément isomorphe a (A, 7).

On suppose que (A, 7) n’est pas une Q-algébre topologique, alors Inv(A) n’est pas
un voisinage de e, donc

1
Vn > 1 Ju,, € A\ Inv(A) d(up,€e) < —.
n
On obtient une suite (uy,)y>1 d’éléments non inversibles de A qui converge vers e.
On va extraire de cette suite une suite (uy, ),>1 telle que d(e, u,,) < let:

Vp>1 d(e,up,) < 2~ (=1
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VISE<Sp—1 d(un, - Un, ,Un, - Un,) < 2~ (1)

Nous allons faire une construction par récurrence :
Uy, existe car (up)p>1 converge vers e.
Construction de uy,: I’application a — u,,a de A dans A est continue en e, donc

Jo<n<27t dle,a) <n = d(un,, una) <27! (%)
et 3ny > ny d(e, up,) < ncar (uy,),>1 converge vers e; d’apres () on obtient
dle,un,) <n <27 et dun,,unun,) <27

Supposons up,, Un,, - . . , Un,_, COnstruits.
Construction de uy,,: ’application

a — (Up, Up, - - Uy, Gy UpyUpy Uy Gy unpfla)

de A dans AP~ est continue en e, donc

p—1
30 < n < 27(])71) d(ea a) <n=— Z d(unk o Unp_yy Uny e unp) (**)
k=1

et In, > ny_1d(e, uy,) < ncar (uy),>1 converge vers e; d’apreés (+) on obtient
d(e, un,) < == ot VI<E< p—1 d(Un, - Uny s Uny - Un,) < 2—(=1)

Pour tout £ > 1 fixé, la suite (unkunk+1 e Unp)pzk est une suite de Cauchy; en effet,
sig>p>kona

q—1

§ § —1
d(unk PPN unp’ unk N unq) S d(unk . e uni’ unk PPN uni“) S 2 .

i=p ]

donc cette suite converge dans (A, 7) vers un élément qu’on va noter e;. On obtient
ainsi une suite (e ),>1 qui vérifie Vk > 1 e, = up, €p41; eton a:

d(eg,e) < d(e,up,)+ Z d(Uny, - - Uny, Uny, + - - Uny,,)
p=k

o
<2 WUy "o
p=k

< (k-2

Donc la suite (ej)x>1 converge vers e.

Pour k > 1 on considere I’idéal Ae;, qui est un idéal propre de A car u,,, n’est pas
inversible dans A. Puisque Vk > 1 e, = up, €x+1, la suite des idéaux (Aey)i>; est
croissante. Alors | J,~, Aey, est un idéal propre de A dense dans A car la suite (ej)x>1
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converge vers e. D’ou I’existence d’idéaux maximaux denses dans (A, 7), il suffit de
prendre un idéal maximal contenant | J, -, Aey. [

Remarques.

1) Nous ignorons si le résultat de la proposition précédente reste vrai dans le cas
non commutatif.

2) Siune algebre (A, 7) vérifie les hypothéses de la proposition précédente et est en
plus localement convexe, on déduit de cette proposition et de la proposition 8.3
de [26] que (A, 7) est une algebre Q-F.

Remerciements. Nous remercions J. Esterle d’avoir attiré notre attention sur le lemme 1.

English extended abstract. Let A and A’ be two complex algebras, A’ being semi-
simple. In [19], Johnson shows, using the algebra representation theory, that if || ||; and
|| |2 are two Banach norms on A and A’ respectively and if ¢ is an algebra morphism
of (A, || ||1) onto (A, || ||2) then ¢ is continuous.

Using a technique on subharmonic functions, Aupetit gives another proof of this
theorem in [6]. Using the same technique and applying a result of [11] which we
establish here in another way (Lemma 1) and a closed graph theorem of [13], we show
that if (A, 1) is a locally convex inductive limit of Fréchet -algebras and if (A’, 1) is
a locally convex inductive limit of a sequence of Fréchet ()-algebras (Q)-LF algebra)
then every algebra morphism ¢ from (A, 71) onto (A’, 7») is continuous (Theorem 7).

We deduce the uniqueness of topology for ()-LF algebras (Corollary 8); and then
generalize the results shown in [19], ([6], remark 3), [18], concerning the uniqueness of
topology for Banach algebras, for Fréchet (Q-algebras, for commutative multiplicatively
convex bornological algebras with countable bases of bornology and for locally convex
inductive limit of sequence of Banach algebras.

Recall that the uniqueness of topology for Fréchet commutative algebras was proved
in [10]. This result which remains unknown for £LF commutative algebras namely the
commutative algebras locally convex inductive limit of Fréchet algebras.

Two analogous results in automatic continuity have recently been published. The
first one [12] is based on the principal theorem of [23]; the proof of this result uses
effectively the locally multiplicative convexity of the algebra. In this paper (Section
3.1), we give examples of Q)-LF algebras which are not LFQ algebras in the sense of
([21], p. 301), and so the result of [12] does not apply.

The second result [15] which generalizes Johnson’s Theorem to locally convex
complete metrizable algebras with closed maximal ideals, uses the Schur Lemma which
has been shown for these algebras in [14].

We show in this article (Proposition 17) that in the commutative case, locally convex
complete metrizable algebras are actually Fréchet (Q-algebras, so in this case we can
deduce the result of [15] from [6] or from the present result.

We also discuss in our paper some properties of Q)-LF algebras. In particular we
show that a commutative algebra which is a locally convex inductive limit of Fréchet
Q-algebras is a QQ-LF algebra (Proposition 2), and that the commutativity is not
necessary for having this property if the factors of the inductive limit are Banach
algebras (Proposition 3).



M. Akkar et C. Nacir 129

Finally we show that such algebras are actually locally convex inductive limits of

Banach algebras (Proposition 4), this last structure being minimal in the case when the
algebra is semi-simple (Corollary 11).
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