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POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES AVEC POINTS CRITIQUES
DE MULTIPLICITES RESPECTIVES PREDETERMINEES

MicHEL ARSENAULT

RESUME. Soient 7 un vecteur dont les composantes v, ..., v, sont des entiers
naturels tels que ZZ:] vy, soit pair, disons 2N, et yo, y1, . - - , Y, des nombres réels
satisfaisant certaines conditions naturelles. Alors, il existe un et un seul polynéme
trigonométrique ¢ d’ordre N avec t(0) = yo et un systtme de nombres 0 < ¢ <
s < pp < 2w tels que () — yr posséde un zéro de multiplicité v, + 1 en
0 = ¢, k= 1,...,n. En fait, ce résultat est obtenu ici comme corollaire d’un
théoréeme plus général.

ABSTRACT. Given a vector / whose components v, ..., , are positive integers
such that ZZ: | Vi 1s even, say 2N, and real numbers yo, ¥1, . . . , Yn satisfying some
natural conditions, there exist a unique trigonometric polynomial ¢ of order N with
t(0) = yo and numbers 0 < | < -+ < ¢, < 27 such that ¢(0) — y; has a zero of
multiplicity v + 1 at @ = ¢, kK = 1,...,n. In fact, this result is obtained here as
a corollary of a more general theorem.

1. Introduction. Le théoréme suivant a été démontré par C. Davis [3].

Théoreme A. Soient yo, . . . ,y, des nombres réels satisfaisant

(=) (g — 1) <0, k=1,... n.

Alors, il existe un et un seul polynéme p de degré n de méme qu’un systeme associé de
points —1 =:xg <] < - <Tp_1 <xy:=1 tels que

p(xk):ykv k:()vlv"'anv
p'(zx) =0, k=1,...,n—1.

L’analogue de ce théoréme pour les polyndmes trigonométriques a été prouvé par
C. H. Fitzgerald et L. L. Schumaker [4]. Voici leur résultat :
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Théoreme B. Soient vy, . .. , 42, des nombres réels satisfaisant aux conditions

(—1)’g (Y — yr—1) <O, k=1,...,2n, et Yo < Yo.

Alors, il existe un et un seul polynome trigonométrique t d’ordre n de méme qu’un
systeme associé de points 0 =: pg < @1 < -+ < o, < 27 tels que

t(Pr) = Yk, k=0,1,...,2n,
t'(pr) =0, k=1,...,2n.

Une généralisation importante du Théoréme A a été découverte par B. D. Bojanov
qui a démontré le résultat suivant :

Théoréeme C [2, Cor. 1]. Etant donnés N € N et 7 un vecteur dont les composantes
Vi, ...,V Sont des entiers naturels satisfaisant N =Y ;| Vg, posons op.i := 0 et
o) = Z;‘:k vi, k=1,...,n. Soient yo, ... ,Yns+1 des nombres réels satisfaisant

(—=1)%* (yr — yr—1) >0, k=1,....n+1.

Alors, pour tout intervalle [a, b] donné, il existe un et un seul polynéme p de degré N + 1
de méme qu’un systeme associé de points a =: xg < x1 < -+ < T, < Tpy1 = b tels
que

p(Tk) = Yk, kE=0,1,....,n+1,
pU)(z) =0, j=1,...,v, k=1,...,n

R. B. Barrar et H. L. Loeb [1] ont généralisé le résultat précédent en considérant des
systemes de Tschebyscheff non-périodiques.

On démontrera ici, pour les polyndmes trigonométriques, 1’analogue suivant du
Théoreme C :

Théoreme 1. Etantdonnés N € N et i un vecteur dont les composantes vy , . . ., Uy, Sont
des entiers naturels satisfaisant 2N = ZZ:] Vg, ondéfinit 041 ;= Qetoy, := Z?:k vj,
k=1,... ,n. Soient yy, ... ,yn des nombres réels satisfaisant aux conditions

(—=1)%* (yr — yr—1) > 0, k=1,...,n, et Yn < Yo-

Alors, il existe un et un seul polynome trigonométrique t d’ordre N de méme qu’un
systeme associé de points 0 =: pg < 1 < -+ < @ < 27 tels que

t(gok):yk’ k:O,],...,ﬂ,
t(J)(SOk):O7 jzl,...,ljk, k:l,...,n.
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On obtiendra le Théoreme 1 comme corollaire du résultat suivant :

Théoreme 2. Soient X € (0,27, p1,...,pum € N, e1,...,ems1 des nombres réels
strictement positifs et p une fonction positive continue, 2m-périodique, n’étant iden-
tiquement nulle sur aucun sous-intervalle de [0, X|. Alors, il existe 0y, ..., 0, avec
0<0; < <l <X et A>O0satisfaisant

O m 0 —0.\"
/ Ap(0) H (sin 5 J) do = (=1)"mke,, k=1,... ,m+1,
0

k—1 j=1

o 0y := 0, Ops1 == X, Trpma1 := 0 et T 1= Z;n:k pj, k = 1,...,m. De plus, de
tels nombres A, 01, ..., 0, sont uniques.

Montrons pour I’instant que le Théoreme 2 est suffisant pour obtenir le Théoreme 1.
En effet, si ’on applique le Théoréme 2 avec les parametres

p@)=1, X :=2m, m:=n,
ek::|yk—yk_]|, k‘:l,...,n,

€n+l = Yo — Yn,
pp i =vg, k=1,...,n,

i0) = A <Sin9—2¢j>ﬂj |
=1

ey

on obtient

J
avec 0 =: Yoy < Y1 < Yy < -+ < Yy < Wpy1 := 27, satisfaisant

Ye
/ t(0)do = (—1)™* ey
k—1

= (=D lyk — Y|
. Yk — Yk—1, kzl,...,’l’l
B Yo — Yn, k=n+1

Puisque > ;. pk = Y p_; Yk = 2N, utilisant 'identité
1
sin Asin B = E{cos(A — B) —cos(A+B)},

on montre aisément que 7 est un polyndme trigonométrique d’ordre N. Ce polynome
trigonométrique est de terme constant nul, car

o n+l ¥y,
/ t(0)do =" / 7(0) do
0 k=1"Vk-1
= (Y —yr—1) + (Yo — yn)
k=1
0.
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La fonction
Hz) = yo + / £(60) do
0

est donc un polynéme trigonométrique d’ordre N . De plus, des relations

t(0) = yo,
Ve
o) =tlon) + [ HOYB, k=1m,
k—1
et du fait que ¢'(x) = #(x) posséde un zéro de multiplicité v en g, k = 1,...,n, il
suit qu’il suffit de poser ¥ := ¥y, k = 1,...,n, pour constater que ¢ tel que défini

ci-haut vérifie la conclusion du Théoreme 1.
L’unicité découle du fait que 1’équation

u(x) =yo + /Off u'(0) df

entraine que la dérivée de tout polyndme trigonométrique vérifiant la conclusion du
Théoreme 1, vérifie le Théoreme 2 avec les valeurs (1) des parametres.

2. Lemmes. Posons
Frp(A0y,...,00:;X,p) =

Ok m — 0.\ M
Ap(0) I] (sine 5 J) do, k=1,....,m+1,

9k—1 ]:1

ou X, 6o, 041, 11 et p sont tels que dans I’énoncé du Théoreme 2. On a :

Lemme 1. Le jacobien

O(F1,..., Fruut)

J(A,H],...,em;va) = 8(14 91 6 )

est non-nul pourvu que A #0et0 < 0 < -+ < 0, < X.

En effet, le jacobien J(A, 0y, ...,0,,; X, p) estégal a

0, 61 01

/o wo(O)w(0)p(0) do ; Aw (0)w(0)p(0)do ... ; Awp, ()w(0)p(0) do
6, 6, (3

/0 wo(B)w(0)p(0) do ; Aw (0)w(0)p(0)do ... i Awn, ()w(0)p(0) do
X ' X E X '

/9 wo()w(0)p(0) db i Awi(0)w(0)p(0)do ... i Awp, (0)w(0)p(0) do
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ou
m —1
0—0,\"
w(f) = (sin ]> ,
j=1
m
0—0
wo(0) = H sin > L
7=1
0— i 0—0
wk(ﬁ)——%cs kl_Ilsin 2J, k#0
]:
J#k
Si on avait J(A,60y,...,0m,; X,p) = 0, les colonnes du déterminant ci-haut seraient
linéairement dépendantes. Il existerait donc des nombres réels by, . . . , b, non tous nuls

de fagon a ce que Q(0) := bowo(0) + - - - + by, Wiy (0) satisfasse
O
QO)w@O)p(@)dd =0, k=1,...,m+]1.
Ok 1
La fonction p(0) w(f) ayant signe constant dans (6x_1, 0y), on en déduit alors 1’exis-
tence de nombres &, € (0x—1,0;) avec Q(&x) =0, k=1,... ,m+ 1.
Considérons maintenant la classe V,,, des fonctions u de la forme

w(@) =a_me T 4a_m_pe” GV Ly gmed?
2 (7-1 2 ’

2 _ m

ou 7 —letay € Csatisfont ay = a_y, A\ = -5, —(F —1),..., 3. On remarque
aisément que V;,, est un espace vectoriel de dimension m + 1 sur R. Montrons que
cet espace vectoriel est engendré par {wy(6)}}",. D’abord, il est facile de voir que

wi € Vin, k=0,...,m.Ensuite, si u € V,, est donnée, considérons
m
u(6;)
s(0) :=u(f) — I (6).
= w;(0;)
C’est un élément de V,,, qui possede 6, . .. , 8, comme zéros. Maintenant,
3(9m+] )
r(0) = s(0) — ———wp(0),
(0) = 5(0) = 2 0)
ol Opp41 € (0,X) est distinct de 6y, ... ,0,,, est un élément de V,,, qui possede les
m + 1 zéros distincts 0y, . . . , 041 dans [0, X)) C [0, 27). Or, une fonction u € V;,, qui

n’est pas identiquement nulle, posséde au plus m zéros, car
e2u(h) = P(e?),

ol P est un polyndéme de degré au plus m. Donc, r(6) = 0, d’ou
m
u(8) = agwo(8) + > ajw;(6),
j=1

otar € R, k=0,...,m.Onen tire que V;;, = [wo, ... ,ws] et, par conséquent, que
by = - -+ = by, = 0, une contradiction, ce qui démontre le Lemme 1.
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Le lemme suivant impliquant des dérivées implicites simplifiera certains calculs :
Lemme 2. Soient y;(z), ... ,yq(x) des fonctions définies implicitement par le systéme

Fl(yh'" )qu/x) = (1

Fy(yi,... yq.x) = cq,
o(Fi,... ., Fy)

oucj € Ret I €C'R™), j=1,....qet o(y1,---,Yq)

Soit G : R - R € CY(R*), alors
d
G'(x) = %G(yl(x), ooy Yg(T), )

O, By, G) OB, )

B 8(y17 ayqvx> . a(ylv 7yq) .
En effet, en vertu du «Théoréme des fonctions implicites» (voir, par exemple, [5],

£ 0.

Chap.17,Th.17.3.1),onaquey, . .. , y, sontdes fonctions continiiment différentiables
de z. De plus, leur dérivée est donnée par

Oyr,  detJy _q

Dr  detJ’ I
ou J est la matrice jacobienne de F, ... , I, par rapport aux variables yp,... ,y, et

Jk» la matrice obtenue de J en remplacant sa k-iéme colonne par les dérivées des F;
par rapport a x.
Effectuant une dérivée en chaine, on obtient

q
oG oG
LGl (x) = — —detJy +J - —.
J-G (.CU) ; 8yk et Jy + O
Or, il se trouve que, si on développe le déterminant
oy 0Oy, Ox
A=|or,  oR, 0F,
dyi  Oyy Oz
oG G oG
dyi Oy, Oz
selon sa derniere rangée, on obtient
q
oG oG
A = -1 q+1+k M— 4] - —

ou My, est le déterminant d’une matrice obtenue de J; par ¢ — k transpositions de
colonnes, d’out M), = (—1)77% detJ;. On a donc J - G'(z) = A, ce qu’il fallait
démontrer.
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3. Démonstration du Théoréme 2. On procédera par induction sur m. Commengons
par le cas m = 1. Pour X et p comme précédemment et i € N, considérons

/Oi <sin b ; 5)%(9) do |
/g (sin b- 5>“p(0) de

Il est clair que f est continue sur (0, X). De plus,

f) =

limf()=0 et lim|f(¢) = oo

Il existe donc 0; € (0,X) pour lequel |f(6)] = e;/ex . Il suffit ensuite de choisir
A > 0 de fagon a ce que

0, _ I
A/ (sin0 291> p(0)do = (—1)"ey,
0

pour avoir automatiquement aussi

X _ Iz
A (sin o 91) p(0)dh = e;.
0, 2

Egalement,

[ (0”5 a0y e
:/gX <sin9;§>up(9)d9 : jg /OE (sin9;£>up(9)d9
_/05 (sm9;€>”p(9)d9 . jg /gX <sin9;£>#p(9)d9

OF, OF

1|04 06,

- A|oR 0B
9A 90 lo=¢

est non-nul en vertu du Lemme 1. La fonction f est donc monotone, d’ou I’unicité de
01, de laquelle I’unicité de A découle facilement. Le cas m = 1 est donc vérifié.

Supposons maintenant que le Théoreme 2 soit verifié pour m = g — 1, pour toute
valeur de X € (0, 2] et des parametres yi, ... , fig—1 € N, de méme que pour toute
fonction p positive, continue, de période 27 sur R n’étant identiquement nulle sur aucun
sous-intervalle de [0, 27].

Soient Y € (0,27] et £ € (0,Y) fixés. Utilisant alors ’hypothése d’induction avec
m
X := ¢ et la fonction de poids p¢(6) = p(0) ’sin 9—;&’ ", on en tire I'existence et
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I'unicité de nombres A(£) > 0et0 < 6;(€) < --- < 0,-1(&) < & satisfaisant

0x (&) a1 0 —6. Hj
A [ e I (s =) oo
Or—1(8) j=1

@)
:(_1)7-(171JC €k, k;: 15 7Q>

avec 0p(&) = 0 et 0,(¢) = & A partir de ce dernier systtme d’équations et du

Lemme 1, nous obtenons du «Théoreme des fonctions implicites» que les fonctions

A(€),01(8), ... ,04—1(&) sont continiment différentiables dans (0,Y"). Récrivons les
€quations (2) sous la forme

F(§) := Fr(A(&),01(8), .- ,04-1(8),8)

_ 0% (€) =&\ q
= A(¢) /ekl(g)p(é?) <sm 3 ) |

= (—1)Tek ¢, k=1,...,q,

1

<sin 9-@(5))*‘3‘ NG

2
1

<
Il

et considérons

9(8) = Ffi%
ou
Fgn(§) = /éyp(e) <Sin o g §>Mq (11_[1 (sin 9_29]'(5))“]‘ db.

La fonction g est continue et de signe constant pour £ € (0,Y"). De plus,
lim =0 et lim = 0.
limg(€)] lim g (€)|

Il existe donc & € (0,Y) satisfaisant g(§) = (—1)"9 e;4/eq+1, d’0U

g 91 _ 9. j
A(&) /gyp(H) <sin9_2§0>u H (sin 992](50)>M df = egq1,

i=1

en plus des ¢ autres équations (3) déja obtenues, pour & = &. 1l suffit donc de poser
A = A&). 0 = 0j(&), j = 1,...,¢ — 1 et = & pour vérifier la partie de
I’existence du Théoreme 2 pour m = gq.

Pour avoir I’unicité, il suffit de voir que g est monotone dans (0, Y"). Pour ce faire,
il suffit de montrer que F,; () est monotone, puisque Fy(&) est constante comme le
montre I’équation correspondant a k = ¢ dans le systeme (3). Or, d’apres le Lemme 2,

01 (€) = Pt (A€ 01O, 6,1(6).8

OF1,... . Fy, Fyt) | O(Fi,... F)
(A, 01, ... 0,1,6)  O(A,0,... .0, 1)

qui, en vertu du Lemme 1, est le quotient de deux quantités non-nulles.

L’étude de ce probleme m’a été suggérée par le Professeur Q. I. Rahman.
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English extended abstract. The following result was proved by C. Davis [3].

Theorem A. Let vy, ... ,y, be real numbers satisfying
(_1)k(yk—yk—1)<0, k=1,... ,n.

Then there exist a unique polynomial p of degree n and an associated system of points
—l=txg <z < <2xp_1 < xyp:=1suchthat

p(xk):yka k:()’la"'vna
p'(zx) =0, k=1,...,n—1.

An analogous result for trigonometric polynomials (see Theorem B) was found by
C. H. Fitzgerald and L. L. Schumaker [4].

An important extension of Theorem A was discovered by B. D. Bojanov who proved
the following.

Theorem C [2, Cor. 1]. Given N € N and a vector U whose components vy, ..., Uy
are positive integers satisfying N = Y ;| v, we set opii = 0 and o), 1= Z?:k Vi,
k=1,...,n. Letyo, ... ,Yn+1 be real numbers satisfying

(=1 (yr — yr—1) >0, k=1,...,n+1.

Then, for a given interval [a,b], there exist a unique polynomial p of degree N + 1 and
an associated system of points a =: xo < ¥} < -+ < T, < Tpy1 := b such that

P(Tk) = Y, k=0,1,...,n+1,
pD(ag) =0, j=1,....0p k=1...,n

Here we prove an analogous result for trigonometric polynomials. It reads as follows.

Theorem 1. Given N € N and a vector UV whose components vy, ... ,V, are positive
integers suchthat2N = 3y | vy, wesetopy i=0and oy =370 v, k=1,... ,n
Let yo, . . . , Yy be real numbers satisfying the conditions

(=1)%* (yr — yr—1) > 0, k=1,...,n, and Yn < Yo.

Then, there exist a unique trigonometric polynomial t of order N and an associated
system of points 0 =: oy < @1 < -+ <y < 2w such that

t((’pk):yk’ k:O,l,...,TL,
t(])(()pk):07 j:l’._,’l/k,, k:1,...,n.
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