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UNE NOUVELLE MÉTHODE DE CONSTRUCTION 

DU COMPACTIFIÉ DE WALLMAN ET APPLICATIONS 

FRANÇOIS LESSARD 

R&uMÉ. Nous construisons le compactifie de Wallman à l’aide d’une nouvelle approche, tout 
en utilisant moins d’hypothèse que dans la construction classique. Grâce à notre construction, 
nous g&&lisons plusieurs théoremes importants concernant ce même compactifié de Wallman et 
nous obtenons, par la suite, quelques applications à la topologie et à l’analyse fonctionnelle, ainsi 
qu’un nouveau theoreme de représentation integrale pour les fonctionnelles linéaires positives. 

ABSTRACT. We construct the WaUman compactification by a new approach which requires 
fewer hypothesis than thé classical construction. We are thus able to generalize important results 
about this compactification and, we develop applications to topology and functional analysis, 
and prove a new integral representation theorem for positive linear fimctionals. See the English 
extended abstract at the end of the paper. 

1. Introduction. Soit X un ensemble non vide et Y une collection arbitraire non vide 
de fonctions reelles bornées définies sur X. Vx E X, désignons par h, la fonction réelle 
definie sur Y par h,(f) = f(s) Vf E Y. Par la suite, dénotons par Xi la classe de 
toutes les fonctions h: Y -3 R telles qu’il existe une suite généralisée {x0} c X avec 
hz,(f) + h(f) Yf f y* 

Nous munissons maintenant X; d’une topologie faisant de cet ensemble un espace 
compact sépare, et ce de la façon suivante : Vf f V, choisissons un intervalle compact If 
de R contenant l’ensemble image de f et, par la suite, identifions X: avec la fermeture 
de l’ensemble des points de la forme n,,,{f(z)> (où z f X) dans l’espace compact 

sePar+ rIfCV f* 1 À noter que, de manière évidente, la fonction j : X + Xt définie par 
. 

3(x) = h, Vx f X, est telle que j(X) est dense dans Xy et donc (Xv, j) peut être 
considéré comme étant un compactifié de X. De plus, si pour chaque f c Y, on définit 
f*: Xv + R par f*(h) = h(f), alors fO o j = f et f* est donc l’unique extension 
continue de f sur Xi. Il est par ailleurs clair que Vo = {fD : f E Y} sépare les points 
de Xt. 

Dans les pages qui vont suivre, nous allons tout d’abord obtenir quelques propriétés 
du compactifié (X3, j). Ensuite, nous allons montrer comment construire explicitement 
le compactif% de Wallman à l’aide de (Xv, j) (avec une classe de fonctions Y conven- 
ablement choisie), tout en délaissant une hypothèse cruciale utilisée dans la construction 
classique. Pour ce faire, nous aurons cependant besoin d’un résultat important généralisant 
simultanément toutes les versions du lemme d’urysohn existant dans la littérature (voir, 
entre autres, [ 1, p. 3171, [ 10, p. 1151 et [ 14, p. 401). 
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184 Construction du compactifié de Wallman et applications 

Grâce à notre construction, nous serons en mesure de généraliser plusieurs theorèmes 
( voir , par exemple, le théorème 4.1, le corollaire 4.2 et le théorème 4.3 dans [ 16, 
pp. 60-6 11) concernant 

(1) La structure même du compactifié de Wallman, ainsi que 
(2) les compactifiés pouvant être identifiés à ce même compactifie de Wallman. 

En utilisant ces généralisations, nous obtiendrons quelques applications à la topologie 
et à l’analyse fonctionnelle. Entre autres, nous montrerons que si f : R + R est une 
fonction continue bornée et si E > o = 0 est donné, il existe deux fonctions de Lipschitz 
continues à variation bornée h: .R -3 R et g: R + R telles que 

(2) lim,+, h(x) = limzi-oo h(x) et lim,,, g(x) = lim,+-, g(x), et 
(3) If (2) - h(=ç)/s(x)l < & bb f R* 

Finalement, nous utiliserons les principaux resultats décrits précédemment afin d’ob- 
tenir un nouveau théorème de représentation intégrale pour les fonctionnelles linéaires 
positives (voir théorème 5.4). À noter que ce théorème et ces corollaires généralisent le 
théorème de représentation d’ Alexandroff (voir [ 16, p. S]), de Markov [ 121, de Kirk [ 111, 
de Bochner [S] ainsi que le résultat obtenu dans [2]. Mentionnons également que notre 
théorème ne peut être démontre à l’aide des travaux récents sur les représentations 
intégrales de Pollard et Topsoe [13] et Topsoe [17]. Nous verrons pourquoi un peu 
plus loin. Entre autres, notre theorème de représentation contient le résultat suivant : 

i) Y est un treillis vectoriel de fonctions réelles bornées sur un ensemble X con- 
tenant les fonctions constantes et 

ii) L est une fonctionnelle linéaire positive sur 11, 

alors il existe une fonction d’ensembles additive u sur l’algèbre engendrée par les en- 
sembles zéros des fonctions de V telle que 

(1) u est régulière de l’intérieur et de 1 ‘extérieur par rapport, respectivement, aux 
ensembles zéros et cozéros des fonctions de V et 

(2) Lf =SxfduVf 0. 

Mentionnons, en terminant, que tout au long de cet article, nous 
notations suivantes dans le cas où X est un ensemble quelconque : 

conviendrons des 

i) si A c X et si le contexte n’est pas ambigu, nous désignerons par AC l’ensemble 
X\A; 

ii) si C est une classe quelconque de sous-ensembles de X, nous désignerons par 
Cc l’ensemble { AC : A f L}: 

iii) si X est de plus un espace topologique et si A c X, nous désignerons par 
A la fermeture de A dans X et par Cb(X, R) l’ensemble des fonctions réelles 
continues bornées définies sur X 

2. Préliminaires. Dans cette section, nous allons énoncer quelques propriétés du com- 
pactifie (Xt , j) qui nous seront utiles par la suite. Tout d’abord, le théorème suivant 
montre qu’il est possible de construire tous les compactifiés d’un ensemble X à l’aide 
de Xy, où V est une classe de fonctions de X vers R convenablement choisie tout en 
étant aussi petite que possible. Nous omettons ici la preuve simple de ce résultat car elle 
utilise des techniques très standard (voir, par exemple, [4,p. 2751). 
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Théorème 2.1. Soit 

i) V une collection de fonctions réelles bornées défirties sur un ensemble X; 
(1) T un espace compact et 
(2) k : .X -+ T une fonction telle que k(X) est dense dans T. 

De plus, supposons que chaque fonction f E V admet une extension continue f T : T + R 
telle que fr o k = f. Alors la fonction 0 : T + Xt définie par e(t)(f) = f T(t), Vf E Y 
et Vt f T, est une surjection bien dé$nie, continue et fermée telle que 0 o k = j. 

De plus, si ( f T : f E Y) sépare les points de T (d’où T est séparé}, alors 8 est un 
homéomorphisme et par conséquent (T, k) et (Xt, j) sont topologiquement équivalents. 

Comme corollaire du théorème 2.1 nous obtenons de manière immbdiate une généra- 
lisation d’un résultat démontré pour la première fois par Gelfand et Kolmogoroff (voir 
PL p* 2w. 
Corollaire 2.2. Pour j f { 1,2}, soit 

i) Tj un espace compact séparé; 
ii) kj : X -+ Tj une fonction telle que kj(X) est dense dans Tj et 

iii) Vj la classe de toutes les fonctions réelles dé’nies sur X qui admettent une 
extension continue sur Tj. (En fait Vj = (g 0 kj : g f Cb(Tj: R)).) 

Alors (T, , ICI ) et (Tz, k2 ) sont topologiquement équivalents ssi VI = V& 

Désignons maintenant par le symbole RV la plus petite algèbre fermée par rapport à 
la norme uniforme 11 l  11 oo contenant Y et les fonctions constantes. Alors, en utilisant le 
théorème de Stone-Weierstrass, on obtient facilement la proposition suivante: 

Proposition 2.3. RV = {g o j : g f Cb( Xb, R)} i.e. RV est précisément la classe des 
fonctions réelles d@nies sur X qui admettent une extension continue sur X7& 

La proposition précédente jumelée au corollaire 2.2 nous permet de .déduire facile- 
ment des conditions nécessaires et suffisantes pour que (Xi: ju) et (X$, jv> soient 
topologiquement équivalents lorsque 24 et V sont deux classes de fonctions réelles bornées 
sur X. 

Théorème 2.4. Soit 24 et Y telles que décrites ci-dessus. Alors (Xi, ju> et (Xi, jv) sont 
topologiquement équivalents ssi RU = RV (ce qui est le cas lorsque V c 24 c RV). 

Finalement, nous aurons également besoin, dans les sections à venir, du théorème 
suivant dont la preuve est similaire à celle du théorème 1 dans [ 33. 

Théorème 2.5. Si Y est un espace compact séparé et si q: X’ -+ Y est une fonction, 
alors il existe une (unique> fonction continue Q: Xy -+ Y telle que Q o j = q ssi 
g o q f RV pour toute fonction g appartenant à un sous-ensemble dense donné dans 

(Cb(Y,% 11 ’ Il=>- 

3. Une généralisation du lemme d’urysohn. 

Définition 3.1. Si X est un ensemble, alors une collection C de sous-ensembles de X 
est dite un 

i) (0, U)-pavé de X si 0 f C et C est fermé sous l’union finie; 
ii) pavé de X si C est un (0, U)-pavé de X contenant X et fermé sous l’intersection 

finie; 
iii) b-pavé de X si C est un pavé de X fermé sous l’intersection dénombrable. 
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Définition 3.2. Soit C un (0, U)-pavé de X Alors une fonction f : X -+ R est dite 
L-unijkmément continue si & > 0 3{Ui}r=, C Cc telle que 

(1) UyzI Ui = X et 

Dans le contexte de la définition précédente, nous désignerons par C@) l’ensemble 
des fonctions C-uniformément continues. A noter que toute fonction f f C&(L) est 
bornée d’où l’emploi de la lettre b dans le symbole Cb( L). 

Remarques 3.3. 

a) Si C est un pavé de X, alors la notion de fonction C-uniformément continue 
introduite ici coïncide avec la notion de fonction C-üniformement continue 
développée par Frink dans [9. p. 6051. 

b) SiLestunpavedeXetsif: X + R est une fonction bornée, on peut montrer 
que f E C@)ssifl(F) f C pour tout fermé F de R (et donc notre définition 
de fonction C-uniformément continue coïncide ici avec la définition de fonction 
C-continue donnee par Alexandroff dans El]). 

Preuve. En effet, si fl( F) E C pour tout fermé de R, il est facile de montrer que 
f E C,(L) car l’ensemble image de f est un sous-ensemble borné de R. 

Reciproquement, supposons que f f Cb (L). Puisque Cc est fermé sous l’intersection 
finie et l’union dénombrable, il suffit de montrer que si a, b E R, alors f(]a, b[) E Cc. 
Soit r f Q Cl ]a, b[ et posons E,- = min(r - a, b - r)/2. De plus, puisque f E C&), 
choisissons {Ui} c Cc telle que Uz, Ui = X et supt yEU. If(z) - fi 5 &r Vi. 
Alors, si on pose U, = U{Ui : 1 5 i 5 n et f-l(]r - &-- +LT[) # 0}, on a l$ f Cc 
et f(]a, b[) = U{G : r f Q n ]a, b[}. Comme Cc est fermé sous l’union dénombrable, 
cela montre que fl(]a, b[) f Cc et la preuve est complète Il. 

Exemples 3.4. 

a) Si C est l’ensemble des fermés d’un espace topologique X alors C est un S-pavé 
et donc la remarque 3.3 b) nous permet de conclure que Cb( L) = Cb(X, R). 

b) Soit X un espace localement compact sépare et posons C = {K : K est un 
compact de X} U {F : F est fermé et FC est un compact dans X}. Alors C est 
un pavé de X mais n’est pas nécessairement un S-pavé de X. De plus, on peut 
facilement montrer que C@) = {f X 4 R : f est continue et VE > 0X un 
compact dans X tel que supz,yEKC If(x) - f(y)1 < E}. 

c) Posons C = {nrzl(]-ooaJ U [bn, oo[) : a,, b, f R et inf,(b, - a,) > O}. 
Alors c est un pavé de R et on montre que Ch(L) est l’ensemble des fonc- 
tions bornées f : R -+ R qui sont uniformément continues sur R. 

Dans tout le reste de cette section, il sera supposé, dans l’énoncé des différentes 
définitions , propositions, théorèmes ou corollaires, que C est un (0, U)-pavé d’un en- 
semble X. 

Proposition 3.5. 

a> Ch(L) est une algèbre de Banachl par rapport à la norme uniforme II l  1103. 

1 Dans le pr&ent article, il est sous-entendu que toutes les algèbres de Banach qui y sont étudiées, possèdent 
un élément unité. 
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b) Si f f c&(L) et si A et B sont des sous-ensembles de X tels que fonf(B) = - - 
0, 3U, V f Cc tels que A c U, b c V et f(U) n f(V) = 0. (En particulier, on 
a que U n V = 0.) 

Preuve. a) Ce fait est une conséquence du théorème 4.4 mais on peut également le 
montrer directement en utilisant seulement la définition de fonction C-uniformément 
continue. 

b) Comme f(A) et f(B) sont des sous-ensembles compacts et disjoints de R, alors 
3~ > 0 telque If(z)-f(y)l > E \dJ: E A et vy f B. Puisque f E C&), 3(&}~& C cc 
telle que Ur-, Ui = 

Posons G’ = 
x’ etsup, ?JEU; If(4 - f(y)1 < 43 vi* 

U{Ui : 1 5 i < n et Ui n A # @} et V = U{Ui : 1 2 i 5 n et 
Ui n B # 0). Alors A C U et B C V et, de plus, If(z) - f(y)1 > ~/3 > 0 Vx f LT et P - 
Vy f V (i.e. f(U) n f(V) = 0). 0 

Nous en venons maintenant à une généralisation du lemme d’urysohn dont 1’6noncé 
utilise la définition suivante : 

Définition 3.6. On dit que C est normal si VA, B f C tels que A n B = 0,3U, V f Cc 
tels que A c U, B c V et U n V = 0. 

Théorème 3.7. Si C est normal et si A, B E c sont tels que A f7 B = 0, 3 f E ca(L) 
teLle que 0 5 f 5 1 f(A) = (0) et f(B) = {l}. 

Preuve. Grâce au fait que C est normal, on peut construire, pour chaque rationnel 
dyadique r (i.e. pour chaque rationnel r de la forme k/Y où n > 1 et 32 E { 1,. . . ,Y - 
1}), des ensembles Ur E Cc et B, f C tels que 

(1) A c UT c B, c BC et 
(2) B, c US si r < s. 

Comme à l’habitude, on définit f : X -+ [0, l] comme suit 

f(z> = { if{r l  x  f Ur} . 

si x n’appartient à aucun Ur; 
sinon. 

Alors il est clair que f(A) = (0) et f(B) = {l} et, de plus, on a 
a) f(x) 2 r si x +! B,; 
b) f(x) 5 r si x E U,; 
c) r 5 f(x) 5 s si x f Us \ B,. 

A l’aide des propriétés précédentes, nous allons montrer que f f Ch(L), ce qui terminera 
la preuve. Pour ce faire, prenons E: > 0. Par la suite, choisissons un entier n 2 1 tel que 
l/ZnB1 < E et POSOIIS VI = Ul/zn, K = Ui/2n \ Bt2ima)/2n+1 (1 = 2, l  . . , 2” - 1) et 
Kn = BT2n+l -3)/2n-+l* Alors on a que Vi E Cc Vi et U Vi = X. Finalement, on vérifie 
facilement que supz yEV. If(x) - f(y) 5 3/2”+l < l/Znel < 6 Vi, d’où f f C&). 
Cela complète la preuve.’ El 

Remarque S. 8. Ce résultat a eté montre par Alexandroff dans [ 1, p. 3 171 mais seulement 
dans le cas où C est un &pavé de X. II est à noter que dans son résultat, Alexandroff 
utilisait la notion de fonction C-continue qui, dans ce cas, est équivalente à notre notion 
de fonction C-uniformément continue. (Voir remarque 3.3 b).) 

Comme corollaires de notre théorème, nous obtenons les deux formes du lemme 
d’urysohn les plus connues dans les livres de topologie et d’analyse. 
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Corollaire 3.9. Soit X un espace topologique normal et soit A et B dewr fermés disjoints 
de X. Alors !If f Cb(X,R) telle que 0 2 f < 1, f(A) = (0) et f(B) = {l}. 

Preuve. On a qu’a poser L = {fermes de X} et on sait que Ch(L) = Cb(X, R). Puisque 
L est normal, on utilise le théorème 3.7 pour obtenir le résultat. CI 

Corollaire 3.10. Soit X un espace topologique localement compact séparé et soit I< C 
.X un compact et U c X un ouvert tels que IC c U. Alors il existe une fonction continue 
à support compact f : x’ -3 [O,l] telle que f(K) = (1) et f(P) = (0). 

Preuve. Soit L tel que défini dans l’exemple 3.4 b). Alors il est connu que L est normal 
et, de plus, on sait que C&(L) = {f : X + R : f est continue et k > 0,3T, un compact 
dans X, tel que supz YETC ] f (2) - f(y)] < E}. Prenons maintenant V, un ouvert de X, 
telque 7 est compact et K C v C U.’ Alors Ii’, Vc E L et K n Vc = 0. Par le 
théorème 3.7, 3f f c&(l) tek que 0 5 f 2 1, f(K) = { 1} et f ( Vc) = (0). l?hque 
V est compact, on a que f est à support compact et, comme V C U, on a f (UC) = {O}., 
ce qui termine la preuve. III 

Définition 3.11. Une classe Y de fonctions réelles bornées définies sur X est diteL- P - 
séparante si VA B E C tels que A n B = 0, 3f E Y telle que f(A) r‘l f(B) = 0. 

Proposition 3.12. 

a) Si Y est fermée sous 1 ‘opération f +a (où f f Y, a 2 0), alors V est L-séparante 
ssi Y+ = {f f V : f 2 0) est L-séparante 

b) Si Y est soit une algèbre ou soit un treillis iermé sous les opérations af et f + a 
(où f f V, a f R), alors V est L-séparante ssi RV est L-séparante. 

c> cb (L) est L-séparante ssi L est normal. 

Preuve. a) Or . il est clair que si Y+ est L-séparante, il en est de même pour Y. Afin de 
montrer la réciproque, prenons A, B E L tels que An B = 0. Puisque Y est L-séparante, - - 
3 f f V telle que f(A) n f(B) = 0. Choisissons maintenant a > 0 tel que f + a > 0. - - 
Alors f +a f Vs et (f + a)( A)n (f + a)(B) = 0. Cela montre que Vs est L-séparante. 

b) La condition suffisante étant évidente, il nous reste seulement à montrer la reci- 
proque. Pour ce faire, supposons premièrement que V est une algèbre et posons w = 
{f+a:f fV;afR}.Al ors ‘vv est dense dans RV et puisque RV est L-séparante et 
que la distance entre deux sous-espaces compacts disjoint de R est strictement positive, 
on déduit que w est L-séparante. Par la suite, on conclut que V est L-séparante car les 
translations respectives de deux ensembles compacts disjoints de R sont encore disjointes. 

Supposons maintenant que Y est un treillis fermé sous les opérations af et f + a 
(où f E Y, a E R). Alors Vo = {f” : f f V} est un treillis possédant la propriéte 
d’interpolation sur Xi et donc, par le theorème de Stone-Weierstrass, Vo est dense dans 
(cb (Xy , R), ]] l  II =). Puisque RV est la classe des fonctions reelles sur X qui admettent 
une extension continue sur Xt(voir proposition 2.3), on en déduit que Y est dense dans 
vw II l  Iloo>* A insi, le fait que RV est L-séparante entraîne que Y est L-séparante. 

c) Si C est normal, alors par le théorème 3.7, C&(L) est L-séparante. Réciproquement, 
supposons que Ch(L) est L-séparante. Alors, si A, B E C sont tels que A n B = 0, 
3f c C&(L) telle que fonfo = 0. E n vertu de la proposition 3Sb), W, V f Cc - P 
tels queA c U, B c V et f(U) n f(V) = 0. Ainsi U n V = 0 et donc C est normal, ce 
qui complète la preuve de c). Cl 
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4. Une nouvelle méthode de construction du compactifié de Wallman et applica- 
tions. Durant le developpement de cette section, il sera suppose que C est un pavé d’un 
ensemble X. Rappelons maintenant q’un sous-ensemble 3 c C est dit un &$ltre si 

0 0 4 3, 
ii) 3 est fermé sous l’intersection finie et 

iii) VA E 3 et VB f C tels que A c B, on a B E 3. . 

Lorsque C est normal, désignons par W(L) la classe de tous les C-filtres maximaux 
et munissons W(C) de la topologie Tw ayant comme base pour les fermés les ensem- 
bles de la forme W(A) = (3 f W(L) : A E 3) (où A f L). Alors, il est connu 
que. (w(q, T w es un espace compact séparé. (Ce fait peut également être déduit du ) t 
théorème 4.1.) Il est également connu que si C est disjonctif (i.e. Vz f X et VA E C 
tels que J: f AC, 3B f C tel que 3 f B et An B = 0), la fonction 4: X -$ W(L) 
donnée par 4(z) = (-4 E C : x E A} Vx f X, est telle que 4(X) est dense dans 
W(L) (voir, par exemple [5,p. 1381) et Cb(LC) est précisément la classe de toutes les 
fonctions réelles bornées sur X qui admettent une (unique) extension continue sur W(L) 
(voir [9, p. 6051). Il est à noter que l’hypothèse ~XC est normal» n’intervient, dans ce qui 
précède, que pour nous assurer que W(L) est un espace séparé, ce qui est une qualité 
fort naturelle à exiger sur presque tous les espaces topologiques. Cette hypothèse sera 
également utilisée dans l’étape V de la preuve du théorème 4.1. 

Dans les prochaines pages, 
Xt, que les 

nous allons montrer et ce, en utilisant notre compactifié 
conclusions tirés dans le paragraphe précédent demeurent valides même si 

C n’est pas disjonctif. Nous allons ensuite utiliser nos techniques pour en déduire de 
nouveaux résultats sur le compactifié de Wallman. Auparavant, voici un théoreme qui 
montre comment il est possible de construire explicitement W(L) à l’aide de X;, où Y 
est une classe de fonctions bien choisie. 

Théorème 4.1. Supposons que C est ~rmal et VA, B f C tels que A 0 B = 0, 
choisissons une fonction ~A,B E Cb(f.) telle que 0 2 fats 5 1, fA B(A) = 1 et 
fi B(B) = 0. (Le choix de ces fonctions est possible en vertu du théor& 3.7.) De plus, 
dé&wns par Y la classe de toutes ces fonctions choisies et Vh f Art, désignons par 
3h l’ensemble de tous les A f c tek que h( fA,B > = 1 VB f C avec -4 n B = 0. Alors 

a> 

W 

{ fh : h E Xt] est précisément l’ensemble des L--1tres maximaux i.e. (-7h : 
h E Xi} = W(L) et 
La fonction $1 Xy + W(L) définie par $(h) = 3h Vh f Xb est un hornHo- 
morphisme. 

Preuve. Nous allons montrer notre résultat en cinq étapes. 

Étape 1. Ét@t donné h f X;, on a que .?h est unjiltre. 

Preuve. 0 $! 3h puisque sinon, on aurait h(fa x> = 1 i-e. h(0) = 1 ce qui est absurde. 
Montrons maintenant que 3h est fermé sous l’intersection finie. si on suppose le 

contraire, FIA, B E 3h tels que An B 4 3h et par la suite, 30 f c tel que (An B) nD = 
8 et h(fA*B,D) < 1. Choisissons une suite {x~} c X de telle sorte que hz,(f) -) h(f) 
‘df f V. Puisque h(fAnB o> < 1, on peut choisir S E 10, l[ et un index ~1 tel que > 

Qy E Y = {x E x : fAn&D(z) < 6) va 2 q. 
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Mais fAnB,D(Y) n J&B,D(A n Bj = 0. Ainsi, par la proposition 3Sb), 3E E C avec 
Y c E et E n (A n Bj = 0 et de plus z& E E Vct 2 al. Maintenant, puisque 
A n (E n Bj = 0 et A E 3h, alors H(fA,@B) = 1 et donc 3cy2 tel que 

XQ, f z= {x f -=fA,EnB(xj> 6) va 2 02. 

PuMue fA,EnB(Z)n ~A,E~B(E~B) = 0 alors, toujours par la proposition 3Sb), 
3F f C tel que 2 C F et F n (E n B) = 0. De plus, on a xa f F Va > a2. Choisissons 
~~telque~~>~~etQg>~~.A1OTSxp~FnEV~~~oetcomm~(FnE)nB=0 - 

- ,Ona h(fB,FnEj = 0, ce qui contredit le fait que B f 3h. Ainsi, 3h est fermé sous 
l’intersection finie. 

Finalement, prenons A E 3h et B f C tels que A C B. Si on suppose que B $! 3h, 
alors il existe D E C telque B n D = 0 et h(fB,o) < 1. Choisissons 6 f 10, l[ et un 
index ~0 de telle sorte que 

XQ E y = {x f x:fB,&j< 6) va! 2 ao. 

puisque fB,D(yjn fB,D(Bj = 0 alors, 3E c C avec Y c E et E n B = 0. Ainsi, 
xû, E E Va 2 CYO et comme E n A = 0, nous en déduisons que h( fA E) = 0. Cela 7 
COntredit le fait que A f 3h et donc il faut que B F 3h. 

La preuve de l’étape 1 est complète. Cl 

Étape II. Si 3 est un L-jiltre, ilh f Xt avec 3 c 3h. 

Preuve. Si {A~}~I~ c 3, alors ny-, Ai # 0, d’où 3x f nycl Ai. Ainsi, 
d’où la famille d’ensemble de la foie 

$4 = {h f x; : A f 3h) = n {h E X; : h( fA,Bj = 1) (Où 

BEL, 
AnB=0 

est une famille de fermés de Xt qui possède la propriété d’intersection 
Xv est compact, alors 

A; f 3h, vi, 

A f 3) 

finie. Puisque 

d’où 3h f Xy telle que h E SA VA E 3 Le. A f 3h VA E 3. Ainsi 3 c 3,+, ce qui 
termine la preuve de l’étape II. Cl 

Étape me si h, h’ f A7b Sont telles que 3h C &f, alors h = ht (et donc 3h = 3hl ). 

Preuve. Choisissons deux suites {x~} et {y~} dans X telles que hz, (f j + h(f) et 

h,,(f) + h’(f) Vf E V. Si on suppose que h # h’, 3A, B e C tels que A n B = 0 
et h( fA,B) # h’( fA,Bj* Admettons sans perte de généralit qtie h(fA,B) < h’(fA,B) 
et choisissons 61, 62, & f R avec h( fA,Bj < 61 < 62 < 63 < h’( fA,Bj. Posons 
maintenant Y = f&[O,b[)> 2 = f~,;(l~2:1[) et Jv = fÃlg([W]j* Alors 300, po, 

tel que xa f Y va > ao et yp f M/' 'dp > /?O. hisque'fA,B(Y) n fA,B(Z) = 0 

30 E L de telle sorte que Y c D et D n 2 = 0. Ainsi, x0 E D Va > ao, d’où 
h(fD,E) = 1 VE E L avec E n D = 0, ce qui montre que D f 3h. D’autre part, 
fA B(D) fI fA B(W) = 0 et donc 3F C L tel que VI/T C F et F f-l D = 0. De plus, 
yp’E F vp ho, d’où h’(fo,Fj = 0, ce qui montre que D 6 3,. Par conséquent, le 
fait que D E 3h et D $! 3h’ entre en contradiction avec l’inclusion 3h C 3h/. On doit 
donc avoir h = h’ et la preuve de l’étape III est maintenant complète. Cl 

En vertu des étapes 1, II, III, on déduit que {3h : h E Xi} = W(L). 
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Éhp Iv, hé fonction $ : Xy + W(L) définie par +(h) = Fh kfh E Xi est un 
homoméomorphisme. 

Preuve. Or nous savons déjà que 1c) est une bijection. Il nous reste donc seulement à 
montrer que ‘Ic, est continue car la continuité de $-l est une conséquence directe du fait 
que Xt est compact et W(L) est sépare. 

Pour vérifier que $ est continue, il suffit de vérifier que $~-l (W(A)) est fermé dans 
X,S lorsque A f C. Or 

$+(W(A)) = {h E X; : $(h) E W(a)} 

= {h f x; : 3h f W(A)} 

= {h f x; : A f Fh} 

e 
v  

n Ih ’ x; : h(fA,B) = 1) 
BEC 

AnB=@ 

qui, on le sait, est ferme dans X$. 
Cela complète la preuve de l’étape IV et du présent théorème. Cl 

Corollaire 4.2. Si C est normal alors Vx E X, désignons par 4(x> la classe des ensem.- 
bles A E C tels que x E U VU E Cc avec A c U. 

Alors la fonction 4: X + W(L) ainsi décfinie, est telle que &X> est deme dans 

WV> 

Preuve. On sait que {h, : x E X} est dense dans Xi et donc, en vertu du théorème 4.1, 
V hz : x f X} est dense dans W(C). Ainsi, nous aurons notre resultat si nous reunissons 
à montrer que (b(x) = 3h, vx f x’. 

Soit x E X. Alors, nous savons que Fh, est l’ensemble de tous les A E C tels que 
~A,B(x) = 1 VB E C avec A n B = 0. Maintenant, si on prend A f 3hz et U f cc tels 
que A C U, alors on a que fA,JJC(x) = 1, d’où x $! UC i.e. x E U. Ainsi Fh, c 4(x). 
Réciproquement, prenons A E 4(x) et choisissons B E C tel que A n B = 0. Par la 
proposition 3.5 b), on peut choisir, et ce pour chaque 6 f 10, l[, un ensemble U f Cc 
de telle sorte que A c U c f&(]O, l[). A’ 9 msi, x f U, d’où f&&z) > 6. Comme 

montre S E 10, l[ est arbitraire, 
Par conséquent, 4(x) = 

on doit donc avoir fA,B(x) = 
3h,, ce qui termine la preuve. 

1, ce qui 
cl 

Remarque 4.3. Si C est normal et en plus disjonctif, on montre facilement que VA f C, 
on a x f A ssi x f U VU f Cc avec A E U. 

En effet, soit A f C. Alors, si x E A, il est clair que x E U VU f Cc avec -4 c U. 
Réciproquement, supposons que x 4 A. Alors grâce au fait que C est disjonctif, 3B E C 
tel que x E B et A n B = 0. Ainsi, A c BC E Cc et x 6 BC, ce qui montre qu’il est 
faux de dire que x f U VU f Cc avec A c U. CI 

Par consequent, dans ce cas, la fonction 4 du corollaire 4.2 devient 4(x) = {A f C : 
x E A} Vx E X, et on retrouve ainsi la fonction bien connue de X dans W(l) dont il 
a eté question au début de cette section. 
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Théorème 4.4. Si C est normal, soit 4 : X -+ W(L) la fonction telle que déjînie dans 
le corollaire 4.2 i.e. 4(x) = (A E C : XEU IfUEL”avecACU)IfxEX. 

Alors une fonction f : X + R appartient à Ch(C) ssi 3f” E Cb(W(L), R) telle que 
f = fo 4. ( Autrement dit C@) est précisément 1 ‘ensem&le des fonctions réelles bornée 
sur X qui admettent une extension continue sur W(L).> 

Preuve. Désignons par V la classe de fonctions telle définie dans I’enoncé du théo- 
rème 4.1. Alors, en vertu de ce théorème et du corollaire 4.2, on a que (Xt , j) et 
(W(L), 4) sont topologiquement équivalents. Ainsi, la proposition 2.3 nous permet de 
dire que RV est précisément l’ensemble de toutes les fonctions bornées f : X --) R qui 
admettent une extension continue sur W(L). Pour obtenir notre résultat, il suffit donc de 
montrer que RV = Ch(L), ce que nous ferons maintenant. 

puisque v c Ch(L) et que (Ch(L), 11 l  &x) est une algèbre de Banach, il est clair que 
RV C cb( L). Réciproquement, choisissons f e Ch(L) et montrons que f f RV i.e. 
vérifions que f admet une extension continue sur W(L). Pour ce faire, soit 3 E W(L). 
Alors VA f 3, 
être considérée 

on a que A # 0 et donc on peut prendre un point 
comme étant une suite de sous-ensembles de X, 

XA f 

en ce 
A. Or, 3 peut 
sens que deux 

éléments A, B f 3 sont tels que A 2 B lorsque A C B. Ainsi {f @A) : A E 3) est 
une suite dans R. Nous effectuons la suite de la preuve en trois étapes. 

Étape 1. hz suite {f (x,4) : A E 3) converge vers un réel que nous dénoterons f(3), 
et donc nous avons en main une fonction f: W(L) + R (À noter que dans la preuve 
de cette étape, il est également montré que la dé$nition même de j(3) est indépendante 
du choix des points xA E A, et ce VA f 3.) 

heum. Puisque f f c&(L), alors &ant donné E > 0, 3{ &}y& C cc telle que 
(-)y=, ui = x et SUPZ YfUi If (4 - f bll L c Montrons maintenant que 3A E 3 et 
3 E {l,... , n} tel que A c Ui. Or, si on suppose le contraire, cela entraine que 
A n UF # 0 VA E 3 et Vi et donc Ut E 3 Vi, d’où 0 = nrzI Ut f 3, ce qui est 
absurde. Ainsi, 3A E 3 et 3 E { 1, . . . ,n} avec Ac U; etdoncVB E Ftelque B > A 
(i-e. B C A), on a B c Ui, d’où supz yCB If(x) - f(y)1 < t. Par conséquent, la suite 
{f(xA):A-} converge dans R, ce’qui termine la preuve de l’étape 1. 

Étape II. f” est continue sur W(L). 

Preuve. Soit 3 f W(L) et montrons que f est continue au point 3. En vertu de la 
proposition 3.5 b) et de la définition de f”, on a que si c > 0 est donné, 3-4 E 3 et 
3U f Cc tels que 

-4 c {x E x : If(x) - f”(3)I < E/2} c u c {x E x : If(x) - !(F)I < E}. 
Puisque A n UC = 0 et A f 3, alors UC $ 3. Maintenant, l’ensemble (W( UC))’ = 
W(L)\W(U’) qui est donné par 

(w(uc))c = (3’ f W(L) : UC 6 3’“) 

est un voisinage ouvert de F dans W(L). De plus, si F’ f (W(v”))‘, 3B E 3’ tel que 
BMJ”= 0 et donc, VD E 3’ avec D > B (i.e. D c B), nous avons 

D c B c {x c i : If(x) - f(3)I c E}. 

Ainsi, si D E 3j est tel que D > B, on a If(x) - f(3) ] < E Vx f D. De cela, on déduit 
que rfc3’) - f(3) 1 5 E V3’ E( W( UC))“, ce qui complète l’étape II. 



E Lessard 193 

ÉtapeIII. f”oqkf. 
Preuve. Soit x f X et montrons que si E > 0, alors rf (4(x)) - f(y)1 < E. Or, grâce à 
la proposition 3.5 b) et à la définition de f 3A E 4(x) et 3U f Lc tels que 

A = {y f x : I$(w) - fbl < E/2} c u c {y E x : lf(qqx)) - f(y)1 < E). 
Puisque A c 4(x) et A c U, alors x E U. Ainsi, I$(+(x)) - f(x)1 < E et comme & > 0 
est arbitraire, on a que J@(x)) = f(x), et a 1 p reuve de l’étape III est complète. 

En vertu des étapes 1, II et III, on a que f admet une (unique) extension continue sur 
W(L) (Le. f E RV), ce qui termine la preuve du theorème. Cl 

Coroilaire 4.5. Sous les hypothèses du théorème4.4, soit Y un espace compact séparé 
et q: X + Y une fonction. Alors il existe une unique fonction continue Q : W(L) -3 Y 
telle que Q o 4 = q ssi V{Vi}zl, un recouvrement ouvert de Y, 3{Ui}r!I c Lc telle 

que 
(1) ny=, U; = X et 
(2) chaque ensemble de la forme q(Ui > est inclus dans au moins un Vi. 

Preuve. En vertu du théorème 2.5 et de la preuve du théorème 4.4, nous avons qu’il 
existe une fonction continue Q: W(L) --) Y telle que Q o 4 = q ssi g o q E c&(L) 
vg f Cb(Y,R)* 

Afin de prouver la condition nécessaire, soit { K}g1 un recouvrement ouvert de Y. 
Or, il est clair que { (W(A))c : A f L} est une base pour les ouverts de W(L). Puisque 
W(is) est un espace compact sépare (et donc normal) et que Q est continue sur W(L), 
3{Ai}rzI c C telle que 

i) W(L) = u%,(W(Ai))’ et 

ii) Vi E { 1,. . . , n}, Z!lji E { 1,. . . qz} avec Q((W(Ai))c) c Vii. 

Si nous posons B; = (5 f X : qi(x) f (W(Ai))c} (i = 1, . . . , n), on a Di = 
Q(m) c Vji Vi. Grâce au lemme d’Uryshon, 39, E Gb(Y, R) telle que gi( Q) = (1) 
et gi(V,F) = (0). Donc, si Ei = {x E X : q(x) E l$T} , alors (gi 0 q)(Bi) = (1) et 
(9iO4)(&) = (0). Pu isque g, oq E Ch(L), alors par la proposition 3.5 b), 3Ui E cc telle 

que Bi c U; et U; n E; = 0. De plus, X = nr=, Ui (car W(L) = Uy!, ((W(A))C) et- 

comme gi(Vi) = (0) on a que q(Ui) C Vj;. 
Pour montrer la réciproque, il Suffit de verifier que g 0 q E c&(L) vg E cb( Y, R). 

Étant donné g f &(Y, R) et & > 0, soit {W3)Fl un recouvrement ouvert de g(Y) tel 

que suPZ YcWj Ix - yI < E Vj. Si nous posons V. = g-l(Wj), alors {Vj}yI& est un 
recouvrement ouvert de Y. Par hypothèse, 3{ U~};!L~ C Cc telle que 

(1) X = UyCI UZ: et 
(2) chaque ensemble de la forme q( Ui) est contenu dans au moins un Vi. 

Par conséquent, sup, srCwj I(g 0 q)(x) - (g 0 q)yI < E vi, d’où g 0 q f Cb(.C). 
La preuve est maihenant complète. El 

Remarque 4.6. Le theoreme 4.4 et le corollaire 4.5 généralisent les principaux résultats 
démontres par Frink dans [9, pp. 605-6061, au cas où C n’est pas nécessairement dis- 
jonctif. De plus, dans un contexte où L est un S-pavé normal de X, le Morème 4.4 est 
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également une généralisation du théorème principal dans [ 151, lequel a été démontre par 
Alan sultan. 

Dans les prochaines pages, nous obtiendrons un théorème dont deux corollaires géné- 
ralisent deux resultats démontres par Alan Sultan, le premier ayant eté publié dans [ 15, 
p. 364) et le deuxième dans [ 16, p.621. Mais auparavant, nous avons besoin de la propo- 
sition suivante: 

Proposition 4.7. si If C C$-,(L) est béparante, abrs c est normal et de plus vf E L, 
si nous dénotons par J l’unique extension continue de f à W(L), nous avons que la 
classe de fonctions 7 = { f : f f V} sépare les points de W(L). 

Preuve. Puisque Y C Cb (L) est L-séparante, alors il en est de même pour Cb( L). Ainsi, 
par la proposition 3.13, on a que C est normal. Choisissons maintenant deux éléments 
distincts 31, 32 E W(L). Alors 3Ai E -72: (; = 1, 2) avec Al n -42 = 0. Or le fait que 
V soit &séparante entraîne que 3f f Y telle que f (Al) n f(Az) = 0. Comme dans 
la preuve du theorème 4.4, VA f 3I et VB f 32, choisissons des points x,J f A et 
9~ E B. Alors f(31) = 1imA f(xA) et f(3;) = hngf(y& Mais f(xA) f f(A1) 
VA G 3I avec A C Al et f(yB) f f(Al) VB f 32 avec B C AZ. Ainsi f(3i) c F(Ai) 
(i = 1, 2) et donc, J(31) # $(32). La preuve est complète. Cl 

Théorème 4.8. Soit 

i) T un espace compact séparé, 
ü) k: A.’ -+ T une fonction continue telle que k(X) est dense dans T, et 

iii) V une classe de fonctions dans Ch(L) telle que chaque fonction f f V admet 
une extension continue f T à T, avec f T o k = f 

Si V est L-séparante et VT = { f T : f E V} sépare les points de T, alors (T, k) et 
(W(L), î$) sont topologiquement équivalents. 

Prewe. En vertu du théorème 2.1, on a que (T, k) et (Xi: j> sont topologiquement 
équivalents. De plus, comme V est C-séparante, la propsition 4.7 nous assure que 7 = 
{J : f f V} sépare les points de W(L) ($ étant l’extension continue de f E Y à W(L)). 
Ainsi, toujours grâce au théorème 2.1, on peut également affirmer que (W(C), 4) et 
(X;, j) sont topologiquement équivalents. Par conséquent, il en est de même pour (T, k) 
et (W(L), $), ce qui termine la preuve. Cl 

corohire 4.9. si v c cb( L) est c- séparante, alors (..?$, j) et (w(L), 4) sont 
topologiquement équivalents et RV = c&)- 

Preuve. Chaque fonction f f V admet une unique extension f o : Xy + R telle que 
f” o j = f. De plus, Vo = {f o : f f Y} sépare les points de Xv. Ainsi, (Xi, j) 
et (W( ,Q 4) sont topologiquement équivalents en vertu du théorème précedent. Par 
conséquent, grâce au théorème 4.4 et à la proposition 2.3, nous avons que 

ch(L) = {g 0 4 : g f cb(w(L),R)} = {h oj : h f c#!$,R)} = RV, 

ce qui complète la preuve. Cl 

Remarque 4.10. Si C est normal et si A, B f C sont tels que A n B = 0, alors, par 
le théorème 3.7, nous pouvons choisir une fonction f A,$ : X -3 [0, l] dans Cb (c) telle 
que fA,b(A) = (1) et fA,B(B) = (0). A insi, en désignant par V la classe de toutes 
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ces fonctions choisies, nous avons que V est L-séparante et donc le corollaire 4.9 nous 
redonne la partie b) du théorème 4.1. Par conséquent, dans le contexte de ce theorème, 
on déduit que RV = C$,(L). 

Comme prochain corollaire du theorème 4.8, nous énonçons et démontrons un résultat 
permettant de comparer deux espaces dy type IV(&) et IV(&) lorsque & et & sont 
des pavés de X tels que ,Cl c &. 

Corollaire 4.11. Soit &, & deux pavés de X tels que & c &, et supposons que & est 
nornuzl. Alors I~L est nom& et de plus, (W(& >, 4) et (Mi(&), 4) sont topologiquement 
équivalents ssi VA B f & tels que A n B = 0, 3E, D E & tels que A c E, B c D 
et E n D = 0. 

Preuve. Premièrement, il est clair que & est normal. Supposons que pqG>,4) et 

(J4v2>, 4) soient topologiquement équival .ents. Alors, en vertu du théorème 4.4, on a 

C@l) = {g 0 d : g E Cb(W(&),R)} = {h o 6 : h E cb(w(L2), R)} = Cb(L2). 

Prenons A B E L2 tels que A n B = 0. Alors, par le theorème 3.7, 3f f Cb(&)(= 
C@l)) telle que f( -4) = (1) et f(B) = (0). En appliquant ensuite la proposition 3.5 
b), on déduit que 3U E L; tel que (5 f X : f(s) 2 +} c U et U n B = 0. Une 
second application de cette même proposition nous permet de trouver V f Li tel que 
(5 f X : f(z) 5 i} C V et V (7 A = 0. En posant E = Vc et D = UC, on a que E, 
D f &, A c E, B c D et E n D = 0. 

Réciproquement, supposons que VA B f Lz tels que A n B = 0, 3E, D f & tels 
que A c E, B c D et E n D = 0. Alors, pUiSqUe Cb(&) est &Séparante (voir 
proposition 3.13 b)), on a que C&l) est &-séparante. De plus, comme & C L2, 
il faut que Cb(&) C Cb(&), d’où C&I) = Cb(&) en vertu du corollaire 4.9. 
Finalement, (W(& ), (6) et (TV(&), 4) sont topologiquement équivalents et ce grâce au 
corollaire 2.2. 

La preuve est complète. Cl 

.Remarque 4.12. Dans l’énoncé de la proposition 4.7, du théorème 4.8 et des corol- 
laires 4.9 et 4.11, il n’est pas supposé que C est disjonctif et donc, ces résultats ne 
peuvent être en aucune façon être démontres à partir de ce qui a été publié jusqu’à 
maintenant sur le compactifié de Wallman. À noter également que, dans l’énoncé des 
trois premiers résultats, on aurait pu remplacer la condition <<Y est &séparante» par la 
condition plus faible << RY est L-séparante >> et ce, en vertu du fait que (xi:, j) et (XkV) 
sont topologiquement équivalents (voir théorème 2.4). 

Le corollaire suivant du theéorème 4.8 est une généralisation du corollaire 8 dans [ 16, 
p. 3641. Convenons tout d’abord que si V est une collection de fonctions réelles définies 
sur X, alors Z(Y) désigne la classe des ensembles zéros des fonctions dans Y (i.e. 
2(V) = {f-‘(O) : f f Y}). 

Corollaire 4.13. Soit Y un treillis de fonctions rélles bornées sur X, fer& sous les 
opérations (f - a) V 0 et (a - f) V 0 (où f f Y, a 2 0). 

a) Alors 2(V) est un pavé de X et V C &(2(v)). 
b) De plus, si 

i> T est un espace compact, 
ii) k: X + T est une fonction telle que k(X) est dense dans T et 
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iii) Y satisfait les conditions suivantes: 
1) chaque fonction f E Y admet une unique extension continue f T : T --) R 

avec 
2) VT: 

fT 0 k = f; 
{f T : f f Y} sépare les points de T; 

3) Y est Z(V)-séparante, 

alors (T, k) et (W@(V)), 4) sont topologiquement équivalents. 

Preuve. a) Vérifions premièrement que 2(V) est un pavé de X. Or, à noter que si 
f E V, on a 

If I = [(f - 0) v OI v Ko - f? v OI f v* 
Ainsi b’f, g E V, on déduit que 

f -Yo> u C(o) = (If I 4 ldr-w E WI 

et 

f-1(o> n g-w = (If I v l91>-‘(o> E W) 
ce qui montre que 2(V) est fermé sous l’intersection finie et sous l’union finie. De 
plus, si f E Y, alors f est bornée et donc 3-M > 0 tel que f < Al. On a donc 
O=(f-M)vOfV,d' où X f 2(V). Finalement,i f 2(V) car 1 = (1 - 0) V 0 E Y. 
(En fait, les fonctions constantes positives appartiennent a Y.) Par conséquent 2(V) est 
un pavé de X. 

Montrons maintenant que V c Cb(Z(V)). Pour ce faire, observons que Vf E Y telle 
que f > 0 et tJa, b 2 0 avec a < b, on a - 

f-‘(]--c=, b[) = (3 f x’ : [(b - f) v o](z) # o} E (2(v))‘, 

F(]a, m[) = {z E X : [(f - a) V O](z) # 0) E (2(V))= 

et 

f-Va, b[) = f-‘(1% 4) n f -1(l-~, w E (z(W”, 
d’où f E Cb(2( V)). Ainsi, si f f Y est arbitraire, alors f+ = (f - 0) V 0 f V et 
f - = (0 - f) V 0 E V, d’où fS, f- f Cb(z(v>), en vertu de ce qui précède. Par 
conséquent, f = f+ - f- f c+?(v)), ce qui montre que Y c Cb(Z(v)). 

b) En vertu de la partie a) de présent corollaire et du théorème 4.8, on peut conclure 
que (T, k) et (W(W)), 4) sont topologiquement équivalents. 

La preuve du corollaire 4.13 est maintenant complète. CI 

Remwques 4.14. a) Dans le corollaire 8 de [ 16, p. 3641, la classe Y utilisée est l’ensem- 
ble de toutes les fonctions f : X + R qui admettent une extension continue sur T. De 
plus, dans ce corollaire, il est supposé que pour chaque paire d’élements A, B f Z(V) 
telle que A n B = 0, gf E Y telle que f(A) = {l} et f(B) = {O}. On voit que cette 
condition est plus restrictivre que la condition 3) de notre corollaire et ce lorsque Y n’est 
pas necessairement une algèbre de Banach (par rapport à la norme uniforme II l  II oo) de 
fonctions réelles bomees sur X. À noter finalement qu’il aurait été possible de remplacer 
cette condition par la condition plus faible {{ RV est 2( Y)-séparante >>. 
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b) .Lorsque V est un treillis de fonctions rélles bornées sur X qui est 2(V)-séparant 
et fermé sous les opérations (f - a!) V 0 et (CU - f) V 0 (où f f V, QI 2 0), alors le corol- 
laire 4.13 nous permet de conclure que (Xb? j> et (IV( 2( V)), 4) sont topologiquement 
équivalents. (En particulier, on a RY = Q-,(2(V)).) 

Nous donnons maintenant deux exemples d’application du corollaire 4.13 qui ne peu- 
vent être démontres à l’aide du corollaire 8 dans [16, p. 3641. Notons cependant que le 
second de ces exemples a été obtenu par Brooks dans [6, p 1481 par des méthodes plus 
complexes. 

Exemples 4.15. a) Désignons par Y la classe des fonctions réelles continues lineaires 
Par morceaux sur R dont la pente de chacun des segments de droite est un entier. Alors il 
est clair que V est un treillis fermé sous les opérations (f-a)VO et (a-f)VO (où f E zi, 

a! > 0). De plus, on montre facilement mais fastidieusement que Y est 2(V)-séparante. 
Ainsi, en vertu de la partie b) des remarques 4.14, on a que (Xv, j) et (W(2( y>>, 4) 
sont topologiquement équivalents, d’où RV = C4 2(V)) i.e. l’algèbre engendrée par Y 
est dense dans (Cb(Z(V)), 11 l  Iloo). 0  r, on peut vérifier sans problemes que Cb(Z(V)) 
contient l’ensemble des fonctions bornées uniformement continues sur R. Ainsi, si f est 
une telle fonction et si E > 0, j{ai}rxl c R et 3{&}& c Y telles que > 

À noter finalement que Y n’est pas une algèbre de Banach par rapport à la norme uniforme 
11 l  Ilo et ‘que l’on peut exhiber deux ensembles disjoints A, B f 2(V) tels qu’il n’existe 
aucune fonction f f 11 avec f(A) = { 1) et f(B) = { 0). 

b) Soit X un espace localement compact sépare et dénotons par (x’, k) le compactifié 
un-point de X, et soit V la classe de toutes les fonctions de la forme f + clr où a f R 
et f appartient à la classe C,(X, R) de toutes le fonctions reelles continues à support 
compact sur X. Alors, évidemment, V est un treillis de fonctions fermé sous les opérations 
(f - CU) V 0 et (CU - f) V 0 (où f E V, Q! 2 0). De plus V est 2(V)-séparante en vertu du 
lemme d’urysohn. Finalement, chaque fonction f f Y admet une extension continue f 
sur x et l’ensemble v = {f : f f V} sépare les points de x. Ainsi, par le corollaire 4.14, 
(x, k) et (WqL‘)), 4) sont topologiquement équivalents. De plus, la fermeture de Y 
par rapport à la norme uniforme 11 l  II=, fermeture qui est égale à RV, est l’ensemble des 
fonctions réelles continues sur X qui admettent une extension continue sur IT. Cependant 
RV n’est pas nécessairement Z(y)-separante et donc, le corollaire 8 dans [ 16, p. 3641 
ne peut être utilisé afin de montrer que (ST k) et (W( 2(Y)), 4) sont topologiquement 
équivalents. 

Pour terminer cet exemple, mentionnons qu’il est possible de montrer directement que 
r peut être identifié avec un certain espace de la forme W( ,C). En effet, désignons par 
C la classe des sous-ensembles fermes A de X tels que A ou A’ soit compact dans X. 
Ainsi, en vertu de corollaire 2.2, on a que (x, k) et (W(L), 4) sont topologiquement 
équivalents. En particulier, il en est de même pour ( W( 2( V)), 4) et (W(L), 4) mais à 
noter que ce dernier fait peut être également être démontré à l’aide du corollaire 4.11. 

Nous allons maintenant énoncer et démontrer une généralisation du théorème 4.3 
dans [16, p 621. 
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Corollaire 4.M. Soit V un treillis de fonctions réelles bornées sur X contenant la 
fonction constante 1 et fermé sous les opérations ( f - ah) V 0 et (ah - f ) V 0 (où f, 

h f Y, et a 2 O).Alors les conditions suivantes sont équivalentes: 

(1) RV = c@(V)); 
(2) Mf, g E V telles que gœ1 (0) = 0 et f /g est bornée, on a que f lg E RV; 
(3) Vf, g f Y telles que g > 0 sur X et f /g est bornée, on a que .f /g c RV; 
(4) RV est Z(V))-séparante; 

+ (5) V est Z(Y))-séparante. 

Preuve. 1) * 2) Si f, g f V sont telles que f > 0, g > 0 et f /g est bornée, alors - - 
Va, b > 0 avec a < b, on a - 

f 
0 9 l(l-=bb[) = (5 E x : [(bg - f) v O](z) # 0) E 2(v))c 

0 
$ ‘(]a, w[) = {x f x : [(f - ag) V O](x) # 0} f Z(V))” 

et 

d’où f lg f Cb( 2(V)). Puisque, par hypothèse on a RV = &(2(V)), alors il s’ensuit 
que flg E RV. 

Convenons maintenant que si h E Y, alors h+ et h- désignent respectivement les 
fonctions (h - 0) V 0 et (0 - h) V 0 qui, évidemment appartiennent à V. Ensuite, prenons 
f, g E Y telles que g(z) # 0 Vx E X et f lg est bornée. Or, si on pose LT1 = g-l (10, CU[) 
et U2 = g+(]-w,O[), on aque U1, Uz E (2(V))c car, en fait, UI = (2 E X : g+(s) # 
0) et Uz = {z f -XT : g-(2) # O}. De plus X = U1 u U’z, (lgl/g)(&) = (1) et 
(lgl/g)(b) = {-l}, d’où Igl/g f c@(v)) = RV. D’autre part, ]g] = g+ V g- f V 
et donc, en vertu de ce qui a été montre dans le paragraphe précédent, on a f +l lg 1, 
f-llgl c RV. Par conséquent, 

2) + 3) Évident. 
3) + 4) Soit A, B f 2(V) tels que A n B = 0. Alors Elf, g f V telles que 

f-l(O) = A et g-l(O) = B. Or (If1 V 1g1)(z) > 0 Vx E X et 0 5 Ifll(lfl V 191) 5 1. 

Par hypothèse, on a donc h = If ll(lf PIsI) f RV. Puisque h(A) = (0) et h(B) = {l}, 
alors cela montre que RV est Z(V)-séparante. 

4) + 5) Convenons premièrement que si W désigne une classe de fonctions 
réelles définies sur X, alors W+ désigne l’ensemble des fonctions f c W telles que 
f 2 0. 

Posons maintenant 24 = {f - g : f, g f Y+}. Alors il est clair que 24+ = Y+ et 
RU = RV. De plus, 24 est un treillis car si f, g, f’, g’ E Y+ alors 

(f - 9) v (f’ - g’) = [(f - g) v 01 v [(f’ - g’) v 01 - I(f - gj v 01 A [(f’ - g’) v 01 E 24 
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et 

(f - 9) A (f’ - 9’) = Kf - 9) v OI A Kf’ - 97 v OI - Kf - s> v OI v Kf’ - s’> v OI f u 

Finalement, si f, g f V+ et a > 0, alors - 

4f - 9) = aKf - 9) v OI - 49 - f) v OI f u 

et 

(f - 9) + a = [(a + SUP f(4) - (sup(f(d - 03 - 9 f u, 
XEX XfX 

d’où U est fermée sous les opérations af et f + a (où f E 24, a f R) en vertu du fait que 
-f E U lorsque f f Zi. Puisque 24 est egalement un treillis et que RU = RV est 2(V)- 
séparante, alors U est Z(V)-séparante et ce grâce à la partie b) de la proposition 3.13. 
La partie a) de cette même proposition nous permet de déduire que Us = Vs est 
Z(V)-séparante et comme V+ c Y, il en est de même pour V. 

4) =+ 5) Cela est une conséquence directe de la partie b) des remarques 4.14. 
La preuve est maintenant complete. Cl 

Remarques 4.17. a) Dans le contexte des corollaires 4.13 et 4.16, on peut montrer que 
2(V) est un pave disjonctif et donc, il est possible de les déduire en utilisant les résultats 
connus sur le compactifié de Wallman. Cependant, avec la commaissance de X5 et de ses 
propriétés, nous sommes en mesure d’effectuer une meilleure synthès des compacti .fiés en 
général et donc, la démonstration des corollaires en question n’est que tache plus facile. 
Finalement, rapelons encore que ceux-ci s’appuient sur un théorème dont la preuve ne 
peut être effectuée sans utiliser nos méthodes. 

b) Dans le théorème 4.3 de [ 16, p. 621, la classe Y utilisée est une algèbre de Banach 
par rapport à la norme uniforme II.11 oo qui sépare les points de X et qui est telle que VA, 
B~2(V)avecAnB= 0, 3f E V satisfaisant les propriétés: 0 5 f < 1, f(A) = { 1) 
et f(B) = (0). 

c) Si Y est telle que définie dans le corollaire 4.16, alors en examinant la preuve de ce 
dernier, on constate qu’il est possible de conclure (même si Y n’est pas Z(V)-séparante) 
que Cb( 2(V)) est fermee sous les quotients bornés de la forme f/g où f, g f V et 
p(0) = 0. 

d) Les conclusions du corollaire 4.16 demeurent valides si on remplace la condition 
H Y est fermée sous les opérations (f - ah) V 0 et (ah - f) V 0 (où f, h f Y, a 2 0))) par 
la condition plus faible <X Y est fermée sous les opérations (mf - n h) V 0 et (nh - mf) V 0 
(où f, h E Y, m, n f N) >>. Nous omettons ici la preuve de ce fait, laquelle est simple 
quoique un peu fastidieuse. 

Pour clore cette section, nous appliquons le corollaire qui précède afin d’obtenir un 
résultat inthessant et, à notre avis, inconnu, sur les fonctions continues bornées de R 
vers R. Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin des deux résultats qui suivent, 
dont le premier sera réutilisé à la prochaine section. Tout d’abord, nous allons convenir 
que si V est un treillis vectoriel de fonctions réelles bornées sur X alors Y* désigne la 
classe de toutes les fonctions bornées de la forme f/g où f, g f Y et g > 0 sur X. 
Lorsque Y est de plus fermé sous les produits, il est alors clair que Y* est également un 
treillis vectoriel fermé sous les produits. 
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SCHÉMA 1 

Propositio 4.18. Si Y est un treillis vectoriel de fonctions réelles bornées sur X, fermé 
sous les produits et contenant les fonctions constantes, alors V * est dense dans (Cb(Z(V)), 

II l  IM 

Preuve. Or V’ est un treillis vectoriel fermé sous les produits et contenant les fonctions 
constantes. Ainsi, Y* est dense dans (RV*, 11 l  11 oo>. De plus, il est clair que si hl , 

hz f Y* sont telles que hz > 0 sur X et hl/hl est bornée, alors hl/hp E Y* c 

RV*. Ainsi, en vertu du corollaire 4.16, on a que RV* = Cb(Z(Y*)), d’où V* est 
dense dans (Cb(2(V*)),ll l  Il&. Puisque Z(V*) = 2(V), Y* est donc dense dans 
(c@?(v)), 11 l  I loo>, ce  qu i  termine la  preuve. 0  

Lemme 4.19. si f E Cb(R, R), 39 f Cb(R, R) telle que: 

(1) g est une fonction de Lipschitz (i.e. 3M 2 0 tel que Ig(x) - g(y)1 < M1x - y1 
‘dz, y f R) qui est à variation bornée; 

(2) lim xw-w g(x) = Em,,, g(x) = 0; 
(3) g-l(O)= f-l(O). 

Preuve. Si f-l(O) = R, on pose g = 0 et si f-‘( 0) = 0, on pose (par exemple) g( 2) = 
e-lx1 Vx E X Supposons que f-l (0) # 0 et f-l (0) -oR. Pour chaque paire d’eléments 
x1, x2 E f-;(O) telle que ]x1,x2[ n f-l(O) = 0 considérons l’intervalle 1x1, x2 [. De 
plus, Vx1 f f-‘(O) tel que ]xl,oo[ n f-l(O) = 0, considérons l’intervalle 1x1, oo[. 
Finalement, V=ç2 f f-l(O) tel que 1-00, z2[ n f-‘(O) = 0, considérons l’intervalle 
] -00, ~2 [. Désignons par J la collection des intervalles ainsi construits. Alors J est 
une collection au plus dénombrable { In}rzl d’intervalles ouverts deux à deux disjoints 
de la forme ]an,b,[ où a, f f-‘(O) U { -00) et b, E f-‘(O) U (03) et on a que 
Uz 1 In = R \ f-‘(O). Construisons maintenant g de la façon suivante: = 

1) Sur un intervalle de la forme Ipl = ]a,, b,[ où a,, b, f R, on pose (voir le 
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lie 

1 

tq,-1 b 
>x 

n 

SCHEMA 2 

SCHÉMA 3 

schéma 1): 

min(1, b, - a,) 

2n(bn - a,> 1 ( x-a,) six ~]a,&~+&)] d > x = 
min( 1, b, - a,) 

2n(bn - an> 1 
(b n - 

X) si II: E ] $(an + bn), bn [ 

(A noter qu’il aurait &? possible de définir g sur In = Ian, bn[ de façon à ce que 
cette fonction soit infiniment differentiable sur l’intervalle en question. Cette remarque 
s’applique egalement lors des étapes 2) et 3) de la construction de g On aurait allors que 

g est une fonction de Lipschitz telle que 
clg 

/ I 
x(x) < A.4 Vx f R, OU M est un certain - 

nombre r6el strictement positif.) 
2) Sur un intervalle de la forme In = ]a,, bn[ où an = -00, bn E R, on pose (voir 

le schéma 2): 

d > 
‘(bn - x) six E [bn-l,bn] 

x= i-(bn -1-z) sixf]-oo,bn-1[ 

3) Sur un intervalle de la forme In = ]a,, b,[ où a, f R et b, = oo, on pose (voir 
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le schema 3): 

g(x) 
1 

$(x -an) - - 
e ( - x-an-l) 

si x E ]a,+, + 11 

si x E ]a, + 1, oo[ 

4 ‘da: f f-l(O), on pose g(x) = 0. 
Alors on vérifie sans peine que g possède les propriétés désirées, et la preuve est 

maintenant complète. Cl 

Proposition 4.20. Si f f Cb( R, R), alors VE > 0, 31, g f Cb(R, R) telles que 

(1) h et g sont des fonctions de Lipschitz à variation bornée; 
(2) g > 0 sur R; 
(3) limzimoo h(x) = lim,+, h(x) et limxieoo g(x) = lim,+, g(x); 
(4) Ilf - h/gIlao < E* 

Preuve. Désignons par Y l’ensemble des fonctions h E Cb(R, R) telles que h est une 
fonction de Lipschitz à variation bornée avec lim,,,, h(x) = lim,,, h(x). Alors, il 
est clair que Y est un treillis vectoriel ferme sous les produits et contenant les fonctions 
constantes. En vertu de la proposition 4.18, on a que V* = {h/g : h, g f Y, g > 
0, et h/g est bornée} est dense dans (Cb(z(Y)), 11 l  Iloo). De plus, par le lemme 4.19, 
on a 2(v) = Z(Cb(R, R)) et donc C@(v)) = C+?(C+@, R))) = Cb(R, R) (voir 

la partie a) des exemples 3.4). Par conséquent, V* est dense’ dans (Cb( R, R), 11 l  II =), ce 
qui termine la preuve. Cl 

5. Un théoème de représentation intégrale pour les fonctionnelles linéaires positives. 
Dans cette section, nous présentons un théorème de représentation intégrale pour les 

fonctionnelles lineaires positives, qui, à notre connaissance, ne pourrait être demontré à 
l’aide des théorèmes de représentation intégrale existant dans la litterature mathématique. 
Tout d’abord, convenons que si C est un pavé d’un ensemble X, alors d( ,C) désigne 
l’algèbre d’ensemble engendrée par C. Convenons également de la definition suivante: 

Définition 5.1. Soit C un pavé de X et soit d une collection de sous-ensembles de 
X contenant C . Alors une fonction d’ensemble u : d + [0, oo[ est dite &régulière si 
u(E) = sup{u(A) : A c E,A E ,c) VE e d. 

Le résultat suivant, qui sera utilisé dans le théorème principal de cette section, a éte 
demontre par Topsoe dans [ 181. 

Théorème 5.2. Soit C un pavé et u : C + [0, oo[ une fonction telle que 

u(A) + sup{u(E) : E c B \ A, E c L} = u(B) 

VA, B E C avec A c B. Si u* est la fonction d’ensembles dé!nie sur P(X) = {A; A c 
X} par 

u,(E) = sup{u(A) : A c E,A f 15) 

VE E P(X), et si M désigne lu classe des ensembles E f P(X) tels que 

u,(B) = u,(B n E) + u,(B n E”) 
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VB E P(X), alors M est une algèbre contenmt A(L) et la restriction de u* à i’k! est 
une fonction d’ensemble additive et 6régulière. 

Remarque 5.3. On pourrait montrer que l’algèbre M du théorème 5.2 est précisément 
la classe des ensembles E E P(X) tels que 

u,(E) = inf{u,(V) : V r) E, E f L’}. 

Nous en venons maintenant au théorème central de la présente section mais auparavant, 
nous rbférons le lecteur au volume Linear Operator: Part 1 [ 18, pp. 101-1251, dans lequel 
il pourra consulter la théorie de l’intégration par rapport aux fonctions d’ensembles 
additives. 

Théorème 5.4. Si C est un pavé normal de ..Y et si L : Cb(,C) + R est me fonctionnelle 
linéaire positive, alors il existe une unique fonction d’ensembles additive et L-régulière 
u: A(L) + [0, oo[ telle que 

Lf - - J fd U vf c Ch(L). 

X 

De plus, VA E L, 011 a 

u(A) = iaf{Lf : 1-4 < f 5 l,f E Ch(L)} 

et VV f î?, on a 

u(v) = sup(Lf = 0 5 f 5 b,f E c,(L)) 

(OU 1~ désigne la fonction indicatrice associée à E E P(X)). 

Remarque 5.5. Le théorème 5.4 ne peut en aucune facon être demontré à l’aide des 
résultats obtenus par Pollard et Topsoe [ 131 et Topsoe [ 171, car il peut arriver que pour 
un certain f E C&) et un certain a f R, on ait {x f x’ : f(z) 2 a} 6 c. De plus, 
notre theorème généralise le theorème de représentation d’Alexandroff au cas où C n’est 
pas nkessairement un &Pavé (voir théorème 12 dans [ 16, p. 553). 

Preuve du théorème 5.4. La preuve sera donnée en cinq étapes. Tout d’abord, posons 

u(A) = inf(lf : l-4 5 f < 1, f f CI@)} VA f C. 

Alors, il est clair que u(A) 5 u(B) VA, B f C tels que A c B. De plus, l’infimum 
aurait pu être calculé sur l’ensemble des fonctions f f C&c) avec l-4 5 f, sans pour 
autant modifier la valeur de u(A). 

Étape 1. Si A , B E C sont tels que A c B, on a 

u(A) + sup{u(E) : E c B \ A, E E L} = u(B). 

Preuve. Choisissons E E C tel que E c B \ A et soit E > 0. Alors gh E C$(C) 
avec 1.4”~ < h 5 1 et Lh < u(A U E) # E. Puisque -4 n E = 0, alors en vertu du 
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théorème 3.7, 3f f c&(L) telle que 0 5 f 5 1, f(A) = (1) et f(B) = (0). Ainsi, 
fh > 1A et (1 - f>h > 1, d’où - - 

u(A) # u(E) 5 L(fh) = L(l- f)h) = Lh < ~(AU E) +C 

On a donc u(A) # u(E) 5 u(A U E) < u(B) VE c B \ A, d’où - 

u(A) + sup{u(E) : E c B \ A, E E L} < u(B). 

Afin de montrer l’inégalité inverse, prenons ê > 0 et choisissons f E c&(L) telle que 
1.4 < f 5 1 et Lf < u(A) # E. Or, si a! f 10, 1 [, alors, par la proposition 3.5 b), 
3A,E C tel que 

Posons B,- = B n A, E L, et prenons g E c&(L) avec 1~~ 5 g 5 1 et Lg c u( B,) + E. 
Puisque A, n A = 0 on a B, c B \ A et donc 1~ 5 g + f/cu, d’où 

u(B)<++;) <,,.,(;) <u(&)+E+$(A)+E) 
1 

5 sup{u(E) : E c B \ -4, E f Is} + -(u(A) + 6) + E. 
a 

Puisque E > 0 et cx E 10, 1[ sont arbitraires, nous obtenons le résultat désiré, et la preuve 
de l’étape 1 est complète. Cl 

La prochaine étape est une conséquence directe de l’étape 1 et du théorème 5.2. 

Étape II. VE c P(X), posons 

u,(E) = sup{u(A) : A c E,A E ,c) 

et désignons par M la classe des ensembles E f P(X) tel que 

u,(E) = u,(B n E) + u*(B n Ec) VB E P(X). 

Alors M est une algèbre d’ensembles contenant A(C) et la restriction de u* à 2M (que 

nous désignerons par le symbole u) est une ftinction d’ensembles additive et L-régulière. 

Étape II1[. kff E c&(C), on a 

Lf - - J fd u. 
X 

Preuve. Étant donné f E Ch(L) telle que f est éloignée de zéro et étant donné E > 0 
3( Ui}~~~ C Cc telle que X = UyZ1 Ui et supz yE~i If(z) - f(y)1 < 5 Vi. Posons 

El = LJI et Ei = Ui \ Ui-, Uk E M (i = 2, ‘. . . , n) et supposons sans perte de 
généralité que chaque Ei est non vide. Par la suite, posons 0; = inf,fvi f(z) > 0 
(i = 1, . . . , n) et h = C~I& OilEi. Alors h est une fonction étagée M-mesurable telle 
queh~f<h+Eetdonc~xhdu2~x(f-E)du=Sxfdu-Eu(X). 
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Or sX h du = CrzI G!~U(E~). Puisque u est L-régulière, 3il f C tel que A; c Ei et 
u(E;) < u(Ai) + e/ncri (i = 1, . . . , n). Ainsi 

Maintenant, on sait que L est normal, et donc, 3VI, WI E’P tels que VI n WI = 0, 
Al C Vi C VI et Uy=, Ai C WI, et 3fl f ch(c) avec l-41 5 fi < IV,. Par la suite, 
3Vb lill; E Cc tels que Vz n M/T2 = 0, AP c Vk c 55 n WI et Un 3 Ai c W9 c WI, LS = 
et 3fi i ch(c) avec 1& 5 f2 < 1~. . si on ripète encore une fois le processus, alors 
3V3, Ws E Cc tels que Vs n Wa = 0, A3 c V3 c U3 n W9 et Un 4 ,43 c IV3 c IV& 
et 3f3 f Ch(L) avec IA3 _ < fv < IV~. En continuant de-la SO; nous construisons 
une Suite {fi) C C@) telle qie fifj = 0 si i # j et 1~; < fi 5 1~ < 1~. Ainsi, 
ff; 2 cu,fi Vi, et, puisque les Vi sont deux à deux disjoints, on a c” 1 fi < 1. Par = - 
conséquent 

> J hdu-c> - 
/ 

fdu-Eu(A-)--&= fdu-+(X)+l). 
J 

X X X 

Comme E > 0 est arbitraire, on déduit que J’ f du < Lf. 
Prenons maintenant une fonction arbitraire f f c&(L). Alors 3M 2 0 tel que f + f! 

est éloignée de zéro et donc, en vertu de ce qui précède, on a 

J f du + MU(X) = 
J 

(f+M)duIL(f+M)=Lf+MLl=Lf+Mu(X), 

X x 

d’où 

J f du 5 Lf. 

X 

Si on remplace f par -f dans l’in6galité précédente, on obtient l’inégalité inverse, 
c’est-à-dire, Lf 5 sx f du et, par conséquent, on déduit que 

Lf - - 
J 

fd u, 
X 

ce qui complète la preuve de l’étape III. 

Étape IV. Si X: d(C) + [O, 001 est une fonction d’ensemble additive et &régulière 
telle que 

Lf - - 
J 

fdX vf E Ch(L), 

X 
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alors X = u sur d(L). 

Preuve. Puisque X et u sont L-régulières, il suffit de vérifier que X(A) = u(A) VA f C. 
Or étant donné A f C et E > 0,3V E Cc tel que A c V et x(V) < X(A)+c Choisissons 
maintenant f f Cb( L) telle que 1~ < f < 1 V. Alors, - - 

u(A) 5 Lf = Jfdu=/fdX<JlvdX=X(V)<X(.4)iE, 

A’ X A’ 

d’où u(A) 5 X(A). E n interchangeant u et X dans les lignes qui précédent, on obtient 
l’inégalité inverse X(A) < u(A), et la preuve de l’étape IV est complète. - 

Étape V. Si V f Lc, on a 

u(v) = SUp(lf : 0 5 f 5 b,f E Ch(L)}. 

fleuves or, 3g E c@) telle que 1Vc 5 g 5 1 et Lg < U(vc) + E. Posons f = 1 - g. 
Alors 0 5 f < 1~ et Lf > u(V) - E. D’autre part, en vertu de l’étape III, on a que si 
h f Ch(C) est telle que 0 < h C IV, alors Lh = sx hdu 5 sx 1~ du = U(V), et donc, - - 

u(v) = sup{Lf : 0 <f 5 lV,f E c&(t)}. 

Cela complete la preuve de l’étape V et du théorème 5.4. CI 

CornUaire 5.6. Soit Y un treillis vectoriel de fonctions réelles bornées sur .X contenant 
les fonctions constantes, et soit L: V + R une fonctionnelle linéaire positive. Alors, il 
existe une fonction d’ensembles additive et 2(V)-régulière u: d(Z(V)) + [0, oo[ telle 

que 

Lf - - 
J fd U Vf E Y- 
X 

Si, de plus V est 2(V)-séparante, alors u est unique. 

Pomme. or, plir le COrOlkdre 4.13, on a que V C cb( 2( v)). Ainsi, il existe une extension 
linéaire positive L* : c@(v)) --) R de L à c@(v)). (Voir [7, p. 1441.) De plus, 
Z(V) est normal car si on a f-l(O) n g-l(O) = 0 (où f, g f V), alors en posant 
u = (z f x : EM - If I> v OK4 # 01 et v = {x f x’ : [(If1 - 191) v 0](4 # o), 
on a U, V f (2(V))‘, f-l(O) C U, g-'(O) C V et U f7 V = 0. On peut donc 
appliquer le théorème 5.4 ce qui nous permet de conclure qu’il existe une (unique) 
fonction d’ensembles additive et 2(V)-régulière u : d( 2(V)) + [0, oo[ telle que 

Lf - - 
J fd U vf E cb(z(v)), 

X 

d’où u : d(Z(V)) -3 [0, oo[ telle que 

Lf - - 
J 

fd u Vf f v. 
X 
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Si, de plus V est Z(V)-séparante, alors, par le corollaire 4.16, on a que RV = 
Cb( 2(V)) et comme V est dense dans (RY, 11. IlJ, on déduit que L admet une unique 
extension L* de L à Cb( 2( V)). Par conséquent, u doit être unique, ce qui termine la 
preuve. 0 

Remarques 5.7. a) Le corollaire 5.6 ne peut être démontré à l’aide des résultats dans [ 131 
ou [17]. En effet, dans la première partie de ce corollaire, aucune hypothèse n’est donnée 
sur Y ou sur C quant à une séparation quelconque des éléments de Z(Y). De plus, dans 
la deuxième partie de notre corollaire, nous supposons que Y est Z(Y)-séparante et cette 
condition n’est nullement équivalente à l’une ou l’autre des conditions données dans [ 133 
ou [17]. 

b) Le corollaire 5.6 généralise le théorème 2 de [2, p. 1301 au cas où Y n’est 
pas necessairement fermé sous les produits. Cependant, si c’est le cas et si, comme à 
l’accoutumee, on pose Y* = {f/g : f, g E Y, g > 0 et f/g est bornée}, alors, comme V* 
est dense dans (Cb (2( Y)), 11 l  11 oo> (voir proposition 4.18), une application du theorème 5.4 
nous redonne le corollaire 1 de [2, p. 13 11, qui s’énonce comme suit: 
Étant donné une fonctionnelle linéaire positive L* : Y * -$ R, il existe une unique fonction 
d’ensembles additive et Z(V)-régulière u: A@(V)) -i R telle que 

* - Lf - J fd U Vf E v*. 

X 

Corollaire 5.8. Soit C un pavé normal et L : &(LT) + R une fonctionnelle linéaire 
multiplicative. ( L est dite multiplicative si L( f g) = (Lf)(Lg) Vf, g E Cb( L). À noter 
que L est nécessairement positive car f Il2 E Ch(L) Qf f c&(C) telle que f > 0). Alors 
il existe une unique fonction d’ensembles additive et L-régulière u : A(z(V >)L R telle 

Lf - - J fd U Qf f Ch(C), 

X 

et de plus, u satisfait la propriété : u(E) E {O,l} QE f A(L). 

Preuve. Par le théorème 5.4, il existe une unique fonction d’ensembles additive et C- 
réguliere u : A(Z(V)) -$ R telle 

Lf - - 
s 

fd U Qf f Ch(L)- 

X 

Il nous reste donc seulement à vérifier que u(E) E {OJ} VE c A(L) i.e. u = U? 

Soit A E C. Alors, on sait que u(A) = inf{Lf : IA 5 f 5 1, f E Cb(,C)}, et donc, 
comme f l” f Ch(C) vf f b( ) C C tellequef~O,onaque{f~:l~~f~l,ff 
Ch(L)} = (f : IA 5 f i l,f f Cb(L)}t d’où 

u(A) = inf{L(f') : 1~ 2 f 5 1, f f Ch(L)} = inf{(Lf)2 : 1-4 5 f 5 l,f f C@)} 

= (inf{Lf : 1~ 5 f 5 l,f f c&)})’ = (u(-4))2 
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et par conséquent, si E E d(l), on a 

u(E) = SU~{~(A) : A c E,A f C} = SU~{(~(A))’ : A c E,A f L} 

= (SU~{~(A) : A c E,A E L}>’ = (u(E))~, 

ce qui montre que u = uz. 
La preuve est complète. Cl 

Remarqzles 5.9. a) Le corollaire 5.8 généralise un résultat démontre par Sultan dans [ 16, 
p. 601, au cas où L n’est pas nécessairement un S-pavé. 

b) En vertu du corollaire 5.8 et de la partie b) des remarques 4.7, on peut facilement 
obtenir le résuultat suivant, qui a été démontre pour la première fois dans [2, p. 351: 
Soit 

i) V un treillis vectoriel de fonctions réelles bornées sur X, fermé sous les produits 
et contenant les fonctions constantes et 

ii) L* : V” + R une fonctionnelle linéaire positive multiplicative. 

Alors il existe une unique fonction d’ensembles auditive et Z(V)-régulière u : d(Z(V)) + 
R telle que 

et, de plus, u satisfait la propriété: u(E) f (0, 1} VE E d@(V)). 

English extended abstract. Let X be a (nonempty) set and V be an arbitrary (nonempty) 
collection of real-valued bounded functions on X. For all x E X, denote by h, the real 
valued function def!ined on Y by the formula &(f> = f(z) for ail f f 1). Furthermore, 
denote by X$ the class of all real-valued functions on Y for which there exists a net 
{xa} c X such that hz,(f) --) h(f) for all f f V. 

We now provide Xi with a topology such that Xy becomes a compact Hausdorff 
space. The topology is defined as follows: for all f f X, let If be a compact interval 
of R containing f(X), the image of f, and identify Xt with the closure of the set of 
points S(z) = n,,,cJ+>> ( w h ere x f X) in the compact Hausdorff space n,,, If. 

Clearly, the function j : X + Xi defined by j(,> = h, for all 2 E X, is such that 
j(X) is a dense subspace of Xv. Hence (Xt , j) is a compactification of the set X. 
Furthermore, if we define f o : Xt + R by fa(h) = f(h) for aI1 f E Y, then, obviously, 
f” o j = f and SO, f” is the unique continuous extension of f to X;. It is also clear 
that Vo = { f” : f E Y} separates points of Xb. 

In this paper, we first obtain some basic properties satisfied by the space (X$, j), 
We then show that the Waknan’s compactification cari be constructed from (Xl, j) by 
choosing a suitable class of functions Y and by dropping a crucial hypothesis which was 
used in the classical construction. In order to show this fact, we Will need to prove a 
oeneralization of Urysohn’s lemma. a 

Our construction of Wallman’s compactification yields many results conceming the 
properties possessed by this compactification as well as results on compactification which 
cari be identified with it. Using these results, we obtain applications to topology and func- 
tional analysis. For example, we prove that given & > 0 and f : R + R, a continuous, 
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bounded function, there exists two continuous Lipschitz functions with bounded variation 
h: R --) R and g: R -) R, such that: 

(1) lim,+, h(s) = limz--oo h(z) 
(2) lim,,, g(s) = limziwoo g(x) and 
(3) I~(X) - h(s)/g(z)l < E for ail x E R. 

Finally, we use our construction of Wallman’s compactification in order to obtain a 
new integral representation theorem which generalizes many of the well-known results 
of this nature published in the literature. One of the most important corollaries of our 
theorem is the following: 
Let 

’ i) V be a vector lattice of real-valued bounded functions dejned on a set X such 
that 1 E V, and 

ii) L be a positive linear jùnctional on Y. 

Then, there exists a $nitely additive set jùnction 111 de@ed on the algebra generated by 
Z = {f-l(O) : f E Y}, such that 

(1) p is inner regular with respect to Z and outer regular with respect to Zc = 
{x \ p(O): f E Y}, and 

(2) Lf =Jxfdpforall f EV. 

It should be noted that our integral representation theorem cannot be obtained from 
the very general results proved by Pollard and Topsoe in 1975. 
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