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FRACTIONS CONTINUES q-ANALOGIQUES POUR CERTAINES 

FAMILLES DE PERMUTATIONS ET DE PARTITIONS 

JEAN FRANÇON 

RESUMA On montre que la serie générattrice de certaines familles de permutations distribuees 
selon la somme de leur pics moins la somme de leurs creux admet un développement en fraction 
continue de type Jacobi. Il en est de même de certaines familles de partitions selon la somme des 
maxima des blocs moins la somme des minima. On obtient ainsi des q-analogues de fractions 
continues classiques dues, en particulier, à Euler, Gauss, Stieltjes et, plus recemment, Flajolet. 

ABSTRACT. It is shown that the generating series of certain families of permutations weighted 
by the sum of the peaks minus the sum of the troughs cari be expanded in a continued fraction ’ 
of Jacobi. The same is true for certain families of partitions weighted by the sum of blocks 
maxima minus their minima. In this manner one obtains q-analogues of classical continued 
fractions due to Euler, Gauss, Stieltjes and, more recently, Flajolet. See the English extended 
abstract at the end of the paper. 

1. Introduction. Pour n entier, on note [n] l’ensemble { 1,2, . . . , n} et 6, le groupe de 
permutations de [n]. Une permutation 0 f Gn est considérée comme un mot a( l)a(2) . . . 
a(n) sur l’alphabet [n]; une lettre a(i) est dite un pic si ~(i - 1) c a(i) > a(i + l), 
un creux si a(; - 1) > o(i) < b(i + l), en convenant de poser a(O) = a(n + 1) = 0. 
Notons P(a) (resp. &(a)) l’ensemble des pics (resp. creux) de 0. 

Considkons la quantité 

Db> = ccj : j 6 P(Q)} - C{j : j E Q(a)} (1.1) 
c’est-à-dire la G somme des pics moins somme des creux» de la permutation a. 

Exemple. Soit 0 = 351894762; on a P(a) = {5,7,9} et Q(a) = {1,4}, donc D(o) = 
5+7+9-l-4=16. 

L’objet de cette note est de demontrer le théorème suivant, ainsi que des formules 
analogues pour certaines familles de permutations et de partitions. 

Théorème 1.1. On a l’identité 

42 . 
1 l  1 - 2qz 2q3z2 - 

l-4q2z- 
2 l  3q5z2 

m 3 l  4a7z2 

(1-a 

IL -6q3z - 1 a -... 
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Soit T une partition de [n] en blocs B1, B2, . . . , Bk; posons 

k 

D(r) = C(max(Bi) - min(Bi)) 
i=l 

(13 

c’est-à-dire la ({somme des maxima des blocs moins somme des minima» de la partition 
T. Par exemple une partition 7~ de [9] en 3 blocs est définie par BI = { 1,7,8}, B2 = { 2}, 
BS = {3,4,5,6,9}; on a alors D(n) = 8 - 1 + 2 - 2 + 9 - 3 = 13. Notons IIn l’ensemble 
des partitions de [n]. 

Théorème 1.2. Orz a l’identité 

1+ c zn c qD(T) = 
n>O dL2 

1 

l-q”z- 
l-2q1z- 

12 ~ . 
4-’ 

2q3*” 

32 5.3 

1 - 3q2z - 1 B... 

(1.4) 

On vérifie aisément que la valeur maximum sur C& (resp. II,) de D(o) (resp. D(r)) 
est d’ordre & le minimum étant d’ordre n. 

Il est a noter qu’en faisant q = 1 dans (1.2) on obtient la celèbre fraction continue 
d’Euler de la skie c n! z”, en faisant q = 1 dans (1.4) on obtient un développement en 
fraction continue de la série C Bnzn 7 où B, est le ne nombre de Bell, développement 
dû à Flajolet [2]. 

D’autres q-analogues de ces fractions ont et6 introduits dans [3]. Il est aussi montré 
dans [3] comment on peut, à partir d’elles (p. ex. de (1.2)) calculer les moments de la 
distribution associee (p. ex. de D(a)). 

Il est à noter l’analogie entre la somme des pics moins la somme des creux d’une 
permutation et son index majeur, c’est-à-dire la somme des indices de ses montees, 
dont on sait qu’il a même distribution que le nombre d’inversions (voir p. ex. [4] et 
ses réferences). De nombreux auteurs, notamment D. Foata, A. Garsia, 1. Gessel, D . 
Rawlings, D. Stanton, G.-X. Viennot et D. Zeilberger ont étudié diverses distributions 
sur les permutations et les partitions, et leurs rapports avec les fonctions spéciales. Il 
subsiste des questions à résoudre dans un travail ultérieur, en particulier l’existence de 
formules closes pour les q-analogues présentes ici, ou encore une comparaison avec 
les q-analogues connus, ainsi que les applications possibles aux polynômes orthogonaux 
classiques. 

La section 2 prouve le théorème 1.1 et énonce quelques formules analogues en res- 
treignant la classe de permutations considérées. La section 3 ramène une partition à 
une permutation et énonce quelques formules analogues à celles du théorème 1.2 en 
restreignant la classe des partitions considérées. 

La preuve de ces formules est basée sur trois propr%t& : A 

0 i 
(ii) 

(iii) 

une bijection, établie dans [SI, entre permutations et <<chemins valués >>; 
l’égalité, démontrée ci-dessous (voir le théorème 2.2), entre la somme des pics 
moins la somme des creux d’une part et, d’autre part, l’(< aire sous le chemin >> 
correspondant à la permutation par la bijection précédente; 
l’existence, démontrée dans [2], d’un développement en fraction continue de la 
série génératrice de l’ensemble des chemins valués. 
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2. Permutations. Rappelons tout 
légèrement les notions introduites 

d’abord, la 
dans [2] ) . 

définition d’un chemin valué (en modifiant 

Définition 2.1. Un chemin (sur [n]) est une application c: [n] -$ [n] telle que, pour 
i = 1, 2, . . . , n - 1, on a Ic(i + 1) - c(i)1 < 1 et, de plus, c(l) = 1 = c(n) = 1. 

Par exemple, pour n = 8, les valeurs suivantes définissent un chemin : c(l) = 1 = 
c(2), c(3) = 2, c(4) = 1, c(5) = 2, c(6) = 3, c(7) = 2, c(8) = 1. 

Définition 2.2. Un chemin simplement valué (sur [n]) est un couple (c, v), 06 c est m 
chemin sur [n] et v une suite d’entiers (v(l), v(2), . . . , v(n)) avec 1 < v(i) < c(i) pour - 
tout i E [n] tel que c(i) # c( i + 1) et 1 5 v(i) 5 2c( i) pour tout i f [n i-11 tel que 
c(i) = c(i + 1). 

L’énoncé suivant est prouvé dans [2] : 

Théorème 2.1. Il existe une bijection 6 de l’ensemble en sur l’ensemble des chemins 
simplement valués sur [n] ayant les propriétés suivantes : pour tout 0 E en et (c, v) = 
e(a), pour tout creux i de a on a c(i + 1) = c(i) + 1, pour tout pic j de o autre que n 
on a c( j + 1) = c(j) - 1, et pour tout k f [n] ni pic ni creux de CT on a c(k + 1) = c(k). 

Le chemin associé à une permutation admet une propriété supplémentaire : 

Théorème 2.2. Soit cr f en et D(a) la somme de ses pics moins la somme de ses creux; 
soit c le chemin associé à a par la bijection 6. Alors on a l’égalité 

e”(i) = D(O). (2-l) 
i=l 

Preuve. Pour un chemin c, appelons Aire(c) la quantité Cn 1 c(i). À tout indice i, = 
1 < i 5 n, tel que c(i + 1) = c(i) + 1, on peut faire correspondre un unique indice 
m(i) = min{ j > i, j < n, c(j + 1) = c(j) - 1 = c(i)}. On vérifie alors aisément, en 
procédant (<a la Lebesgue», l’égalité 

Aire(c) = C(m(i) - i) + n, 

où la somme s’étend à tous les indices i tels que 1 5 i < n et c(i + 1) = c(i) + 1. Or 
ces derniers indices sont les creux de Q et les indices m(i) sont les pics de 0 autres que 
n, d’après le théorème 2.1. On a donc l’égalité 

Aire(c) = D(a). Cl 

Avant d’énoncer le théorème de Flajolet, nous avons besoin d’une notion plus générale 
que celle de chemin simplement value. Considérons un chemin c sur [n] comme une 
suite de n - 1 étapes, c’est-à-dire de couples (c(i), c( i + 1)) iEIn-lI; une étape telle que 
c(i + 1) = c(i) + 1 (resp. c(i + 1) = c(i) - 1, c(i + 1) = c(i)) est dite ascendante (resp. 
descendante, palier); le niveau d’une étape (c(i), c( i + 1)) est l’entier c(i). Soit trois 
suites doubles (ai,j, di,j,pi,j)i>l,j>l d’indéterminées. 
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Définition 2.3. On appelle chemin valué sur [n] un couple (c, u) où c est un chemin sur 
[n] et v est une suite (VI, 02, . . . , v,), dite valuation du chemin telle que si la ie étape 
de c (1 < i < n) est une étape ascendante (resp. descendante, palier) à niveau k, alors - 
Vi = ak,j (resp. dk,j, Pk,j) pour un certain j. 

Il est clair qu’un chemin value est caractérisé par sa valuation et nous l’identifions & sa 
valuation considérée comme un mot sur l’alphabet (ai,j, di,j, pi,j};>i,j>i. Un exemple 
de chemin valué est fourni par le mot 

L’énoncé suivant est prouvé dans 123 : 

Théorème 2.4. L’imuge abélienne de la série caractéristique des chemins valués admet 
le développement en fraction continue 

1 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème 1.1. Soit q et z deux 
indeterminées. Posons . . 

ai,j = d ij = ZQ’, Pij = 2zq2 

pour tout i 2 1 et pour tout j C i, et a;,j = di j = pi,j = 0 sinon. Considérons 
l’image abélienne d’un chemin vak6 sur [n] dont le’chemin est noti c; ce monôme est 
évidemment égal à 

&2-lqc(1)+c(2)+...c(n-1) - $y-1 qAire(c)-l 
-4 ‘I 

où ,B denote le nombre de paliers de c. De plus, pour tout chemin c, le nombre de chemins 
values admettant c comme chemin, multiplie par @, est egal au nombre de chemins 
simplement valués (voir la définition 2.2) admettant c comme chemin. Le théorème 2.4 
s’exprime alors ainsi : La skie génératrice 

c n-l k-1 
an,kz q 7 

n>l 
krl 

où Ofn,k est le nombre de chemins simplement values sur [n] d’aire k, admet le dévelop- 
pement en fraction continue 

1 - 2qz - 

(2.4) 

1 -4q2z- 
2q2z 3q3z 

1 - 6q3z -. . . 
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En réinterprétant les nombres an,k par les theorèmes 2.1 et 2.2, et en multipliant par qz, 
on termine la preuve du théorème 1.1. 

Grâce aux propriétés de la bijection 8 du théorème 2.1 (voir [5] ou [2]) on peut 
demontrer les formules suivantes. Soit CA, l’ensemble des permutations alternantes sur 
[n], c’est-h-dire les permutations a telles que a(l) > a(2) < a(3) > a(4) < l  l  . . On a 

n 
c 
impair 

c UEJL Q D(a)*n - - 

l- 
1*2q322 ’ 

l- 
2 l  3q5z2 

l- 
VI 

2 Sz2 

1 a- 
1 - . . . 

En faisant q = 1 dans (2.5) et (2.6) on obtient respectivement les développements 

(2.3 

(2.6) 

en fraction continue des nombres tangents et sécants dus & Stieltjes [7] par la voie des 
formules d’addition (voir aussi [6]). 

On dit qu’une lettre i d’une permutation est un pic de cycle (resp. m-eux de cycle) si 
o(i) c i > 0-l (i) (resp. a(;) > i < a-l(;)), ü1 notant la permutation inverse de 0. 
Notons D’(a) la somme des pics de cycles moins la somme des creux de cycles de a. 
Ainsi pour CF = 351897462 les pics de cycles sont 3, 7, 8, 9 et les creux de cycles sont 
1,2,4,6, donc D’(g) = 3 + 7 + 8 + 9 - 1 - 2 - 4 - 6 = 14. On a 

1 

1 -,7- 

1 - 342 - 

qz” 

2’qQ” 

3q 2 Sz2 

1 - 5q2z - 7 
1 

e . . . 

Les involutions sont des permutations dont les cycles sont de taille 1 ou 2; on peut les 
considérer comme des partitions dont les blocs sont de taille 1 ou ‘5; elles sont traitees à 
la section suivante. 

On laisse au lecteur l’obtention, par la même méthode, d’un q-analogue du dévelop- 
pement en fraction continue suivant 

c &+l,k+lU z 
k n= 

n>O 
kz0 

1 

l-(l+u)s- 

7 I2.8) 

où &,k sont les nombres eulériens (cf. [ 1, 2, 41). 
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3. Partitions. Rappelons d’abord comment on peut associer une permutation à une parti- 
tion et comment se transmettent certaines propriétés. Soit K une partition de [n] en blocs 
BI, B2, 0.. 9 Bk; on suppose que ces blocs sont ordonnes par leur plus petits éléments. 
Par exemple, pour n = 8, une partition est définie par ses blocs B1 = {1,3,4,8}, 
B 2 = {2}, BS = {5}, Bd = {6,7}. On associe à T une permutation 0 = T(T) sur 
[n + l] en juxtaposant les mots Bi, . . . , B;1 puis la lettre n + 1, où Bl est obtenu en 
juxtaposant les lettres de B; en ordre decroissant. Pour l’exemple ci-dessus on obtient 

0 = 843125769. 

Les propriétés de cette application T qui nous intéressent ici sont les suivantes : 

(i) si rn est l’élément maximum d’un bloc de T de taille supérieure ou égale à 2, 
alors rn est un pic de a; 

(ii) si YT~ est l’élement unique d’un bloc de n alors nz est double montée de a, 
c’est-à-dire supérieur à son voisin de gauche et inférieur à son voisin de droite 
dans a; 

(iii) si rn est l’élément minimum d’un bloc de T de taille supérieure ou égale à 2, 
alors m est un creux de a; 

(iv) si rn n’est ni minimum ni maximum dans son bloc, alors nz est double descente 
de a, c’est-à-dire supérieur à son voisin de droite et inferieur à son voisin de 
gauche dans a; 

La quantité D(n), somme des maxima des blocs moins somme des minima, est donc 
égale à D(a) - o(n + 1) = D(o) - n - 1. 

On peut alors prouver le théorème 1.2 en associant (par la bijection 8 du théorème 2.1) 
à l’ensemble des partitions une classe particulière de chemins valués (voir [5]) puis en 
procédant comme dans la section précédente. 

On peut obtenir aussi les formules suivantes : Soit II; l’ensemble des partitions de 
[n] sans blocs de taille 1; on a 

1 
.l 

l- 
qz” 

A 

l-qz- 
2qQ2 

1 - 2qQ - 
1 - 3q3z - . . . 

61) 

soit In l’ensemble des partitions de [n] en blocs de taille inférieure ou égale à 2; on a 

1+ c c qD(Q2 = 
1 . 

qz2 
? (3.2) 

n>O 7~51, l-Z- 

l-qs- 
2q3*2 

1-q25- 
3q5z2 

1 - 431 - . l  l  

soit Ik l’ensemble des partitions de fn] en blocs tous de taille 2; on a 
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(3.3) 

1 - . . . 

En faisant q = 1 dans (3.3) on obtient un développement en fraction continue de la 
série génératrice des factorielles impaires, classiquement obtenue comme fraction con- 
tinue de Gauss. En faisant 9 = 1 dans (3.2) on obtient un développement en fraction 
continue de la skie génératrice des nombres d’involutions, due à [2]. En faisant q = 1 
dans (3.1) on obtient un développement en fraction continue de la série. génératrice des 
nombres de Bell 2-associés (cf. [l, vol. 2, p. 57]), due à [2]. 

On laisse au lecteur l’obtention d’un q-analogue de la série génératrice ordinaire des 
nombres de Stirling de 2” espèce Sn,k : 

c s h n= n,kU 2 
n>O HZ0 

I 

1uz2 l  

l-uz- 
2242” 

1 - (1 + u)z - - . . . 

(3.4) 
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English extended abstract. In this note a statistics, D(O), on permutations cr is defined 
as the sum of the peaks (pics in French) minus the sum of the troughs (creuz in French) 
of CT. As shown in Section 2, D(a) is the area under the (Motzkin) path associated to 
0 according to the Françon-Viennot correspondence [SI. Variants and specializations of 
this statistics are given for alternating permutations, involutions, set partitions, etc. For 
a set partition r of [n] = {1,2, . . . , n}, D( 7~) is defined as the sum of blocks maxima 
minus their minima. 

We then show, using the combinatorial theory of continued fractions of Flajolet [2], 
that the generating functions with respect to this statistics for permutations, involutions, 
set partitions, etc. cari be expanded as continued fractions of Jacobi type. This gives, in 
particular, q-analogues of classical continued fractions due to Euler (for n!, see (1.2)), 
Stieltjes (for the tangent and secant numbers, see (2.5) and (2.6)), Gauss (for the odd 
factorials, see (3.3)) and Flajolet (for the Bell numbers, see (1.4); for the number of 
involutions, see (3.2); for the 2-associated Bell numbers [ 11, see (3.1)). 

The questions of finding closed forms for the generating functions and of the relation- 
ship with other q-analogues of these combinatorial abjects and with special functions, in 
particular q-analogues of classical orthogonal polynomials, are left for further study. 
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