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HAMILTONIEN SELON UNE POLARITÉ 

ABDELKADER ELQORTOBI 

F&UMÉ. Pour etudier les fonctions convexes concaves, P. J. Laurent utilise dans la definition 
de la conjuguec d’une fonction, une fonction de couplage qui n’est autre ‘qu’une application 
bilin&ire. Dans cet article, on montre que son point de vue peut s’orienter dans une autre 
direction en choisissant adéquatement une polarite et une fonction de couplage. 

ABSTRACT. TO study the convex concave functions and to defîne his Hamilton& P J. Laurent 
uses a bilinear application in the expression of the function polar. We show how his work cari 
be extended in an other direction by choosing a polarity and a particular “couplage” ftmction. 
See the English extended abstract at the end of the paper. 

1. Introduction. Consid&ons deux ensembles non vides X et X’ (resp. Y et Y’) et 
une fonction de couplage définie dans X x X’ (resp. Y x Y’) et à valeurs dans R = 
[-oo, +oo]. Prolongeons l’addition à R de la manière suivante : a + (+oo) = +oo 
pour tout a appartenant à [-oo, +oo] et rappelons (cf. [3]) la définition de la conjuguée -w 
f c f R” relativement à la fonction de couplage c : 

f”(d) = sup{c(z,21) - f(z) : 5 E x}. 

Pour étudier les fonctions convexes concaves, P. J. Laurent s’est basé sur cette définition 
avec une application bilinhire comme fonction de couplage (cf. [2]). On remarque alors 
que ses travaux peuvent être étendus dans la voie suivante en reprenant le formalisme 
introduit par M. Volle (cf. 14, 51). 

Soit AX une polarité definie sur 2x et à valeurs dans 2x’. Ax vhifie l’égalité 
suivante : / \ 

L(U~) = nAx(.ili) 

pour toute famille d’ensembles (A&I de X. La polariti duale définie dans 2x’ et à 
valeurs dans 2x vérifie : 

AX~A’ = (2 f X : A’ est inclus dans AXZ} 

où A’ est inclus dans X’ et AXZ désigne le sous-ensemble Ax { 5). On obtient l’équi- 
valence suivante : 

xr E Axx M x f Axtx’. 

Reçu le 30 novembre 1991 et, sous forme définitive, le 3 septembre 1992. 
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144 Hamiltonien selon une polarité 

L’opérateur D = AXA~~ est un opérateur de fermeture, autrement dit D o D = D 
et D(-4) contient A quelque soit le sous-ensemble A de X. 

Choisissons la fonction de couplage suivante : 

+, x1) - - 
-00 

0 

si x f 0x1~’ 

sinon. 

-X 
La polaire et la bipolaire de f f R s’expriment respectivement comme suit (s’il n’y a 
pas d’ambiguité sur l’utilisation du symbole A) : 

Axf(x’> = -inf{f(x) : x 4 Ax~x’}. 

et 
AX~A~~(X) = sup{inf{f(z) : z 4 A~IX’} : x 4 Axx} 

où Axf( x’) (resp. A~I Axf(x)) designe la fonction fc( x’) (resp. f”“(x)). Les ensem- 
bles TA f = {x f X : f(x) 5 X} et txf = {x c X : f(x) < X} sont appelés les tranches 
ou les sections de f et on obtient la relation suivante : 

Axtxf = TexAxf. 

On sait aussi d’apres [4] que la fonction AX~A, f est la plus grande minorante de f 
dont les tranches sont fermées pour A~I Ax. 

Considérons maintenant P un ensemble fini de propriétés topologiques, algébriques 
ou géométriques qui en général est déterminé par le choix de la polarité. On dira alors 
qu’un ensemble A vérifie P si, pour toute propriété P appartenant à P, A vhifie P. On 
adoptera la convention suivante : X et 0 verifient P. 

Dans tout ce qui suit, on supposera que P verifie les conditions suivantes : 

a) quelle que soit la famille (A&I de sous-ensembles de X tels que Ai vkifie P, 
alors n Ai v&ifie P (stabilité pour l’intersection); 

b) pour tout A inclus dans X, AXA vérifie P. 

En ce qui concerne les fonctions, on dira que la fonction f vérifie P si les sections 
TA vérifient P pour tout X reel et que f vérifie -P si -f verifie P. 

Pour les fonction, les conditions précedentes deviennent : 

a’) si, pour tout i appartenant à 1, la fonction fa verifie P, alors sup f; vérifie P; 

b’) pour toute fonction f c de xX, la fonction Axf verifie P. 

Remarque 1. Soient P(X) = {f E xX : f = Ax, Ax f } et P(Xf) = {f E xx’ : f = 
AxAx,f}. 

i) En général les propriétés de P sont faciles à déterminer. Caractkisons P(X) pour 
deux polarites particulières cf. [ 1,4]). Soient X et X’ deux espaces vectoriels topologiques 
localement convexes mis en dualité séparante par l’application bilinéaire notée ( , ). 

Premier exemple. AXA = {x’ f X’ :XEA a (x,x’)sl}d’oùP(X)={f f 

IZx : f quasi-convexe, semi-continue inferieurement et f (0) = -00). 
Second exemple. AXA = {x’ E X’ :xcA a (x,x’) 2l}d’oùP(X)={f E 

-X 
R f quasi-convexe, semi continue inferieurement et f (px) > f (2) pour tout (x, cl) 
appartenant à X x [0, l]}. 
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ii) La fonction Axfappartient à P(X’) car AxAxtAxf = Axf. 
iii) f E P(X) p_ f vérifie P. En effet la condition b’) est vérifiée car il suffit 

d’ecrire f = Axtg où g = Axf. Pour la condition a’), il suffit de poser g = sup fi avec 
fi un élément de P(X). En effet, par definition, on a toujours AX/A~~ 5 g. D’autre 
P= 

fi ~g + AxlAxfi = fi IAxdJxg * g=supfi LAxlAxg- 

Par conséquent g = A,/ Axg. En général la réciproque est fausse. En effet, prenons 
X = R, AA = {y f R : 1 5 ~y, Vx E A} et f(x) = x2. On dira que f vérifie P si 
T'Af sont convexes et fermés. On constate alors que ARARf est identiquement nulle. 

Dorénavant, on appliquera la polarite uniquement à des fonctions qui vérifient P. 

2. Polarité partielle. Soit k E Rx xy une fonction de deux variables x et y vérifiant 
(P, -P) c’est-à-dire pour y fixé dans Y (resp. x fixé dans X) la fonction k( 0, y) (resp. 
-k( x, 0) vérifie P. On va donc procéder à certaines opérations de polarité par rapport à 
la première et la seconde variables de la manière suivante. En appliquant l’opération de 
polarite par rapport à la première variable on obtient une fonction Axk appartenant à 
-XxY 
R dont l’expression est la suivante : 

Axk(x’,Y) = -inf{k(x,Y) : x $! Apx’} = SU~{-k(x,Y) : x $ A~IX’}. 

D’après les hypothèses précédentes, pour tout y appartenant à Y, la fonction Axk( l : y) 
ver%e P. Comme Axk(x’, 0) est la borne supérieure d’une famille de fonctions qui 
vérifient P, on déduit que Ax k( x’ , -) vérifie P pourtout x’ appartenant à X’. En résumé, 
Axk v&ifie (P, P). Pour ne pas uintroduire une nouvelle polariti à des fonctions qui 
vérifient (-P), on utilise l’opérateur d’inversion de signe 0 applique à ce type de fonc- 
tions. En effet si k vérifie (P, OP), 8k vérifie (OP, P). On peut sans changer de polarité, 
appliquer celle-ci B 8X: à la seconde variable pour obtenir la fonction 

-XxY’ 
àR et s’exprimant comme suit : 

AyOk(x, y’) = - inf{--k(x, Y) : Y 4 Ayq’} = sup{k(x, y) : 

Là encore on constate que la fonction A@k vérifie (P, P). Comme 

Ay8k appartenant 

Y 4 AYfY’l 

on a toujours 

autrement écrit 

Ax,Axk(x, y) < k(x, y) 5 @AY~AY@~(~,Y) 

sup(inf{k(u,g) : u $ A&} : 2' 4 AXX) 5 &Wd 

L inf{sup{k(x,v) : v 4 AY~Y'} : Y’ 6 AYYL 

Il est alors souhaitable d’introduire un opérateur de régularisation. 

Définition 1. Soit k f RXxY qui verifie (P, -P). L’opérateur de régularisation a~ 
(resp. ay) par rapport à la variable 1x3 c X (resp. y f Y) est défini par : 

axk = AxlAxk (resp. ayk = OAy~AyOk). 
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Remarque 2. Avec ces notations, la double inégalité précédente s’écrit 

axk 5 k(x, y) < oyk. ’ 

de 

Notons par 
-X’xY’ 
R et 

f* (resp. f**) la polair 

s’exprime comme suit 

(resp. bipolaire) de la fonction f. f* est un élément 

f*(x’, Y’> = -inf{f(x, y) : x $ Apx’,y 4 AY~Y'}~ 

Désignons par P(X,Y) = {f f Rxxy: bipolaire de f = f,AxlAxf = f et 
AYlAYf = f}. 

Soient 4 f P(X, Y’) et 1c) E P(X’, Y) telles que $ soit la polaire de 4. On obtient : 

ti = AydAxqb = AxtUyqK 

La polaire de $ n’est autre que la fonction 4 car celle-ci est égale à sa bipolaire. Ainsi 

4 = AyBAxqb = Axd&+. 

Construisons à partir des fonctions 4 et $ deux fonctions i et k definies sur X x Y et 
qui vérifient (P, -P). Elles vont être les éléments extrêmes d’une classe de fonctions. 
Posons i = OAyq5 et k = Axq6. Leur expression est : 

E = inf{qi(x, y'> : y 4 Ayy} et k= -inf{$(x’, y) : ~3 $ ~XX}= 

Remarque 3. D’après les égalités et notations précédentes, on peut aussi écrire que : 

1C,=Axk et $=Ayt9k -* 

Théorème 1. Pour tout x jîxé dans X, la fonction y -3 k(z, y> appartient 
Pour tout y Jucé dans Y, la fonction x + &(x, y> appartient à P(X). 

Preuve. 

à F(Y). 

Y 
ayk = OAyrAy91 = ~AyrAy6’~Ayi~ = BAyrAyAyrg5 = @Ayiq$ = k 

et 
ax& = Ax,Ax-= AxlAxAx~~ = Axqh = k -- Cl 

Théorème 2. Pour tout k E RX xy vérifiant (P, -P) tel que k 5 k 5 l, alors : 

i) axk=ketayk=$; 
ii) Axk =-$ et AyBk = 4. 

Preuve. i) Il suffit de verifier que a& = k et oy& = 6. 

axi = AxjAxt9A& = A& = k et - Oy-= t?AyIAy&Lx& = $Ay14 = E. 

ii) D’après la remarque 3, il suffit de vérifier que 4 = Ay& et $ = A&. En effet 
Axk = AXA~I$ = A~I+ = qh et Ayek = AyeeAp$ = AyAyq5 = q5 ce qui 
achève la preuve. 13 
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Théorème 3. Soit k et k’ f zx xy véri@mt (P, -P). La relution 38 dé$nie par 

k!R k’ e oxk =axk’ et oyk =oyk’ 

est une relation d’équivalence et le sous-ensemble IC = (k E R 
k < k 5 E} est une classe d’équivalence. 

-xxy vérifiant (P, -P> : 
-- 

Preuve. Soit k et k’ deux Uments de K. D’après le th6o&me précédent a~ k = CFX k’ = 
k et oy k = ayk’ = E d’où k % k’. 

Réciproquement, pour k c K, consid&ons k’ E xx xy vérifiant (P, -P) tel que 
k !R k’. On a donc axk = aXkf = k. Comme a~ k’ < II”‘, on en deduit que k C k’. 
De même, ayk = ayk’ = . E comme k’ < ayk’, on déduit que k 5 k-, En définitive - 
k’ c K. CI 

Remarque 4. axoy& = 0x5 = k = a& et ayaxz = ayk = z = a& Ces égalités 
suggèrent l’emploi d’un nouvel ensemble. On pose : 

S(X x Y) = {k E Rxxy vérifiant (P,-P) : oxayk = axk et ayaxk = ayk}. 

Remarque 5. Toutes les fonctions k vhifiant (P, -P) et situees entre k et E appartien- 
nent à S(X x Y), autrement dit la classe Iir est incluse dans S( X x Y>. En effet, pour 
k vérifiant k < k 5 E, on a : -- 

oArayk = ax& = 2 - X. - oxk et ayaxk = ayk = & = ayk. 

Théorème 4. Soit k E S(X x Y). Si on pose f = Ax k et g = Ay8k, alors ces deux 
fonctions sont mutuellement polaires. En plus f (resp. g) est un élément de P(X, Yf > 
(resp. P(X ‘, Y )]. 

Preuve. On emploie la remarque 1 i). D’une part 

AxOAylg = (AxAx,)Ax0Ayq = AXgxayk = Axoxk = Axk = f 

et d?autre part 

AyOAx/ f = Ay(tWAy’ay)OAx f = Ay8ayaxk = Ayeayk 

= AyAylAyek = AyOk = g. 

Par conséquent les fonctions f et g sont mutuellement polaires. 
En remarquant qu’on a aussi les égalités suivantes Ayl0Axg = f et AxdAyf = g, 

on déduit que 

AyfAyf = (Ay,AyAy+Axg = Ayl@Axg = f 

et 
Ax,Axg = (Ax,AxAx+Ayf = AxteAyf = g 

puis 9 
AxAxlf = (AxAxfAx)k = Axk = f 

et 
AyAyg = (AyAyrAy)Bk = AyOk = g. 

Donc f appartient à P(X,Y’) et g appartient 6 P(Xf,Y). Cl 

Nous sommes en mesure d’étudier la réciproque du théorème 2. 
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Théorème 4 bis. Pour tout k appartenant à S(X x Y), il existe deux fonctions mutuelle- 
ment polaires 4 appartenant à P(x’, Y’) et $ appartenant à P(X’, Y) telles que si 1 ‘on 
pose~=OA~tg5et~=A~qbalorskCkC&a~k=~et~=ayk. -- - 

Preuve. La démonstration se fait en deux étapes. 
a) Posons 4 = Ayhxk et $ = A,ayk. On obtient. 

AxeAyt4 = A,8A,lA,0axk = Axayaxk = Axayk = $J 

AyeAxq,b = Ay8AxfAxayk = AyOaXayk = Ay6bxk = $. 

Par conséquent 4 et $ sont mutuellement polaires et par suite en remarquant qu’on a 
aussi les égalités suivantes 

AydA& = 2c, et AxdAy$ = 4 

on en déduit que 

AytAyzl> = AylAyAydAxqS = AyleAx$ = ti 

AxtAxq5 = AxtAxAxdAy$ = Ax,eAyd = $0 

En remplaçant $J et 4 par leur expression, on obtient 

AxAxqb = AxAxrAxayk = Axayk = $J 

AyAyq5 = AyAylAyhXk = Ayhxk = 4 

donc 4 E P(X,YJ) et $J E P(X’,Y). 
b) Posons 

axk = k, et ayk = k, 

d’après la remarque 5, on obtient alors 

aXayk = crxky = k, et ayayk = oykz = -y’ a 

D’une manière evidente, on a : 

kz < k L kV, - oxk, = kz et OyIc, = ky. 

Par suite pour tout k’ appartenant à Rx x y vérifiant (P, -P) tel que JC5 5 kJ 5 kg, on a 

axkJ = k, et crykJ = k, 

puis 
&= Ax+ = AxjAxk, = axk, = k, 

et 
E = OAyqS = 8Ay~Ayeky = oyk, = L, 

ce qui achève la démonstration. Cl 

En resumé, en combinant les théorèmes 2, 4 et 4 bis, on conclut que f = $ et g = 4, 
autrement dit les fonctions + et 4 sont les mêmes quelle que soit la fonction k prise dans 
la classe L. 
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3. Polaires d’une fonction qui vérifient (P, -P). 

Définition 2. Soit k E S(X x Y). On appelle polaire supérieure (resp. inférieure) de 
k la fonction 

k S = OAyAxk (resp. ki = AxAy@-) 

c’est-à-dire 

s,(L Y’) = -sup{inf{k(x,y) : x 4 A~!S’} : y 4 Ay~y’} V(z’,y’) E X’ x Y’ 

ki(x’, y’) = -inf{sup{k(x,y) : y 6 Ay~y’} : x 4 Ax~x’} V(x!, y’) f X’ x Y’. 

Si on pose $ = Axk et 4 = Ay@k, alors d’après le théorème 4, ces fonctions 
sont mutuellement polaires et appartiennent respectivement à P(X’, Y) et P(X, Y’). On 
constate alors que k, = OA& et ki = A&, et que ces deux fonctions appartiennent à 
S(XJ x Y’). 

Reprenons le procédé de construction du paragraphe précédent qui, à partir de deux 
fonctions 4 f P(X,Y’) et $ E P(X’,Y) mutuellement polaires nous a permis de 
construire par polar36 partielle les fonctions k et Z. On recommence cette construction 
mais en inversant les rôles de 4 et $, autrement dit on appliquera respectivement les 
poltités partielles Ax et 8Ay à 4 et +. On posera 

~=A&I et 5ï=8Ay$ 

avec $ = Ax k et 4 = Ay 81. On remarque alors que rn = ki et E = k,. Évidemment, 
les fonctions z et 8T vérifient le genre de propriétés q& celles vérifiees par & et k. 

Si on pose M = {k E $‘xy’ vérifiant (P, -P) : m C m < m), alors M est une -- 
classe d’équivalence; on dira que M est la classe polaire de K et on notera M = K*. 

Pour rn c M (qui est inclus dans S(X’ x Y’)), on definit de même les fonctions mi 
et rn, en posant 

mi = AxIAyf8m et m, = eAyrAXtm. 

On remarque facilement que mi < m,. En plus - 

ms(x, Y) = - sup{inf{m(x’, y’) : x’$Axx}:y’$Ayy} V(x,y)~xxY 

et 

mi(x7 Y) = -inf{sup{m(x’, y’) : y’ 4 Ayy} : xJ 4 AXX} V(x, y) E X x Y. 

Notons alors par AI* = K** = {Z E Rxxy vérifiant (P,-P) : mi < Z < m,}. On - - 
va prouver que cet ensemble n’est autre que l’ensemble K. 

Théorème 5. K** = K. Plus précisément si on note b = a~ k et i = ayk, alors pour 
L à M on a m, = L et mi = - k autrement dit les fonctions extrêmes 
, 

tout m appartenanl 
de h’** sont k et K. 

Preuve. Il suffit de prouver que 

(E)s = (ki)s = (m>, = ( ks>, = E et (m>i = (ki)i = (ks)i = (m)i = k* 
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D’après les notations précédentes ki = Ax$ et kS = 19Ay$; il s’ensuit les égalités 
suivantes 

(ki), = (AXA), = OAy~AxlAx~ = OAyl4 = E 

V%)s = (@AY@, = eAytAxdAy$ = 6’AyqiS = & 

(ki)i = (Ax$)i = Ax~Ay~eAx~ = AxI$ = C 

(ks)i = (@AY+)i = Ax~AydWAyqb = nx,+ = k -* CI 

4. Sous-différentiel d’une fonction qui vérifie (P, OP). 
-X 

Définition 3, (cf. [Lt]) Soient f f R qui vérifie P et x E X. 2’ E X’ est un SOUS- 

gmdient de f au point x si et seulement si A~f(x’) + f(x) = 0 et x’ $ Axx. 
L’ensemble des sous-gradients de f au point x s’appelle le sous-d#érentieZ et sera note 
Sf w 

Soit k f S(X x Y). Pour chaque y fixé dans Y (resp. x fixé dans X), la fonction x + 
k(x,y) vérifie P (resp. y -$ k(x, y) vérifie P). On notera Sxk(x,y) (resp. Syk(x, y)) 
son sous-différentiel en x (resp. en y). C’est une partie (éventuellement vide) de X’ 
(resp. de Y’). 

Définition 4. Soit k f S(X x Y). L’ensemble Sk(x, y) = Sxk(x,y) x Syk(x,y) est 
appel6 le sow-digérentieb de k au point (x, y). C’est une partie éventuellement vide de 
X’ x Y’. 

Théorème 6. Soient k c S(X x Y), g5 = Ayek et $J = Axk. 

(21, y’) E 6k(x,y) - 4(x, y’) + +(~‘,y) = 0 et (x’, y’) 6 AXX x AYY- 

Preuve. La condition nécessaire est évidente. Condition suffisante : comme x’ 4 AXX 
M x $ Ax~x’ (resp. y’ 4 Ayy M y 6 &y’), on en d6duit 0 L $(x1, y)+@, y) 
(resp. 0 5 $(x, y’) + eqx, y)>. Or 

4(x, Y’) + ti(x’, Y) = [4(x, Y’> + @k(x, Y)1 + hw~ Y) + k(x, Y)1 = 0. 
Il s’ensuit que 

+(x, y’) + Ok(x, y) = 0 et $(x’, Y) + k(x, y> = 0. 0 

Théorème 7. Soient k E S(X x Y) et m E M = AT*. 

(~‘,y’) c Sk(x, y) - (x, y) E bm(21, y’). 

Preuve. Appliquons le théor5me 4 à m. On a 

Ayf8m = + f P(X’,Y) et Ax’k = 4 E P(X,Y’). 

Comme OAyt qS = k-, A& = k et k < k C k, il s’ensuit 

(x9 Y) f 64x’, Y’) - 4;> Y>) 5 $7 Y) = 0, 2’4 Axa: et y’$ Ayy 

w ~(~,y’) + $(~‘,y) = 0, =I: 4 Ax'~' et y 4 AY~Y' 

w (x’,y’) E qx,y>- 0 

Remque 5. Quand m varie dans M = Ii’* ou k varie dans K, les fonctions 4 et $ 
ne changent pas. Par conséquent les ensembles Sk(x, y) et Sm(x’, y’) ne dépendent pas 
particulièrement de m ou de k mais des classes K et M. 
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5. Application : problème (P, -P). Dans ce paragraphe, on prendra X = Rn, X’ = 
JZm, Y = RP, Y’ = RQ 7 et on supposera que la polarité A vérifie la condition suivante : 

pour tout A inclus dans X, AXA=@ _ OE AxlAxA. 

Par convention, on posera A~44 = X et AxX = 0 (de même Ad~0 = X’ et A~IX’ = 
0) . 

À la fonction h E RXxY, On associe les deux problèmes 

CII = inf{sup{h(x,y) : y E Y} : x E X} et p = sup{inf{h(x,y) : x E X} : y E Y}. 

Le premier problème s’appelle le problème primal et le second, problème dual. 

Théorème 8. Soient $ C P(X’, Y) et 4 E P(X, Y’) mutuellement polaires. Si on pose 

t?Ayt+ = & et Axqb = & alors toutes les fonctions h de Rxxy vérijùmt (P, -P) et 
k C h 5 & ont les mêmes problèmes prima1 et dual. -m 

Preuve. Soit h : k ,< h 5 i. Comme {y @- Ayl O> = Y, on en déduit que 

4(x, 0) = AY@@, 0) = sup{h(x,y) : y 6 Ay10) = sup{h(x,y) : y f Y}- 

De même 

-+(~,y) = $A&((), y) = inf{h(x, y) : x $ AxlO} = bf{h(X~Y) : x f -V- 

Puisque 4 et $J ne dépendent pas de h, on déduit qu’elles ont les mêmes problèmes 
primai et dual. Cl 

Théorème 9. Soit k f S(X x Y). On a 

CE = /3 M ks(O,O) = ki(O,O)- 

Autrement dit, toutes les fonctions m E h’* prennent la même valeur en (0,O) E X’ x Y’. 

Preuve. Évident. Cl 

Définition 5. On dit que (a, b) E X x Y est un point de selle de h si l’on a : 

h(a, y) 5 h(a,b) 5 h(x; b) V(x, y) f X x Y 

autrement dit 

SU~{@, y) : y E Y} = h(a, b) = inf{h(x, b) : x E X}. 

Théorème 10. Soient k E S(X x Y), 4 = Ay0k et $ = Axk. (a, b) f X x Y est un 
point de selle de k e +(a,O) + +(O, b) = 0. 

Preuve. 

(a, b) est un point de selle de k 

<e sup{h(a, y) : y E Y} = h(a, b) = inf{h(x, b) : x f X} 

: m q@,O) = h(a, b) = -$J(O, b). CI 
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English extended abstract. TO any two nonempty sets X and X’ (resp. Y and Y’) we 
associate a polarity Ax : 2x -$ 2x' (resp. AY : 2y -) 2y') and denote the slices of a 
function f in RX by Txf = {z E X : f(z) 5 A} and txf = (5 f X : f(z) < A}. The 
polarity satisfies the following relation connecting the polar of the slices of f and the 
slices of its polar 

Axtxf =T-xAxf. 

We also consider a finite set P of properties which Will be determined, among other 
things, by the choice of the polarity. Let k E R* xy be a function of the two variables 
x and y satisfying (P, -P). We apply to k the operation of polar@ with respect to 

the first variable, thereby obtaining a function Axk f zx’ xy given explicitely by the 
following expression 

Axk(x’, Y) = -inf{k(x, y) : x 4 Axa’} = sup{-L(x, y) : x +! Axa'}. 

Without changing the polarity, we cari apply it to 6k = -k with to respect to the second 

variable y to obtain a function Ay8k E R* xy’ given by 

Ay6k(x, y’) = - inf{-k(x, y) : y $?! Ayfy’} = SUP{&? Y) : Y 6 Aydb 

Note that both functions Axk and AyOk satisfy (P, P). It is then natural to introduce 
a regularization operator a~ (resp. ay) with respect to x (resp. y) given by 

axk = AxlAxk (resp. oyk = AytAyk) 

and to defitie the following sets 

P(X)= {f GB*: f =AxlAxf}, 

P(X,Y) = {f f zxxy l  .bipolarf = f,ApAxf = f,AyfAyf= f}, 

S(-X x Y) = {k f xxx’ satisfying (P,-P) : oxoyk = aXk,ayaxk = ayk}. 

Let 4 f P(X, Y’) and + f P(X’, Y) be such that + is the polar of 4. We obtain 

The polar of $ is 4 since the latter is equal to its bipolar. Hence 

4 = AyBA& = AxdA&. 

Starting with 4 and $J, we cari build two functions & and &, both defined on X x Y and 
both satisfying (P, -P), by i = 6A& and & = Axqb. 

Our main results are as follows: 

Theorem 1. For everyjîxed x in X, the jùnction y + z(x, y) belungs to P(Y). 
For every jîxed y in Y, the function x --) &(x, y> belongs to P(X). 
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Theorem 2. For every k f xxxy satisfiing (P, -P) and & 5 k < &, we have 

i) axk = k and ayk = $, 
ii) Axk = $ and Ay8k = 4. 

In the following theorem we partition the functions satisfying (P, -P) into equiva- 
lente classes and characterize the extremal elements of these equivalence classes. 

Theorem 3. Let k and k’ E zxxY satisfying (P, -P). T%e relation 32 defined by 

k?RE’ M crxk=oxk’ and tryk=aykt 

is an equivalence relation and the 

h’= {k’ tg Rxxy satisfying (P, -P) : k 5 k < ic) 

is an equivalence class. 

The following results enables us to build mutually polar functions. 

Theorem 4. Let k f S(X x Y) and defie f and g by Axk and g = Ay9k. Then 
these two functions are mutually polar, Moreover, f (resp. g) is an element of P(X, Y’) 
(resp. P(X’, Y)). 

Theorem 4 bis. For every k f S(X x Y), there exist two mutually polar jùnctions q5 
in P(X,Y’) and 1c) in P(Xt,Y) such that if we let i = 8Ayq5 and k = t9A~qb then 
k < k 5 6, yxk and 6 = ayk -- 

The notion of lower polar ki and upper polar ks of a function k in S(X x Y) and 
the polar class of K denoted by M are introduced in Chapter 3 using the operator of 
partial polar@. Let k E S(X x Y). The Upper polar (resp. lower polar) of k is the 
function 

k S = OAyAxk (resp. Ici = AxAyek). 

We also Write 

M = {m f RX’ xy’ satisfying (P, -P) : m < m 5 ET} -- 

m 
li’. 

= A& and ET = OAyzC, with $ = Axk and 4 = Ay8k. M is the polar class of 
For m E M (wich is included in S( X’ x Y’)), we def!ine in a similar manner the 

function mi and m, by mi = Ap Ayl8m and m, = BA y/ Ap m. We then denote by 
M* the set M* = {Z f RXxY satisfying (P,-P) : mi < 15 m,}. We have 

Theorem 5. M* = K. More precisely, if we Write k = a~ k and k = oy k then for 
every m in M, m, = k and mi = - k. This means thatthe extremal functions of M* are 
bndk 2 

The subdifferential of a function satisfying (P, -P) is defined in Chapter 4 where 
we give a simple characterization of subgradients. Let k E S(X x Y) and denote by 
6x k(x, y) (resp. 6y k( x, y)) its subdifferential at x (resp. at y). 
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Theorem6. Letk f S(XxY), 4 = AyOk, 2c, = AxkandwriteSk(x,y) = Sxk(x, y)x 
&k(x, y). Then 

(x’, y’) E Sk(x, y) e 4(x, y’) + $(x’, y) = 0 and @‘,Y’) 4 Axx x AYy* 

Finally, in Chapter 5, we apply the above results to the characterization of the saddle 
points of a functions in the following way. 

Theorem 10. Let k E S(X x Y), q5 = A@k, $ = Axk. Z%en (a, b) is a saddle point 
of k ifand only if4(a, 0) + $(O, b) = 0. 

BIBLIOGRAPHIE 

1. M. Atteia et A. Elqortobi, Hamiltonien quasi-convexes quasi-concaves, Rech. Op&. 25 (1991), 425. 
438. 

2. P.-J. Laurent, Fonctions convexes concaves et problèmes de minimax, Séminaire $Analyse NUI& 
rique, Grenoble, 1972. 

3. J.-J. Moreau, Inf convolution, sous-additivité, convexité des fonctions numériques, J. Math. Pures 
Appl. 49 (1970), 109-154. 

4. M. Volle, Conjugaison par tranches, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 139 (1985), 279-312. 
5. -, Conjugaison par tranches et dualité de Toland, Optimization 18 (1987), 633-642. 

DÉr. DE MAThMATIQUES ET D'INFORMATIQUE 
UNIVERSITÉ DE SIIERBROOKE 
SIIERBROOKE (QUÉBEC) 

JlK 2Rl 


