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HAMILTONIEN SELON UNE POLARITE

ABDELKADER ELQORTOBI

REsUME. Pour étudier les fonctions convexes concaves, P. J. Laurent utilise dans la définition
de la conjuguée d’une fonction, une fonction de couplage qui n’est autre qu’une application
bilinéaire. Dans cet article, on montre que son point de vue peut s’orienter dans une autre
direction en choisissant adéquatement une polarité et une fonction de couplage.

ABsTrACT. To study the convex concave functions and to define his Hamiltonian, P. J. Laurent
uses a bilinear application in the expression of the function polar. We show how his work can
be extended in an other direction by choosing a polarity and a particular “couplage” function.
See the English extended abstract at the end of the paper.

1. Introduction. Considérons deux ensembles non vides X et X' (resp. ¥ et Y') et
une fonction de couplage définie dans X x X' (resp. Y x Y') et 2 valeurs dans R =
[—00, +00]. Prolongeons 1’addition 2 R de la maniére suivante : a + (+00) = 400
pour tout a appartenant 4 [—oo, 4+00] et rappelons (cf. [3]) la définition de la conjuguée

f¢€R" relativement 2 la fonction de couplage ¢ :
fé(a") = sup{c(z,2’) — f(z) : 2 € X}.

Pour étudier les fonctions convexes concaves, P. J. Laurent s’est basé sur cette définition
avec une application bilinéaire comme fonction de couplage (cf. [2]). On remarque alors
que ses travaux peuvent €tre étendus dans la voie suivante en reprenant le formalisme
introduit par M. Volle (cf. [4, 5]).

Soit Ax une polarité définie sur 2% et a valeurs dans 2X'. Ax vérifie I'égalité

suivante :
A, (U Ai) =) Ax(4:)

pour toute famille d’ensembles (4;);cr de X. La polarité duale définie dans 2%’ et 2
valeurs dans 2% vérifie :

Ax'A' = {z € X : A’ est inclus dans Axz}
ot A’ est inclus dans X' et Axx désigne le sous-ensemble Ax{z}. On obtient 1’équi-
valence suivante :
' € Axz <= z€Axiz'.
Regu le 30 novembre 1991 et, sous forme définitive, le 3 septembre 1992.
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144 Hamiltonien selon une polarité

Lopérateur D = AxAx: est un opérateur de fermeture, autrement dit Do D = D
et D(A) contient A quelque soit le sous-ensemble A de X.
Choisissons la fonction de couplage suivante :

, —o0 siz € Axiz’
c(z,2') = ]
0 sinon.

. L =X . . s
La polaire et la bipolaire de f € R* s’expriment respectivement comme suit (s’il n’y a
pas d’ambiguité sur I’utilisation du symbole A) :

Axf(z") = —inf{f(z) : 2 ¢ Axz'},

et
Ax'Ax f(z) = sup{inf{f(2): 2 ¢ Axz'} : 2 ¢ Axz}

ol Ax f(z'") (resp. Ax'Ax f(z)) désigne la fonction f¢(z') (resp. f°¢(z)). Les ensem-
bles Taf = {z € X : f(z) < A\}ettrf = {z € X : f(z) < A} sont appelés les tranches
ou les sections de f et on obtient la relation suivante :

Axtraf =T-\Axf.

On sait aussi d’aprés [4] que la fonction Ax/Ax f est la plus grande minorante de f
dont les tranches sont fermées pour Ax:Ax.

Considérons maintenant P un ensemble fini de propriétés topologiques, algébriques
ou géométriques qui en général est déterminé par le choix de la polarité. On dira alors
qu’un ensemble A vérifie P si, pour toute propriété P appartenant 3 P, A vérifie P. On
adoptera la convention suivante : X et () vérifient P.

Dans tout ce qui suit, on supposera que P vérifie les conditions suivantes :

a) quelle que soit la famille (A;);cr de sous-ensembles de X tels que A; vérifie P,
alors () A; vérifie P (stabilité pour I’intersection);
b) pour tout A inclus dans X, Ax A vérifie P.

En ce qui concere les fonctions, on dira que la fonction f vérifie P si les sections
T’ vérifient P pour tout A réel et que f vérifie —P si —f vérifie P.

Pour les fonction, les conditions précédentes deviennent :

a’) si, pour tout ¢ appartenant 4 I, la fonction f; vérifie P, alors sup f; vérifie P;
b’) pour toute fonction f de B, la fonction Ax f vérifie P.

Remarque 1. Soient P(X)={f € B : f=AxAxf} et P(X)={f € K" : f=
AxAx f}.

i) En général les propriétés de P sont faciles & déterminer. Caractérisons P(X) pour
deux polarités particulieres cf. [1,4]). Soient X et X' deux espaces vectoriels topologiques
localement convexes mis en dualité séparante par 1’application bilinéaire notée ( , ).

Premier ezemple. AxA={z' € X':2€ A = (z,2') <1} dod P(X)={f €
EX : f quasi-convexe, semi-continue inférieurement et f(0) = —oo}.

Second ezemple. AxA={z'€ X' :z€ A = (z,2') 21} dod P(X)={f €
B f quasi-convexe, semi continue inférieurement et f(uz) > f(z) pour tout (z, )
appartenant a X x [0, 1]}.
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ii) La fonction Ax fappartient 8 P(X') car AxAx'Axf = Axf.

i) f € P(X) = f vérifie P. En effet la condition b’) est vérifiée car il suffit
d’écrire f = Ax/g ol ¢ = Ax f. Pour la condition a’), il suffit de poser g = sup f; avec
f; un élément de P(X). En effet, par définition, on a toujours Ax:Axg < g. D’autre
part,

fi<g = AxAxfi=fi<AxAxg = g=supf; < Ax/Axg.

Par conséquent ¢ = Ax:Axg. En général la réciproque est fausse. En effet, prenons

X=R A ={yeR:1<L 2y, Vz € A} et f(z) = z2. On dira que f vérifie P si

T\ f sont convexes et fermés. On constate alors que AgrARgf est identiquement nulle.
Dorénavant, on appliquera la polarité uniquement & des fonctions qui vérifient P.

2. Polarité partielle. Soit k£ € EXXY une fonction de deux variables = et y vérifiant
(P, —P) c’est-a-dire pour y fixé dans ¥ (resp. = fixé dans X) la fonction %(-,y) (resp.
—k(z,-) vérifie P. On va donc procéder & certaines opérations de polarité par rapport a
la premire et la seconde variables de la maniére suivante. En appliquant I’opération de
polarité par rapport 2 la premiere variable on obtient une fonction A xk appartenant

R ¥ dont ’expression est la suivante :
Axk(z',y) = —inf{k(z,y) : = ¢ Ax:z'} = sup{—k(z,y): z ¢ Ax/z'}.

D’aprés les hypothéses précédentes, pour tout y appartenant 2 Y, la fonction A x k(-, y)
vérifie P. Comme Axk(z',-) est la borne supérieure d’une famille de fonctions qui
vérifient P, on déduit que A xk(z',-) vérifie P pourtout =’ appartenant 2 X'. En résumé,
Axk vérifie (P, P). Pour ne pas uintroduire une nouvelle polarité 2 des fonctions qui
vérifient (—P), on utilise ’opérateur d’inversion de signe 6 appliqué 2 ce type de fonc-
tions. En effet si k vérifie (P, —P), 6k vérifie (— P, P). On peut sans changer de polarité,
appliquer celle-ci 2 6k a la seconde variable pour obtenir la fonction Ay 6k appartenant

A B o s’exprimant comme suit :
Aybk(z,y') = —inf{—k(z,y) : y ¢ Ayry'} = sup{k(z,y) : y ¢ Ayry'}
L2 encore on constate que la fonction Ay 6k vérifie (P, P). Comme on a toujours
Ax Axk(z,y) < k(z,y) < 0Ay: AyOk(z,y)
autrement écrit

sup{inf{k(u,y) :u ¢ Ax:z'} : 2’ ¢ Axz} < k(z,y)
< inf{sup{k(z,v) : v ¢ Ayry'} : ¥’ ¢ Ayy}.
11 est alors souhaitable d’introduire un opérateur de régularisation.

Définition 1. Soit k € 7Y qui vérifie (P,—P). L'opérateur de régularisation ox
(resp. oy) par rapport a la variable z € X (resp. y € Y') est défini par :

ka = AXIAxk (I‘CSp. Uyk = 0AY/Ay€k).
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Remarque 2. Avec ces notations, la double inégalité précédente s’écrit
oxk < k(z,y) <oyk.

Notons par f* (resp. f**) la polair (resp. bipolaire) de la fonction f. f* est un élément
L A s’exprime comme suit :

(', y)=—inf{f(z,y): 2 ¢ Axiz',y & Ayry'}.

Désignons par P(X,Y) = {f € B**": bipolaire de f = f,Ax:Axf = f et
Ay Ayf = f}.
Soient ¢ € P(X,Y") ety € P(X',Y) telles que % soit la polaire de ¢. On obtient :

Y= Ay/0Ax0 = Ax0Ay:¢.
La polaire de 3 n’est autre que la fonction ¢ car celle-ci est égale a sa bipolaire. Ainsi
¢ = AyOAxp = Axi0Ayip.

Construisons 2 partir des fonctions ¢ et 1 deux fonctions et k définies sur X x Y et
qui vérifient (P, —P). Elles vont étre les éléments extrémes d’une classe de fonctions.
Posons k = Ay et k = Axt). Leur expression est :

k=inf{é(z,y"):y ¢ Ayy} et k= —inf{)(z',y):z ¢ Axz}.
Remarque 3. D’apres les €galités et notations précédentes, on peut aussi écrire que :
v =Axk et ¢=Aybk.

Théoreme 1. Pour tout z fixé dans X, la fonction y — k(z,y) appartient a P(Y).
Pour tout y fixé dans Y, la fonction ¢ — k(z,y) appartient a P(X).

Preuve.
oyk = 0Ay Ay Ok = Ay I Ay00Ay ¢ = Ay Ay Ay = 0Ay1¢ = k
et

oxk=AxAxk=AxAxAxp=Axp =k O

Théoréme 2. Pour tout k € B " vérifiant (P,—P) tel que k < k <k, alors :
i) oxk=ketoyk=k;
i) Axk =1 et Ay0k = ¢.

Preuve. i) Il suffit de vérifier que oxk =k et oyk = k.
oxk=AxAx0Ayvi¢=Axp =k et oyk=0AyAyv0Axp =0Ayi¢ =E.

ii) D’aprés la remarque 3, il suffit de vérifier que ¢ = Ay 6k et op = Axk. En effet
Axk = AxAxid = Axip = o et Ay0k = Ay00Ay¢ = AyAyi¢ = ¢ ce qui
acheéve la preuve. O
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Théortme 3. Soitk et k' € B vérifiant (P, —P). La relation R définie par
ERE = oxk = Jxk' et oyk= a'yk'

. . s . . - - 3y wm e =X XY . P —_
est une relanon d équivalence et le sous-ensemble K = {k € R verifiant (P, —P) :
k < k < k} est une classe d’équivalence.

Preuve. Soit k et k' deux éléments de K. D’apres le théoréme précédent ox k = oxk' =
ketoyk=oyk' =k dod kR %

Réciproquement, pour £ € K, considérons &' € B vérifiant (P,—P) tel que
kR k'. On a donc oxk = oxk' = k. Comme oxk' < k', on en déduit que k < k'
De méme, oyk = oyk' = k comme k' < oyk', on déduit que k¥ < k, En définitive
¥eK. O

Remarque 4. oxoyk =oxk=k=oxketoyoxk = oyk =k = oyk. Ces égalités
suggerent I’emploi d’un nouvel ensemble. On pose :

i

S(XxY)= ):oxovk =oxketoyoxk =ovk}.

&;
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Remargue 5. Toutes les fonctions k vérifiant (P, — P) et situées entre k et k appartien-

nent & S(X x Y'), autrement dit la classe K est incluse dans S(X x Y'). En effet, pour
k vérifiant k < k< k,ona:

O'Xo'yk=t7xl2‘=l€_=axk' et 0'y0‘xk=a’yk= k= oyk.

Théoréme 4. Soit k € S(X xY). Si on pose f = Axk et g = Ay6k, alors ces deux
fonctions sont mutuellement polaires. En plus f (resp. g) est un élément de P(X,Y")
(resp. P(X',Y)).

Preuve. On emploie la remarque 1 i). D’une part
Ax0Ay g = (AxAx)Ax0Ay g = Axoxoyk = Axoxk =Axk=f
et d’autre part
Ayb0Ax f = Ay(00Ay Ay )0Ax f = AyBoyoxk = AyOBoyk
= AyAy Aybk = Aybk = g.

Par conséquent les fonctions f et g sont mutuellement polaires.
En remarquant qu’on a aussi les égalités suivantes Ay/0Axg = fet Ax:0Ayf =g,
on déduit que

Ay Ay f = (Ay' Ay Ay )0Axg = Ay6Axg = f

et
AxiAxg=(Ax AxAx)0Ayf =Ax8Ayf=g
puis,
AxAx f=(AxAxAx)k=Axk=f
et

AyAy:g = (AyAy:Ay)ek = Ayek =4dg.
Donc f appartient 2 P(X,Y") et g appartient 4 P(X',Y). O

Nous sommes en mesure d’étudier la réciproque du théoréme 2.
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Théoréme 4 bis. Pour tout k appartenant a S(X xY'), il existe deux fonctions mutuelle-
ment polaires ¢ appartenant a P(X,Y") et ¢ appartenant a P(X',Y') telles que si I’on
pose k=0Ay:petk=Axpalorsk<k<k oxk=ketk=oyk

Preuve. La démonstration se fait en deux étapes.
a) Posons ¢ = Ay8oxk et » = Axoyk. On obtient

AXeAYl¢ = AXgAylAyedxk = Axa'yo'xk = Axayk = 1,/)
AyaAdel = AyeAxleayk = Ayeo'xayk = Ayoaxk = ¢

Par conséquent ¢ et ¢ sont mutuellement polaires et par suite en remarquant qu’on a
aussi les égalités suivantes

Ay0Axd =1 et Axb0Ayp=¢
on en déduit que
Ay Ayy = Ay Ay Dy 0Ax ¢ = Ay 00x¢ =
AxAxd=Ax1AxAx0Ay¢ = Dx0Ayd = .
En remplacant ¢ et ¢ par leur expression, on obtient
AxAxp = AxAxAxoyk = Axoyk =1
AyAy ¢ = AyAy:AybOoxk = Ayboxk = ¢

donc ¢ € P(X,Y') ety € P(X",Y).
b) Posons
oxk=k; et oyk=k,

d’aprés la remarque 5, on obtient alors
oxoyk=oxky =k, et oyoxk=oyk, =k,
D’une maniére évidente, on a :
ke <k<ky, oxk:=k; et oyky=k,.
Par suite pour tout k' appartenant & EXXY vérifiant (P,—P) tel que k; < k' < ky,ona
oxk' =k, et oyk' =k,
puis
kE=Ax=AxAxky =0xky =k,

et
k=06Ay ¢ = Ay AyOky = ovk, =k,
ce qui achéve la démonstration. O
En résumé, en combinant les théorémes 2, 4 et 4 bis, on conclut que f = et g = ¢,

autrement dit les fonctions ¥ et ¢ sont les mémes quelle que soit la fonction % prise dans
la classe L.
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3. Polaires d’une fonction qui vérifient (P, —P).

Définition 2. Soit £ € S(X x Y'). On appelle polaire supérieure (resp. inférieure) de
k la fonction
ks = 0AyAxk (resp. ki = AxAvyok)

c’est-a-dire

k(') = —suplint{k(z,9) : 2 ¢ A’} 1y ¢ Ay} W(e'y') € X' x V"
ki(z',y") = —inf{sup{k(z,y) :y ¢ Ay/y'} 1z ¢ Axiz'} V(') e X' xY".

Si on pose ¥ = Axk et ¢ = Ay6k, alors d’aprés le théoréme 4, ces fonctions
sont mutuellement polaires et appartiennent respectivement 3 P(X',Y) et P(X,Y"). On
constate alors que ks = 8Ay et k; = Ax ¢, et que ces deux fonctions appartiennent a
S(X' x Y").

Reprenons le procédé de construction du paragraphe précédent qui, a partir de deux
fonctions ¢ € P(X,Y') et » € P(X',Y) mutuellement polaires nous a permis de
construire par polarité partielle les fonctions & et k. On recommence cette construction
mais en inversant les rdles de ¢ et ¢, autrement dit on appliquera respectivement les
polarités partielles Ax et Ay 4 ¢ et 1. On posera

m=Ax¢ et m=0Ayy

avec ¥ = Axk et ¢ = Ay8k. On remarque alors que m = k; et m = k. Evidem_ment,
les fonctions m et 7 vérifient le genre de propriétés que celles vérifiées par k et k.

Sionpose M = {k € R vérifiant (P,—P) : m < m <}, alors M est une
classe d’équivalence; on dira que M est la classe polaire de K et on notera M = K*.
Pour m € M (qui est inclus dans S(X' x Y")), on définit de méme les fonctions m;
et ms en posant
m; = AX,Ay,(?m et mg = GAYIAX/m.

On remarque facilement que m; < ms. En plus

ms(z,y) = —sup{inf{m(z',y") : 2’ ¢ Axz}:y' ¢ Ayy} Y(z,y) €X xY
et

mi(z,y) = —inf{sup{m(z’,y') : ' ¢ Ayy}: 2’ ¢ Axz} ¥(z,y) € X xY.

Notons alors par M* = K** = {l € B vérifiant (P,—P):m; <1< mg}. On
va prouver que cet ensemble n’est autre que I’ensemble K.

Théoréme 5. K** = K. Plus précisément si on note k = oxk et k = oyk, alors pour
tout m appartenant @ M on a ms = k et m; = k autrement dit les fonctions extrémes
de K** sont k et k.

Preuve. 11 suffit de prouver que

(m)s = (ki)s = (M)s = (ks)s =k et (m)i = (k)i = (ks)i = (M) = k.
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D’aprés les notations précédentes k; = Ax¢ et ks = Ay ; il s’ensuit les égalités
suivantes
(ki)s = (Ax$)s = 0Ay: Ax Axd =0Ay: ¢ =k
(ks)s = (BAy¥)s = Ay Ax:0AyY = Ay ¢ =k
(k) = (Ax @) = Ax/Ay8Axd = Axip =k
(ks)i = (AYY); = Ax Ay 00Ayd = Axp = k. O

4. Sous-différentiel d’une fonction qui vérifie (P, —P).

Définition 3. (cf. [4]) Soient f € EX qui vérifie P et z € X. ' € X' est un sous-
gradient de f au point z si et seulement si Ax f(z') + f(z) = 0 et 2’ ¢ Axz.
L’ensemble des sous-gradients de f au point z s’appelle le sous-différentiel et sera noté
§f(z).

Soit k € S(X xY). Pour chaque y fixé dans Y (resp. = fixé dans X), la fonction z —
k(z,y) vérifie P (resp. y — k(z,y) vérifie P). On notera §xk(z,y) (resp. Sy k(z,y))
son sous-différentiel en z (resp. en y). C’est une partie (éventuellement vide) de X'
(resp. de Y).

Définition 4. Soit £ € S(X x Y). Lensemble 6k(z,y) = éxk(z,y) x éyk(z,y) est
appelé le sous-différentiel de k au point (z,y). C’est une partie éventuellement vide de
X' xY'.
Théoréme 6. Soient k € S(X xY), ¢ = Aybk et v = Axk.

(2',y') € 6k(z,y) <> $(z,¥') +9(z",y) =0 er (2',y') ¢ Axz x Ayy.
Preuve. La condition nécessaire est évidente. Condition suffisante : comme 2’ ¢ Axz

< z¢ Axiz' (tesp.y' ¢ Ayy < y ¢ Ay+y'), onen déduit 0 < o(z',y)+k(z,y)
(resp. 0 < ¢(z,y") + 0k(z,y)). Or

¢(z,y") +¥(2',y) = [§(z,y") + 0k(z,y)] + [¥(2',y) + k(z,y)] = 0.
11 s’ensuit que
#(z,y') +0k(z,y) =0 et ¢(a',y)+k(z,y)=0. O
Théoréme 7. Soient k € S(X xY)etm e M = K*.
(', y') € 6k(z,y) <= (z,y) € m(a’,y").
Preuve. Appliquons le théoréme 4 A m. On a
Ayibm =y € P(X'Y) et Axk=¢¢€ P(X,Y").
Comme Ay ¢ =k, Axip =k et k < k < k, il s’ensuit
(z,y) € 5m(z',y") <= d(z,y")+4(z",y) =0, 2'¢Axz et y' ¢Ayy
= #z,y)+9("y) =0, z¢Axa' et y¢Ayy
= (z',y') € bk(z,y). O
Remarque 5. Quand m varie dans M = K™ ou k varie dans K, les fonctions ¢ et

ne changent pas. Par conséquent les ensembles 6k(z,y) et ém(z’,y’) ne dépendent pas
particuliérement de m ou de k& mais des classes K et M.
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5. Application : probléme (P, —P). Dans ¢ paragraphe on prendra X = R*, X' =

Dpm V_DD VI — Pg nAcara Ana A vdrfia 1a nA+ ranta o
AL, I = s £ = 417, et on euyyuaoxa yueo xa puxa.l.uc 4 Verinne ia vuuuxuuu auxvcuuc .

pour tout A inclus dans X, AxA=0 < 0€ Ax/AxA.

Par convention, on posera Ax/§ = X et AxX =0 (de méme Ax0 =X"et Ax X' =
).

A 1a fonction k € B ¥, On associe les deux problémes
a = inf{sup{h(z,y):y €Y} :z € X} et B =sup{inf{h(z,y):c € X} :y € Y}.
Le premier probléme s’appelle le probléme primal et le second, probleme dual.

Théoréme 8. Soient v C P(X',Y) et ¢ € P(X,Y') mutuellement polaires. Si on pose
0Ay ¢ =_7c et Axip = k, alors toutes les fonctions h de RXXY vérifiant (P, —P) et
k < h < k ont les mémes problémes primal et dual.

Preuve. Soit h: k < h < k. Comme {y ¢ Ay:0} =Y, on en déduit que

#(z,0) = Ay6h(z,0) = sup{h(z,y) : y ¢ Ay/0} = sup{h(z,y) : y € Y}.
De méme

—¥(0,y) = 0Axh(0,y) = inf{h(z,y) : = ¢ Ax 0} = inf{h(z,y) : z € X}.

Puisque ¢ et ¢ ne dépendent pas de h, on déduit qu’elles ont les mémes problémes
primal et dual. 0O

Théoréme 9. Soit k € S(X xY). Ona
a=p <> k0,0) = k(0,0).
Autrement dit, toutes les fonctions m € K* prennent la méme valeur en (0,0) € X' xY".
Preuve. Evident. O
Définition 5. On dit que (a,b) € X x Y est un point de selle de h sil’'ona:
h(a,y) < h(a,b) < h(z,b) Y(z,y) € X xY
autrement dit
sup{h(a,y) :y € Y} = h(a,b) = inf{h(z,b): 2 € X}.
Théoréme 10. Soient k € S(X X Y), ¢ = Aybk er v = Axk. (a,b) € X x Y est un
point de selle de k <= ¢(a,0) + %(0,b) = 0.
Preuve.
(a,b) est un point de selle de &
<= sup{h(a,y):y € Y} =h(a,b) = inf{h(z,d) : 2 € X}
<> ¢(a,0) = h(a,d) = —9(0,b). O
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English extended abstract. To any two nonempty sets X and X' (resp. Y and Y') we
associate a polarity Ax : 2% — 2X" (resp. Ay : 2¥ — 2Y") and denote the slices of a
function fin B~ by Taf = {z € X : f(z) <A} and trf = {z € X : f(z) < A}. The
polarity satisfies the following relation connecting the polar of the slices of f and the
slices of its polar

Axtraf =T_z\Axf.

We also consider a finite set P of properties which will be determined, among other

things, by the choice of the polarity. Let & € B bea function of the two variables
z and y satisfying (P,—P). We apply to k the operation of polarity with respect to

the first variable, thereby obtaining a function Axk € EX XY given explicitely by the
following expression

Axk(z',y) = —inf{k(z,y) : 2 ¢ Axsz'} = sup{—k(z,y) : ¢ ¢ Ax:z'}.

Without changing the polarity, we can apply it to 8k = —k with to respect to the second
. . . =XxY' .
variable y to obtain a function Ay 6k € R given by

AyOk(z,y') = —inf{—k(z,y) : y ¢ Ayry'} = sup{k(z,y) : y ¢ Ayy'}.

Note that both functions A xk and Ay 6k satisfy (P, P). It is then natural to introduce
a regularization operator ox (resp. oy) with respect to = (resp. y) given by

oxk=AxAxk (resp. oyk = Ay Ayk)
and to define the following sets
PX)={f€R" : f = AxAxf},
P(X,Y)={f e B :bipolar f = f,Ax'Axf = f, Ay Ay f = f},
S(X xY)={k e B satisfying (P,—P) : oxovk = oxk,oyoxk = oyk}.

Let ¢ € P(X,Y") and ¢ € P(X',Y) be such that % is the polar of ¢. We obtain

Y =Ay0Ax¢d = AxbAy: 4.
The polar of 1 is ¢ since the latter is equal to its bipolar. Hence

¢ =Ay0Axp = Ax0Ay3.
Starting with ¢ and v, we can build two functions & and k, both defined on X x Y and

both satisfying (P, —P), by k = Ay« and k = Ax%.
Our main results are as follows:

Theorem 1. For every fixed x in X, the function y — k(z,y) belongs to P(Y).
For every fixed y in Y, the function x — k(z,y) belongs to P(X).
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Theorem 2. For every k € - satisfying (P,—P) and k < k < k, we have

i) oxk=kand oyk =k,
i) Axk = and Ay0k = ¢.

In the following theorem we partition the functions satisfying (P, —P) into equiva-
lence classes and characterize the extremal elements of these equivalence classes.

Theorem 3. Let k and k' ¢ B> satisfying (P, —P). The relation R defined by
ERE < oxk=oxk' and oyk=ovk
is an equivalence relation and the subset
K={k¢e P satisfying (P,—P): k <k <k}

is an equivalence class.
The following results enables us to build mutually polar functions.

Theorem 4. Let k € S(X x Y') and define f and g by Axk and g = AyOk. Then
these two functions are mutually polar. Moreover, f (resp. g) is an element of P(X,Y")
(resp. P(X',Y)).

Theorem 4 bis. For every k € S(X x Y'), there exist two mutually polar functions ¢
in P(X,Y') and ¢ in P(X',Y) such that if we let k = Ay:'¢ and k = 6 Ax1%) then
E<k<k =oxkand k=ovk

The notion of lower polar k; and upper polar ks of a function k in S(X x Y') and
the polar class of K denoted by M are introduced in Chapter 3 using the operator of
partial polarity. Let k£ € S(X x Y). The upper polar (resp. lower polar) of & is the
function

k‘s = 0Ay'Axk (resp. ki = AxAygk).

We also write
M={meR" ™" satistying (P,~P):m < m < m}

m = Ax¢ and ™ = OAy? with ¢ = Axk and ¢ = Ay0k. M is the polar class of
K. For m € M (wich is included in S(X' x Y')), we define in a similar manner the
function m; and mg by m; = Ax/Ay/6m and ms = Ay Ax:m. We then denote by

M* the set M* = {l € Y satisfying (P, —P) : m; < I < ms}. We have

Theorem 5. M* = K. More precisely, if we write k = oxk and k = oyk then for
every m in M, ms = k and m; = k. This means that the extremal functions of M* are
k and k.

The subdifferential of a function satisfying (P, —P) is defined in Chapter 4 where
we give a simple characterization of subgradients. Let k¥ € S(X x Y') and denote by
dxk(z,y) (resp. dy k(z,y)) its subdifferential at = (resp. at y).



154 Hamiltonien selon une polarité

Theorem 6. Letk € S(X xY), ¢ = Ay 6k, ¥ = Axk and write §k(z,y) = 6x k(z,y)x
by k(z,y). Then

(z',y') € bk(z,y) <= é(z,y)+9¥(z',y)=0 and (z',y') ¢ Axz x Ayy.

Finally, in Chapter 5, we apply the above results to the characterization of the saddle
points of a functions in the following way.

Theorem 10. Let k € S(X xXY), ¢ = Ay6k, v = Axk. Then (a,b) is a saddle point
of k if and only if ¢(a,0) + ¥(0,b) = 0.
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