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CONTINUITÉ DES MODULES DÉRIVATIONS 

DANS LES ALGÈBRES DE FRÉCHET 

M. AKKAR? E. ILLOUSSAMEN ET M. OUAD,4DESS 

RESUME. Dans ce papier, nous étudions la continuité des dérivations dans les algèbres locale- 
ment multiplicativement convexes (a.1.m.c.) de Fréchet. Nous montrons que si A est une a.1.m.c. 
de Frechet dont les idéaux bilatères fermes V&%ent certaines conditions, alors toute dérivation 
de -4 dans un -4-module de Frechet est continue (th6orèmes 1.9 et i. 11). Ces deux rkultats cons- 
tituent des extensions aux a.1.m.c. de Fréchet du corollaire 3 de W. G. Bad6 et P. C. Curtis [l] 
et du théorème 2 de N. P. Jewell 133. Nous appliquons ensuite les résultats obtenus à certaines 
a1.m.c. de Frkhet à bases. 

ABSTRACT. The purpose of this paper is to give, for Frkhet locally m-convex algebras, the 
analogues of two theorems on Banach algebras (see W. G. Bade and P. C. Curtis, Jr [l] and 
N. P. Jewell [3]). See the English extended abstract at the end of the paper. 

htroduction. Dans [l], W. G. Bade et I? C. Curtis ont montré le résultat suivant : 

Proposition ([ 1, corollaire 31). Soit A un algèbre de Banach véri$ant : 

(i) pour tout idéal bilatère fermé Iir de A de codimension infuzie, il existe une suite 
(x,-& E A telle que x,xzI, = 0 (n # m) et xz 6 .h’ (Vn); 

(ii) tout idéal bilatère de codimension finie admet une unité approchée bornée (à 
gauche ou à droite). 

Alors toute dérivation de A dans un A-module de Banach est continue. 

Signalons que les conditions (i) et (ii) ci-dessus sont satisfaites si A est une C*-algèbre 
ou si A est l’algèbre L1 (G) ou G est un groupe abélien localement compact. 

Comme il existe plusieurs exemples d‘algèbres de Frechet qui admettent des dériva- 
tions et qui ne peuvent être munies d’une structure d’algèbre de Banach, il est tout à 
fait naturel de chercher à obtenir, pour de telles algèbres, un résultat analogue à celui 
de W. G. Badé et P. C. Curtis. Dans ce sens, nous montrons que si A est une algèbre 
localement multiplicativement convexe (a.1.m.c.) de Fréchet vkifiant (i) et (ii), alors toute 
derivation de A dans un A-module de Frechet est continue. Nous appliquons ce résultat 
à une classe d’a.1,m.c. de Fréchet à bases. 

Nous examinons enfin un résultat de N. P. Jewell[3, théorème 21. Nous montrons que 
celui-ci s’étend aux a.1.m.c. de Frkhet. 
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Préliminaires. 

1. Soit A un espace localement convexe et soit (11 . ]Ii)i une famille de semi-normes 
croissante définissant la topologie de A. Si -4 est muni d’une structure d’algèbre telle 

* que Ila: .ylli 5 ~~z~~;~~yll~ pour tous x, y et tout i, on dit que A est une algèbre localement 
muZtipZicativement convexe (en abrégé a.1.m.c.). Si de plus la .famille des semi-normes 
((1 . Il& est dénombrable et si la topologie définie par ces semi-normes, est complète, 
alors A sera dite de Bréchet. 

Signalons que dans tout ce qui suit les semi-normes ( 11 - I[ i>i seront supposées crois- 
santes. 

2. Soit (A, II . 11.) 2 izl une a.1.m.c. de Fréchet et soit (X, 1. li>;>I un espace localement 
convexe avec 1 . ]i < 1 . ]j si i 5 j; X est dit un A-module de F&het a gauche s’il l’est 
au sens algébrique et si, pour tout i f IV, il existe Mi > 1 tel que 

bil ,< Mll4lilXli, CGA,XEX. 

3. so i t  (A, (II l  Il&> 
une a.1.m.c. de Frechet et soit (e&=h une suite généralisée 

d’eléments de A. ‘On dit que (ex)xc.l est une approchée à gauche bornée si, pour tout 
a f A, exa converge vers a et si supx Ile& 5 Ëci (i = 1, 2, . . . ), k; étant une constante 
qui dépend de i .  

(e&... est dite uniformément bornée s’il existe une constante k > 0 telle que 
supx Ilexlli I k 6 L 1). 

4. Soit S une application linéaire d’un espace de Frechet X dans un espace de Fréchet 
Y. On appelle espace séparateur de S, et on note a(S), l’ensemble 

a(S) = {y f Y : 3(x,)n C X telle que xn + 0 et S(Z,) + y}. 

Signalons que S est continue si et seulement si a(S) = {O} (cf. [cl). 

1. Continuité des modules-dérivations dans les algèbres de Fréchet. Soit (A, 11 11 i) i 
une a.1.m.c. de Fréchet et soit (X, II II> un espace de Banach. (X, II 11) est dit A-module 
de Banach s’il est un A-module au sens algébrique et si les applications (a: x) + a . x 
et (x, a) + x . a sont continues. Cette continuité est exprimée par : 

Il4I 2 Ii’Il40 II41 et Ibll 5 ki’ll4lio Il41 

pour un certain io et une constante IC > 1. 

Définition 1.1. Soit D une dérivation de -4 dans X et soit a f A. Posons N(a) = 
K(lla]l~, + /D(a)l1>. On définit 

1~ = {a E A : b -+ N(ab) est continue} 

IR = (a f A : b -+ N(ba) est continue}. 
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Proposition 1.2. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) aE&; 
(ii) b -3 D( ab) est continue de A dans X; 
(iii) b -$ aD( b) est continue de A dans X. 

Preuve. Puisque D( ab) = a l  D(b) + D(a) l  b, (ii) est équivalent à (iii). (i) implique 
(ii) découle de l’inégalité IlD(ab) < lV(ab), Enfin, si b -3 D(a, b) est continue, alors 
b --+ h’(llalli, + IlD(a)II> = N(a, b)l’est aussi, d’où (iii) a (i). Cl 

Remarques. 

(1) On a des propriétés similaires pour 1~. 
(2) Soit S une application linéaire continue de -4 dans A, alors SD est continue si 

et seulement si, S(a( 0)) = (0) (cf. [6] ou [8]). En particulier, si S(z) = ax, 
alors a f IL si et seulement si aa( D) = (0). 

Proposition 1.3. Les sous-ensembles IL et IR sont des idéaux bilatères fermés. 

Preuve. Il est clair que N est une semi-norme d’algèbre. Soit a E IL; comme l’appli- 
cation b + N(ab) est continue, il existe ka et i f IV, tels que IV(&) 5 k, llbl[ i, pour 
tout b f A. Donc pour tout z f A, on a N(zab) 5 N(z)N(ab) 5 N(z)k,Ilblli. D’où 
b + N(zab) est continue, ce qui donne za f IL. De même on a N(azb) 5 &IlzllJlblJi 
(b E A), d’où az f IL. Par conséquent IL est un idéal bilatère. 

Soit maintenant a f A et soit l’application linéaire S, définie par S, = aD( b) (b f A4). 
Soit (a,), une suite de IL telle que a, + a. Comme a, f IL, Sa, est continue (n = 1, 
7 J, . . . ). De plus on a 

lim S,,(b) = lim a,D(b) = (lima,)D(b) = aD(b) = Z&(b), 
n n n 

pour tout b f A. Donc S, est limite d’une suite d’applications linéaires continues et 
d’après le théorème de Banach-Steinhaus S, est continue. D’où a f IL. El 

Définition 1.4. 1~ (resp. 1~) est appelé idéal de continuiti à gauche (resp. à droite). Si 
A est commutative, alors 1~ = IR et dans ce cas l’idéal est appelé idéal de continuité. 

Remarque. Une dérivation n’est pas nécessairement continue sur IL (cf. [l, exemple 11). 
Cependant, on a le résultat suivant : 

Proposition 1.5. Si IL possède une unité approchée à gauche (ou à droite) uniformément 
humée, alors D est continue sur IL. 

Preuve. Soit (a,), une suite de IL telle que an + 0, d’après le corollaire 4.2 de [2], 
il existe une suite (bn), d’éléments de IL tendant vers 0 et un élément c f IL, tels que 
&a = cbn, ~2 = 1, 2, . . . . Ainsi D(an) = D(cbn), or c E IL, donc D@b,) -3 0. D’où 
D(an) + 0. Cl 

Nous donnons maintenant une propriété fondamentale des idéaux de continuité d’une 
dérivation. 

Théorème 1.6. Soient (yn1.n et (5n)n deux suites d’éléments de A véti@ant ynzm = 0 
(n # m). Alors il existe hT E N tel que ynzn E IL pour tout n > N. 

Preuve. Supposons que pour tout entier k il existe n 2 12 tel que YnZn $ IL. Nous 
obtenons alors deux sous-suites (y,,)k et (znk)k telles que (Ynk)k est orthogonale à 
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(r,,)k et ynk . z,, $ IL. L’application b + N(ynz&) est discontinue (n = 1, 2, . . . ), 
donc il existe zn E A tel que 

II Il xn n = 1 et N(YA~X~Z) L ~2n-JQ/n)(IJZ,Iln + 1). 

Soit 
00 

c 
ZnXn 

x= 
n-l 122n(Il472 + 1> - 

z est bien défini. En effet, pour toute semi-norme II 11 i, on a : . 00 
llznGzlli 

i 
c n2n(IlZ& + l> = n c 

llznXnlli 
00 

+c 

Ilwn ll i 
n=l = 1 722n(lIZn[]n + 1) n=i+l n2n()lZnlln + 1) 

et 

00 00 
n=i+l n2n(llZnlln + 1) ’ n c IIznz,lli 

c 
II II zn i 

i+l ?22n(llZnIIn + 1) car l’xnlli ’ ’ (n ’ i)* 
= 

Et VU que ]I&zlli L IIZnlln (72 2 9, on a 

00 
c II II G2 i Oo 1 

<>: n-i+l n2n(llz~ll~ + l> - 2” < Oo* 
- n=i+l 

Par suite, la s&ie 

c ZnXn 

n=l nZn(Ilz~ll~ + l> 

converge dans A. Soit maintenant p E N. Alors on a 

YPZPXP 

ypz = 2p(llzpllp + 1)’ 

Donc 
N(YPzPxP) 

N(Y~)N(z) 2 N(W) = 2p(Jl II + l> 2 pN(y,). 
zP P 

Comme ypzp 4 IL, yp $ IL. Donc N( yp) # 0 car sinon b + N( yp b) serait continue et 
par suite yp f IL ce qui est inexact. Nous obtenons alors 

et ce pour tout p E N, ce qui donne une contracdiction. Cl 

Remarque. Par un raisonnement analogue, on montre le même résultat pour 1~. 
Nous donnons maintenant le rhltat fondamental de cette section. 
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Théorème 1.7. Soit A une a.1.m.c. de Fréchet vérijiunt les deux conditions suivantes : 

(i) pour tout idéal bilatère fermé K de A de codimension in$nie, on peut trouver 
deux suites (y& et (z& dans A telles que ynzm = 0 (n # m) et ynzn 4 K 
(n = 1, 2, . . . ); 

(ii) tout idéal bilatère fermé de A de codimension jinie admet une unité approchée 
à gauche (ou à droite) uniformément bornée. 

Alors toute dérivation de A dans un A-module de Banach Xr est continue. 

Prewe. Soit D: A -3 X une dérivation. Comme A vérifie (i), 1~ est de codimension 
finie (théorème 1.6). Par conséquent IL admet une unité approchée à gauche (ou à droite) 
uniformément bornée. Et d’après la proposition 1.5, D est continue sur IL. Par suite D 
est continue dans A. Cl 

Dans ce qui suit, nous reprenons une technique utilisée dans [4], qui va nous permettre 
d’étendre le théorème précédent au cas d’une dérivation D d’une a.1.m.c. de Fréchet dans 
un A-module de Fréchet X. 

Soit (1 Ii)i& la famille des semi-normes définissant la topologie de X On pose 
N; = {x E X : izli = O}. Soit& = X/A$; c’est un espace normé, avec ~X+I&I; = I~ii. 
(Xi, 1 1 i) est alors un A-module normé. 

On désigne par xi son compléte. Soit l’application L de X dans n-fi définie par 
L(z) = {(z +I&)i); L est un morphisme injectif continu. Désignons par 7~ la projection 
de n x’i dans &. On a ainsi 

On vérifie facilement que 7~ oL o D est une dérivation de A dans zi qui est un A-module 
de Banach. 

Supposons maintenant que toute dérivation de A dans un A-module de Banach est 
continue. Nous obtenons alors que L o D est continue puisque ni o L o D est continue pour 
tout i f IV. Comme a(L 0 0) = L(a(D)) (cf. [6, p. 8]), on a alors que L(a(o)) = { 0). 
Ce qui donne a(D) = (0) car L est injective. D’où D est continue. On a alors le résultat 
suivant : 

Proposition 1.8. Suit A une a.1.m.c. de Fréchet. Alors les assertions suivantes sont 
équivalentes. 

(1) Toute dérivation deAdansun A-module de Banach est continue. 

(2) Toute dérivation de A dans un A-module de Fréchet est contiwe. 

Théorème 1.9. Soit A une a.l.mc. de Fréchet véri$ani les conditions (i) et (ii) du 
théorème 1.7. Alors toute dérivation de A dans un A-module de Fréchet est continue. 

Preuve. Ce résultat découle du théoreme 1.7 et de la proposition 1.8. Cl 

Nous donnons maintenant un résultat analogue au théorème 2 de [3]. Pour cela, nous 
commençons par un lemme. 

Lemme 1.10. Soient X7 un espace de Fréchet et Y un espace de Barzach et soient 
(T&zl une suite d’applications linéaires continues sur X, S une application linéaire 
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de .X dans Y, (R,J n21 et (Un )n 21 deux suites d’applications linéaires continues sur Y 
telles que : 

- ST, - RnS est continue pour tout n > I et 
- UnRI** l  Rna(S) = (0) POU~ tout n 2 1 

Alors il existe lV E N tel que UnRI l  l  l  Rn-la(S) = (0) pour tout n > N. - 

Preuve. D’après le lemme de stabilité ([8, Lemme l.la]), il existe N f N tel que 
(R 1 l  l  l  Rno( S))- = (RI l  l  l  R~u(s))- pour tout n 2 N. Donc (RI l  . l  Rno( S))- = 

(R 1 l  l  . Rn-la(S))- si n > N. Or Un est continue, donc &(RI l  l  l  Rno(S))- est 
contenu dans (UnRI l  l  l  Rna(S))- = {0}, par suite (U,R1 l  l  . &-&S))- = (0). CI 

Théorème 1.11. Soit A une a.1.m.c. de Fréchet vérifiant les deux conditions suivantes : 

(i’) pour tout idéal bilatère fermé IC de A de codimension incfinie, il existe (bn)n et 
(cn)n deux suites de A telles que Cnbl l  l  l  bn-1 4 K et Cnbl l  9 l  bn E Ii’ (n 2 2); 

(ü’) tout idéal bilatère de A de codimension #nie admet une unité approchée à gauche 
fou à droite) uniformément bornée. 

Alors toute dérivation de A dans un A-module de Fréchet est continue. 

Preuve. Il suffit de montrer que toute dérivation de A dans un A-module de Banach 
est continue (cf. proposition 1.8). Soit alors D une dérivation de A dans un A-module 
de Banach X. Si IL est de codimension infinie, alors il existe (bn)n et cn)n deux suites 
dans A verifiant cn bi l  l  l  bn,1 4 1~ et cn bl l  l  l  bn f IL. Soient T, : A + A définie 
Par T,(a) = bna et Rn, Un: S + X définies par Rn(X) = b,x et Un(x) = Cnx. 
On a DTn - RnD est continue (n E N*) puisque DT, - RnD(a) = D(b,)a., De 
PIUS UnRI *a* Rna(D) = (0) pour tout n puisque c, bl l  . l  bn E IL mais on n’a pas 
UnRI l  l  l  Rn-1 a(D) = { 0) ce qui contredit le lemme 1.10. Donc 1~ est de codimension 
finie. Et comme il est à unité approchee à gauche uniformément bombe (d’après (ii’)) D 
est continue sur 1~ (cf. proposition 1.5). Par suite D est continue sur A. Cl 

Remarque. En analysant la preuve du théorème précédent, on remarque qu’il est possible 
de l’étendre aux algèbres localement convexes métrîsables et complètes (non nécessaire- 
ment m-convexes). 

2. Applications aux a.1.m.c. à bases. En appliquant le théorème 1.7 nous obtenons : 

Proposition 2.1. Soit A une a.1.m.c. de Fréchet admettant une base (e;)i>o telle que 

CO 
c criei f A pour toute suite complexe (cy&>o. ( 1 * 
i=o 

Alors toute dérivation de A dans un A-module de Fréchet est continue. 

Preuve. Montrons que les conditions (i) et (ii) du théorèmel.7 sont satisfaites. Soit I un 
idéal ferme de A de codimension infinie. Si tous les ei sont dans I sauf un nombre fini, 
alors la codimension de 1 serait finie. Donc il existe une infinite d’éléments de la base 
(e&>o qui ne sont pas dans I. Et comme (e&>o est orthonormale, nous obtenons une 
suite(une sous-suite de (e&O) dont le carré n’appartient pas à 1. Donc la condition (i) 
du theorème 1.7 est vérifiée~Montrons maintenant que la condition (ii) est également 
verif%e. En fait, nous allons même montrer que tout idéal ferme de codimension finie 
est unitaire. 
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Soit J un tel idéal et soit F = { ei, , ei,, . . . } 1 ‘ensemble de tous les éléments de la 
base (e&>o qui sont dans J (de tels éléments existent). Considérons e = xekEF ek; 
cette sérieëst convergente puisque A vérifie (*) et comme J est fermé, e E J. Montrons 
que e est l’unit6 de J. En effet soit z = CEo aie; E J, on a zek = akek, donc si 
ek $ J nécessairement cuk = 0. Il s’ensuit alors que ez = Xe = x pour tout x f J. Cl 

Proposition 2.2. Soit A une a.1.m.c. de Fréchet à base (ei>i>o vérifiant : 

(1) eiej =ej sii 5 j; 
(2) Pi(G) # 0 et Pi(G+1) = 0 où (pi);>* est la famille des semi-normes définissant 

la topologie de A. 

Alors toute dérivation de A dans un A-module de Fréchet est continue. 

Preuve. Pour tout i, considérons ui = ei - ei+l. Il est clair que (u&>o est une famille 
orthonormale; de plus, en utilisant (2), on vérifie facilement que pour toute suite (Q& 
de C, CEo cr;ui f A. Soit maintenant z = Cz., ct!iei, alors on montre que x L 

CE, (zl ai) uk d’où (ui)i>~ est une base de A; par suite la proposition 2.1 permet _ 
de conclure. CI 

Exemple. Soit &4 = C”, l’algèbre de toutes les suites complexes. On munit A des 
opérations: 

(xn>n + (Y& = (XT2 + Y& 

(Xn)n(Yn)n = (%vn>n 

X(xn)n = (kz>7l~ 

On munit A de la topologie définie par la famille des semi-normes (p&>o 

pi((xn)72) = IXil* 

Pour tout i > 0, considerons - 

ei = (0 0 0 l,l,. . . ). 
- 

i termes 

Alors A est une a.1.m.c. de Fréchet à base (ei)i>o et qui vérifie (1) et (2) de la proposi- 
tion 2.2. 

English extended abstract. In this paper we extend to Fréchet locally m-convex algebras 
(1.m.c.a.) Corollary 3 of W. G. Bade and P. C. Curtis, Jr [l] and Theorem 2 of N. P. 
Jewell [3] conceming the continu@ of derivations. We obtain the following results: 

Theorem 1. Let A be a Fréchet 1mc.a. satisfiing the following conditions: 

(i) if h7 is a closed bi-ideal of in$nite codimension in A, then there exist sequences 
(y& (z& in A satisfying ynzm = 0 (n # m), and ynzn 4 K, n = 1, 2, . . . 

(ii) every closed bi-ideal of$nite codimension in A has a uniformly bounded lefi (or 
right> approximate identity. 

Then every derivation from A into a Fréchet A-module is continuous. 
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Theorem 2. Let A be a Fréchet 1.m.c.a. satisfying the corzdition(ii) of Theorem 1 and 
the following condition: 

(i’) if K is a closed bi-ideal of finite codimension in A, then there exist sequences 
(b,.&, (c,-& in A such that c,bl l  b,il 4 IC and cnbl l  - b, f K (n 2 2). 

Then every derivation from A into a Fréchet A-module is continuous. 

For the proof of Theorem 1 we essentially use properties of the left (or right) continuity 
ideal, while the proof of Theorem 2 relies on the properties of the separating space of 
derivations. 

. 

In the second section of the paper we apply our results in the context of some Frkhet 
1.m.c.a. with bases. 

BIBLIOGRAPHIE 

1. W. G. Badé et P. C. Curtis Jr, Z’he continuity of derivations of Banach a2gebms, J. Funct. Anal. 16 
( 1974), 372-387. 

2. P. G. Dixon, Automatic continuity of positiver functionals on topological involution algebras, 
Bull. Austral. Math. Soc. 23 (1981), 265-281. 

3. N. P. Jewell, Continuity of module and higher derivations, Pacifie J. Math. 68 (1977), 91-98. 
4. S. 1. Oummgi, Factorization and automatic continuity for an algebra of injinitely digerentiable 

functions, J. London Math. Soc. (2) 30 (1984), 265-280. 
5. J. R. Ringrose, Automatic continuity of dertivations of operator algebras, J. London Math. SOC. (2) 

5 (1972), 432438. 
6. A. M. Sinclair, Automatic continuity of Zinear operators, London Mathematical Society Lectures 

Notes 21, University Press, Cambridge, 1976. 
7. -, Homomorphism from CO(R), J. London Math. Soc. (2) 11 (1973, 165-174. 
8. M. F? T~OIIUS, Automatic continuity for hear functions intertwinning continuous linear opera- 

tors on Fréchet spaces, Canad. J. Math. 3 (1978), 518-530. 

M. kiKKAR 

u. F. R. DE MATIItiMATIQUES ET INFORMATIQUE 
UNIVERSITÉ DE BORDEAUX 1 
33405 TALENCE CEDEX FRANCE 

E. ILLOUSSAMEN ET M. OUDADESS 
ÉCOLE NORMALE SUI~RIEURE DE TAKADDOUM 
AVI~N~E OUED AKRI~U~II 
B. P. 5118 RABAT (MAROC) 


