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CONTINUITE DES MODULES DERIVATIONS
DANS LES ALGEBRES DE FRECHET

M. AKKAR, E. ILLOUSSAMEN eT M. OUADADESS

REsuME. Dans ce papier, nous étudions la continuité des dérivations dans les algebres locale-
ment multiplicativement convexes (a.l.m.c.) de Fréchet. Nous montrons que si A est une a.l.m.c.
de Fréchet dont les idéaux bilateres fermés vérifient certaines conditions, alors toute dérivation
de A dans un A-module de Fréchet est continue (théorémes 1.9 et i.11). Ces deux résultats cons-
tituent des extensions aux a.l.m.c. de Fréchet du corollaire 3 de W. G. Badé et P. C. Curtis [1]
et du théoréme 2 de N. P. Jewell [3]. Nous appliquons ensuite les résultats obtenus a certaines
alm.c. de Fréchet a bases.

ABsTrACT. The purpose of this paper is to give, for Fréchet locally m-convex algebras, the
analogues of two theorems on Banach algebras (see W. G. Badé and P. C. Curtis, Jr [1] and
N. P. Jewell [3]). See the English extended abstract at the end of the paper.

Introduction. Dans [1], W. G. Badé et P. C. Curtis ont montré le résultat suivant :

Proposition ([1, corollaire 3]). Soit A un algébre de Banach vérifiant :

(i) pour tout idéal bilatére fermé K de A de codimension infinie, il existe une suite
(z)n C A telle que 2,2, =0 (n % m) et 22 ¢ K (Vn);

(ii) tout idéal bilatére de codimension finie admet une unité approchée bornée (a
gauche ou a droite). ‘

Alors toute dérivation de A dans un A-module de Banach est continue.

Signalons que les conditions (i) et (ii) ci-dessus sont satisfaites si A est une C”—alggbre
ou si A est I’algébre L!(G) ou G est un groupe abélien localement compact.

Comme il existe plusieurs exemples d‘algebres de Fréchet qui admettent des dériva-
tions et qui ne peuvent étre munies d’une structure d’algebre de Banach, il est tout a
fait naturel de chercher & obtenir, pour de telles algébres, un résultat analogue a celui
de W. G. Badé et P. C. Curtis. Dans ce sens, nous montrons que si A est une algébre
localement multiplicativement convexe (a.l.m.c.) de Fréchet vérifiant (i) et (ii), alors toute
dérivation de A dans un A-module de Fréchet est continue. Nous appliquons ce résultat
a une classe d’a.l.m.c. de Fréchet a bases.

Nous examinons enfin un résultat de N. P. Jewell [3, théoréme 2]. Nous montrons que
celui-ci s’étend aux a.l.m.c. de Fréchet.
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118 Continuité des modules dérivations dans les algébres de Fréchet
Préliminaires.

1. Soit A un espace localement convexe et soit (|| - ||;); une famille de semi-normes
croissante définissant la topologie de A. Si A est muni d’une structure d’algébre telle
que ||z -y||; < ||lz]l:]ly]l; pour tous z, y et tout 7, on dit que A est une algébre localement
multiplicativement conveze (en abrégé a.lm.c.). Si de plus la famille des semi-normes
(Il - |I:)i est dénombrable et si la topologie définie par ces semi-normes, est compléte,
alors A sera dite de Fréchet.

Signalons que dans tout ce qui suit les semi-normes (|| - ||;); seront supposées crois-
santes.

2. Soit (A, |- [|:)i>1 une a.l.m.c. de Fréchet et soit (X, |-|;);>1 un espace localement
convexe avec |- |; <|-];j si¢ < 5; X est dit un A-module de Fréchet a gauche s’il I’est
au sens algébrique et si, pour tout z € N, il existe M; > 1 tel que

lazi| < Mil|alli|z]:;,  a€ AzeX.

3. Soit (A, (]| - ||;);) une alm.c. de Fréchet et soit (e))rea une suite généralisée
d’éléments de A. On dit que (ex)aea est une approchée & gauche bornée si, pour tout
a € A, exa converge vers a et sisup, lealli < k; ¢ =1,2,... ), k; étant une constante
qui dépend de :.

(ex)rea est dite uniformément bornée §’il existe une constante k£ > 0 telle que
supy ”8,\”5 S k (2 Z 1).

4. Soit S une application linéaire d’un espace de Fréchet X dans un espace de Fréchet
Y. On appelle espace séparateur de S, et on note o(.S), I’ensemble

o(S)={y €Y :3(zn)n C X telle que z, — 0 et S(z,) — y}.

Signalons que S est continue si et seulement si o(S) = {0} (cf. [6]).

I. Continuité des modules-dérivations dans les algébres de Fréchet. Soit (4, || ||:):
une a.l.m.c. de Fréchet et soit (X, || ||) un espace de Banach. (X, || ||) est dit A~module
de Banach s’il est un A-module au sens algébrique et si les applications (a,z) — a -z
et (z,a) — z - a sont continues. Cette continuité est exprimée par :

laz|l < Kllallillzll et [lza] < Kllalisoll=]

pour un certain 7o et une constante K > 1.

Définition 1.1. Soit D une dérivation de A dans X et soit a € A. Posons N(a) =
K(|lalli, + ID(a)l))- On définit

In ={a € A:b— N(ab) est continue}
Ir = {a € A:b— N(ba) est continue}.
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Proposition 1.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
@) a€lp;
(ii)) & — D(ab) est continue de A dans X;
(iti) & — aD(b) est continue de A dans X.

Preuve. Puisque D(ab) = a - D(b) + D(a) - b, (ii) est équivalent a (iii). (i) implique
(ii) découle de I'inégalité || D(ab) < N{ab), Enfin, si b — D(a,bd) est continue, alors
b— K(|lalli, + ||D(a)|]) = N(a,b) I'est aussi, d’od (ili) => (i). O
Remargues.
(1) On a des propriétés similaires pour Ig.
(2) Soit S une application linéaire continue de A dans A, alors SD est continue si
et seulement si, S(o(D)) = {0} (cf. [6] ou [8]). En particulier, si S(z) = az,
alors a € Iy, si et seulement si ao(D) = {0}.

Proposition 1.3. Les sous-ensembles I}, et Ir sont des idéaux bilatéres fermés.

Preuve. 11 est clair que NV est une semi-norme d’algebre. Soit a € Iy, comme 1’appli-
cation b — N(ab) est continue, il existe k, et 7 € N, tels que N(ab) < k,|[d||;, pour
tout b € A. Donc pour tout z € A4, on a N(zab) < N(z)N(ab) < N(z)k,|[b||;- D’od
b — N(zab) est continue, ce qui donne za € Ir. De méme on a N(azb) < k,||z||:||bl|:
(b € A), d’ou az € I;. Par conséquent I, est un idéal bilatére.

Soit maintenant a € A et soit I’application linéaire .S, définie par S, = aD(b) (b € A).
Soit (ay), une suite de I, telle que a, — a. Comme a, € I, S,, est continue (n = 1,
2,... ). Deplus on a

liTILn S,, (b)) = 1i111n ap,D(b) = (lirrln an)D(b) = aD(b) = S,(b),

pour tout b € A. Donc S, est limite d’une suite d’applications linéaires continues et
d’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus S, est continue. D’ota € I, O

Définition 1.4. I (resp. Ir) est appelé idéal de continuité & gauche (resp. a droite). Si
A est commutative, alors Iy, = I et dans ce cas ’idéal est appelé idéal de continuité.

Remargue. Une dérivation n’est pas nécessairement continue sur Iy, (cf. [1, exemple 1]).
Cependant, on a le résultat suivant :

Proposition 1.5. Si I, posséde une unité approchée a gauche (ou a droite) uniformément
bornée, alors D est continue sur Iy.

Preuve. Soit (a,), une suite de Iy, telle que a, — 0, d’aprés le corollaire 4.2 de [2],
il existe une suite (b, ), d’éléments de I tendant vers O et un élément ¢ € I, tels que
an = c¢cbp,m=1,2,.... Ainsi D(a,) = D(cb,), or ¢ € I, donc D(cb,) — 0. D’ou
D(a,)—0. O

Nous donnons maintenant une propriété fondamentale des idéaux de continuité d’une
dérivation.

Théoreme 1.6. Soient (yn)n et (zn)n deux suites d’éléments de A vérifiant ynzm = 0
(n #.m). Alors il existe N € N tel que y,z, € I pour tout n > N.

Preuve. Supposons que pour tout entier k il existe n > k tel que ynz, ¢ Ir. Nous
obtenons alors deux sous-suites (yn, )k €t (2, )x telles que (y,, ) est orthogonale a
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(2ny )k €t Yn, - 2n, ¢ IL. Lapplication b — N(y,z,b) est discontinue (n =1, 2, ... ),
donc il existe z, € A tel que

lznlln =1 et N(ynznwn) 2 n2"N(ya)(l|znlln + 1)-

Soit
o]
=3 L L S
el n2%(||zzlln + 1)
z est bien défini. En effet, pour toute semi-norme || ||;, on a :
oo ) =] )
) lzn@all:  _ ) lznzall: ) ll2nenll:
o2 (enlle +1) g n2%(2alle +1) L1, 727 (lznlla + 1)
et
i |l znznll; < f: Iz ]l: car Jealli <1 (0 > 0)
5 —_ nijjt = = .
2 ([l 4D 2t 02 (zalln + D)
Et vu que [[zn][i < ||zn]ln (n 2 %), on 2
o0 o0
2= l: 1
> <Y <o
n=i+1 n2"(|[znll» + 1) n=i+1 2
Par suite, la série
oo
Y T TT
et n2"(||znll» + 1)

converge dans A. Soit maintenant p € N. Alors on a

Yp2pTp

Y2 = Izl + 1)

Donc

N(pIN(2) 2 N(yp2) = a0 > pN ()

Comme y,2, ¢ Iz, yp ¢ Ir. Donc N(y,) # 0 car sinon b — N(y,b) serait continue et
par suite y, € I, ce qui est inexact. Nous obtenons alors

N(z)>p

et ce pour tout p € N, ce qui donne une contracdiction. [

Remargue. Par un raisonnement analogue, on montre le méme résultat pour Ip.
Nous donnons maintenant le résultat fondamental de cette section.
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Théoreme 1.7. Soit A une a.lL.m.c. de Fréchet vérifiant les deux conditions suivantes -

(1) pour tout idéal bilatére fermé K de A de codimension infinie, on peut trouver
deux suites (Yn)n €t (zn)n dans A telles que Ynzm =0 (n # m) et Ynzn ¢ K
n=12...)

(ii) tout idéal bilatere fermé de A de codimension finie admet une unité approchée
a gauche (ou a droite) uniformément bornée.

Alors toute dérivation de A dans un A-module de Banach X est continue.

Preuve. Soit D: A — X une dérivation. Comme A vérifie (i), I; est de codimension
finie (théoréme 1.6). Par conséquent [;, admet une unité approchée 4 gauche (ou a droite)
uniformément bornée. Et d’aprés la proposition 1.5, D est continue sur I;. Par suite D
est continue dans A. O '

Dans ce qui suit, nous reprenons une technique utilisée dans [4], qui va nous permettre
d’étendre le théoréme précédent au cas d’une dérivation D d’une a.l.m.c. de Fréchet dans
un A-module de Fréchet X.

Soit (] |s)i>1 la famille des semi-normes définissant la topologie de X On pose
N; = {z € X : |z|; = 0}. Soit X; = X/N;; c’est un espace normé, avec |z+N,|; = |z|;.
(Xi,| |;) est alors un A-module normé.

On désigne par X, son complété. Soit I’application L de X dans H.i;i définie par
L(z) = {(z+N;);}; L est un morphisme injectif continu. Désignons par 7; la projection
de H}?, dans X;. On a ainsi

A2 x LTI =R

On vérifie facilement que ;0 Lo D est une dérivation de A dans X qui est un A-module
de Banach.

Supposons maintenant que toute dérivation de A dans un A-module de Banach est
continue. Nous obtenons alors que LoD est continue puisque 7; 0L oD est continue pour
tout i € N. Comme o(L o D) = L(a(D)) (cf. [6, p. 8]), on a alors que L(o(D)) = {0}.
Ce qui donne o(D) = {0} car L est injective. D’ou D est continue. On a alors le résultat
suivant :

Proposition 1.8. Soit A une a.lm.c. de Fréchet. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

(1) Toute dérivation de A dans un A-module de Banach est continue.
(2) Toute dérivation de A dans un A-module de Fréchet est continue.

Théoréeme 1.9. Soit A une al.m.c. de Fréchet vérifiani les conditions (i) et (ii) du
théoréme 1.7. Alors toute dérivation de A dans un A-module de Fréchet est continue.

Preuve. Ce résultat découle du théoreme 1.7 et de la proposition 1.8. [

Nous donnons maintenant un résultat analogue au théoréme 2 de [3]. Pour cela, nous
commengons par un lemme.

Lemme 1.10. Soient X un espace de Fréchet et Y un espace de Banach et soient
(Tn)nZI une suite d’applications linéaires continues sur X, S une application linéaire
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de X dans Y, (Rn)n>1 €t (Un)n>1 deux suites d’applications linéaires continues sur Y
telles que :

— ST, — R, S est continue pour tout n > 1 et
— UpRy --- R,0(S) = {0} pour tout n > 1

Alors il existe N € N tel que U,R; -+ Rp_10(S) = {0} pour tout n > N.

| PR Ar -

Preuyve. D’apreés le lemme de stabilité ({8, Lemme 1.1a]), il existe N € N tel que
(Ry---Rno(S))” = (Ry---Rno(S))” pour tout n > N. Donc (R; --- R,0(S))~ =
(Ry-- Rn_la(S)) sin > N. Or U, est continue, donc Upn(R; ---R,0(S))™ est
contenu dans (UpR; - - Rno(S))™ = {0}, par suite (UpR; - - Ra—10(S))” = {0}. O

Théoréme 1.11. Soit A une a.l.m.c. de Fréchet vérifiant les deux conditions suivantes -

(i") pour tout idéal bilatére fermé K de A de codimension infinie, il existe (b, )n et
(cn)n deux suites de A telles que cpby -+~ bp—y ¢ K et cnbl ‘b, € K (n >2

(i') rout idéal bilatére de A de codimension finie admet une unité approchée sauwe

(ou a droite) uniformément bornée.
Alors toute dérivation de A dans un A—-module de Fréchet est continue.

-

Preuve. 11 suffit de montrer que toute dérivation de A dans un A-module de Banach
est continue (cf. proposition 1.8). Soit alors D une dérivation de A dans un A-module
de Banach X. Si I, est de codimension infinie, alors il existe (b, ), et c,), deux suites
dans A vérifiant cpby -+ b,y ¢ I et c,by---b, € I;. Soient T,,: A — A définie
par Th(a) = bpa et Rn, Un: X — X définies par R,(X) = b,z et Up(z) = cpz.
On a DT, — R,D est continue (n € N”) puisque DT, — R,D(a) = D(b,)a., De
plus U, R; --- Rpo(D) = {0} pour tout n puisque cpb; ---b, € I; mais on n’a pas
UnR; -+ Ra—10(D) = {0} ce qui contredit le lemme 1.10. Donc I, est de codimension
finie. Et comme il est a unité approchée & gauche uniformément bonée (d’apres (ii')) D
est continue sur I7, (cf. proposition 1.5). Par suite D est continue sur A. [

Remarque. En analysant la preuve du théoréme précédent, on remarque qu’il est possible
de I’étendre aux algébres localement convexes métrisables et complétes (non nécessaire-
ment m-convexes).

2. Applications aux a.l.m.c. a bases. En appliquant le théoréme 1.7 nous obtenons :
Proposition 2.1. Soit A une a.lm.c. de Fréchet admettant une base (e:)i>o telle que

[o <}
Z a;e; € A pour toute suite complexe (a;)i>o. (%)

=0
Alors toute dérivation de A dans un A-module de Fréchet est continue.

Preuve. Montrons que les conditions (i) et (ii) du théorémel.7 sont satisfaites. Soit I un
idéal fermé de A de codimension infinie. Si tous les e; sont dans I sauf un nombre fini,
alors la codimension de I serait finie. Donc il existe une infinité d’éléments de la base
(€:)i>o0 qui ne sont pas dans I. Et comme (e;);>o est orthonormale, nous obtenons une
suite (une sous-suite de (e;);>o) dont le carré n’appartient pas & I. Donc la condition (i)
du théoréme 1.7 est vérifiée. Montrons maintenant que la condition (ii) est également
vérifiée. En fait, nous allons méme montrer que tout idéal fermé de codimension finie
est unitaire.
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Soit J un tel idéal et soit F = {e;,,€;,,. ..} ’ensemble de tous les éléments de la
base (e;)i»o qui sont dans J (de tels éléments existent). Considérons e = 3, e
cette série est convergente puisque A vérifie (x) et comme J est fermé, e € J. Montrons
que e est I'unité de J. En effet soit = Y 0  aje; € J, on a zex = aje, donc si
er ¢ J nécessairement o = 0. Il s’ensuit alors que ex = re =z pourtoutz € J. O
Proposition 2.2. Soit A une a.lL.m.c. de Frécher a base (e;)i>o vérifiant :

(1) €i€; = €5 Sit S j;
(2) pie:) # 0 et pi(eir1) = 0 ot (pi)ixo est la famille des semi-normes définissant
la topologie de A.

Alors toute dérivation de A dans un A-module de Fréchet est continue.
Preuve. Pour tout ¢, considérons u; = e; — e;+1. Il est clair que (u;);>o est une famille

orthonormale; de plus, en utilisant (2), on vérifie facilement que pour toute suite (a;)i>o
de C, Y2, aiu; € A. Soit maintenant z = Y .o a;e;, alors on montre que T =

> o (Zf=0 a,-) ug 4’0l (u;);>o est une base de A; par suite la proposition 2.1 permet
de conclure. 0O

Exemple. Soit A = CV, I’algébre de toutes les suites complexes. On munit A des
opérations:

(xn)n + (yn)n = (xn + yn)n
(xn)n(yn)n = (-Tnyn)n
AZr)n = (AZp)n-

On munit A de la topologie définie par la famille des semi-normes (p;)i>o

Pi((zn)n) = |24l.
Pour tout 7 > 0, considérons

e,-=(0,0,...,0,1,l,...).
N, o’

i termes

Alors A est une a.l.m.c. de Fréchet a base (e;);>0 et qui vérifie (1) et (2) de la proposi-
tion 2.2.

English extended abstract. In this paper we extend to Fréchet locally m-convex algebras
(Lm.c.a.) Corollary 3 of W. G. Badé and P. C. Curtis, Jr [1] and Theorem 2 of N. P.
Jewell [3] conceming the continuity of derivations. We obtain the following results:

Theorem 1. Let A be a Fréchet l.m.c.a. satisfying the following conditions:

(i) if K is a closed bi-ideal of infinite codimension in A, then there exist sequences
(yn)n: (zn)n in A satisfying ynzm =0 (n 7é m), and Ynz, ¢ Kn=12...
(ii) every closed bi-ideal of finite codimension in A has a uniformly bounded left (or
right) approximate identity.
Then every derivation from A into a Fréchet A-module is continuous.
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Theorem 2. Let A be a Fréchet Lm.c.a. satisfying the condition(ii) of Theorem 1 and
the following condition:

@) if K is a closed bi-ideal of finite codimension in A, then there exist sequences
(bn)n, (€n)n in A such that c,by -+ - by, & K and cpby ---b, € K (n 2 2).

Then every derivation from A into a Fréchet A-module is continuous.

For the proof of Theorem 1 we essentially use properties of the left (or right) continuity
ideal, while the proof of Theorem 2 relies on the properties of the separating space of
derivations.

In the second section of the paper we apply our results in the context of some Fréchet
Lm.c.a. with bases.
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