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UN PROBLÈME DE MINIMISATION 
EN NOMBRES ENTIERS 

JEAN SAVOIE 

RÉSUMÉ. Dans cet article nous définissons une classe de fonctions et construisons un 
procédé permettant d’obtenir une borne qui accélère la solution de certains problèmes de 
minimisation en nombres entiers que l’on peut trouver par exemple dans des méthodes comme 
METRIC et MOD-METRIC qui solutionnent des problèmes d’inventaires. De plus, une ap- 
plication à un problème simple est considérée pour illustrer la méthode. 

ABSTRACT. In this paper, we define a class of functions and build a method which ac- 
celerate the solution of some minimisation problems. Some of these problems cari be found 
in methods solving inventory problems like METRIC or MOD-METRIC. F’uthermore, to 
illustrate the method we analyse a simple example. 

1. Introduction. Dans certaines méthodes solutionnant des problème d’inventaires com- 
me Metric [5] ou Mod-Metric [2], nous rencontrons des problèmes en nombres entiers qui 
peuvent se ramener à un problème de type suivant: 

f k 

(P> 

/ 

Z(1M) = min{W(no,n’) = C W&zo,ni>} 
i=l 

k 

sujet à c n; = M,ni E N, 
\ i=o 

où les fonctions W; satisfont aux conditions suivantes: 

El. Wi : N x N + W est convexe et décroissante dans sa deuxième variable. 
E2. Wi est convexe et décroissante dans sa première variable lorsque no > K où K > 0 - - 

est une constante indépendante de la deuxième variable. 
E3. Lorsque no 2 K, V& Wi(no, n;) > 0. 
E4. lim,i+oo Wi(no,ni) = 0. 

où ii = (nl,... ,nk) et oÙ v; (Ai) sont les opérateurs de différences finies ascendantes 
(descendantes), c’est-à-dire, pour f : FP+’ + R et IX: = (20,. . . , x~), 

Vif (4 - - 
f(zo 7 l 

. . f xà + 1,. . . 72,)- f( > x 7 

Aif (x) = f(x) - f (207 l l l j Xi - 1,. . . 7 Xm). 

On peut trouver explicitement dans [4] d es exemples où les conditions E sont vérifiées. 
Dans [3], page 384, le problème considéré faisant partie de la méthode METRIC possède 
les propriétés E. 
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Le problème P peut être résolu par la solution de M + 1 problèmes de la forme 

22(M, no) = min{ W(no, Z) } 

(P > 2 
k 

sujetà n;=M-no, c 
i=l 

en posant Z(M) = mino<,,<MqM, no). 
Puisque pour no fixé, W est une somme de fonctions convexes décroissantes d’une va- 

riable, il est facile de résoudre le problème P2 par l’algorithme 2 donné en appendice. En 
fait cet algorithme est basé sur le résultat suivant démontré lui aussi en appendice. 

THÉORÈME 1. G* = (n;,.. . , nl) est une solution optimale du problème p3 si et seulement 
Sl 

(1) xfzl nr = M - no, 
(2) maxl<i<k -- -VlWi(no, nr) < minl<i<k -&wi(no, nf). 

Dans cet article, nous montrons qu’il est possible d’améliorer cette façon de procéder en 
trouvant une borne B(M) < M où Z(M) = mino<,,<B(M)Z2(M, no) et donnons une façon 
de l’obtenir rapidement. Ainsi lorsque M est graid,YIous pouvons réduire de beaucoup la 
recherche du no optimal dans bien des cas. 

Dans la section 3, nous abordons un problème simple pour illustrer les résultats obtenus 
et quelques résultats numériques sont présentés. Pour des applications à des problèmes 
d’invent aires voir [ 4. 

2. Construction d’une borne . Pour x,y c N”, nous définissons 1x1 = ~~=f x; et dirons 
que x < y lorsque pour tout i, 1 < i < k, on a xi < y;. De plus, pour i, 1 < i < b, nous - - 
définissons les fonctions I?i par 

Fi(ni) = lim -v1W(no,ni) (2 1) . 
no-00 

et Tn: N” + N”, n 2 Iir sont des opérateurs où pour y = T,(z) on a que y; est le plus 
petit entier positif tel que 

F&/i) L -AoW(n, 2). 

Nous noterons par TB, l’ensemble {x E Nk ] Tri(x) 5 x}. 

REMARQUE 1. Par E3, nous avons Fi(n;) < -V1W&zo,ni) pour no 2 Ii’. Ainsi Fi(l) < 
-VrW@, 1) et par E4, lirnl+= F;(I) = 0 et Tn est par conséquent bien défini. 

Nous pouvons motiver les définitions précédentes. Si (no*, i?*) où ii* = (ny , . . . , ni) est 
une solution optimale au problème P, nous devons avoir 

-Vi Wi(n& nl> 5 -AoW(n& G*) 

avec 1 < i < Cc, car sinon W(nz - l,n;, . . . ,nT + 1,. . . ,n;) est une meilleure solution. 
Ainsi Fi(ni)-5 -Ao W(n& Z*) lorsque no* 2 K par la remarque 1. Donc 

T,&i*) 5 ii* (2 2) . 

et n’* est ainsi un élément de l’ensemble TB,;. Dans cette section nous démontrons que 
chaque ensemble TB, non vide, n 2 K, possède un plus petit élément qui sera L, et qui 
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peut être construit comme un point 
B(M) puisque les L, sont croissants 

fixe 
et 

lLl,I L 

Ll3ktME 2. si x 5 y,x,y f Nk, alOrs 

(1) pouri 2 1, V;W(n*,x) < 0, 
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de Tn. Cela nous permettra de trouver la borne 

Iii”1 = Ad - ni. 

(2) -voW(no,y) 5 -VoW(no,x) lorsque no > K. 

DÉMONSTRATION: 
(1) Par El. 
(2) Nous avons par E3, 

P-1 
VoW(no,~+p) = VoW(no,z) + C VlVoWi(n0, l +j) > VoWi(no, E). 

j=o 

De cela nous obtenons le résultat car VoW = & VoWi. El 

THÉORÈME 3. Si x,y E Nk et x < y dors pour n > K, nous avons - - 

(1) 0 5 T,(o), 
C2) Tn(x) 5 Tn(Y)9 
(3) T,(X) L Tn+l(X), 

(4) T:(o) L cl+yq, 

(5) TX4 5 T~,,(X>I 

où T;+l =TA OTn. 

DÉMONSTRATION: 
(1) 
(2) 

(3) 

(4) 
(5) 

Par 

Evident par la définition de Tn. 
Par la définition de Tn et par le lemme (2.2), nous obtenons Tri(y) 2 Tri(x) puisque 

Fi(Tn(y)i) L -AoW(n, y) 5 -AOw(n,x). 

Fi(Tn+i(x)i) 5 -A,W(n + 1,x) 5 -AoW(n,x) par convexité dans la première 
variable. Donc Tn+i(x) 2 Tri(x). 
Evident par (1) et (2). 
Supposons que TA(x) < TA+,(x), alors par la partie (2) et (3) nous avons que 
TA+l(X) 5 TnTL+l(X) < T,+lT~+l(X)* q - 

le théorème (3.4), le vecteur Ln = liml+ooTA(0) est bien défini pour n.2 K. Notons 
R(n) = ILnI+ n. 

LEMME 4. Si n 2 K et R(n) = 00, ~ORS POU~ tout i, 1 < i 5 k, (Ln)i = OO. 

DÉMONSTRATION: Supposons le contraire. Soit i tel que (Ln)i < 00. Alors -A,Wi(n, 
(Ln)i) > 0 par E2. Considérons rj, des entiers tels que 

Fj(rj) L -AOW(n, (Ln)i) L -AOw(n,Ln)* 

Alors par le lemme (2.2), pour tout Z f N, 

Fj(rj) L -a,W(n, T:(o)) 

(2 3) . 

(2 4) . 

et ainsi r 2 TA+‘(O) et R(n) 5 irl + n < 00 Cl 

Pour calculer les valeurs Ln pour n > K ou une borne B(M) rapidement, le lemme - 
suivant est utile. 
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LEMME 5. Si n > K, alors 

(1) LT2 L Lx+;, 
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(2) si S f Nk et S 5 L,, alors liml,,TA(S) = L,, 
(3) R(n) 5 R(n + 1) et l’inégalité est stricte lorsque R(n) < oo. 

DÉMONSTRATION: 
(1) Par le théorème (3.5). 
(2) Puisque 0 5 S, on a par le théorème (3.2) que TA(O) 5 TA(S) et ainsi L, 2 

liml,,Tn(S). Si IL,J = 00, par le lemme (3), (L& = 00 pour tout i, 1 C i < k, - - 
ainsi L, = limr,, T:(S) d ans ce cas. Si ILnI < oo alors S 5 T;(O) à partir d’un 
certain j, donc T:(S) 5 TA+j(O) et limr-iooTL(S) 5 L,. 

(3) Evident. Cl 

Ainsi la suite des vecteurs Ln est croissante et ces vecteurs peuvent être calculés de la 
façon suivante 

i 

lim~,,T~(O), sin=K, 

L n= liml-iooTi(Ln-l), si n > K et ILn-ll < oo, (2 5) . 

L n-17 sin>Ket ILn-lI=m. 

LEMME 6. Si TBn est non vide et n > K alors Ln est le plus petit élément de TBn. - 

DÉMONSTRATION: Si x est un élément de TBn alors Tri(x) < x. Puisque 0 < x nous avons 
par le théorème 3.2 et par la dernière inégalité que pour tout I > 0, - - 

T;(O) 5 T;(x) < x. 

Ainsi, Ln 5 x et le résultat est obtenu. Cl 
Maintenant énonçons le théorème principal 

THÉORÈME 7. 
Z(M) = min 

OLno<NW 
22( M, no) 

où B(M) = min{ I, M} et Z est le plus petit entier plus grand ou égal à K où M < R(I + 1) 

DÉMONSTRATION: Soit (no*, G*) où n’* = (nT, . . . , nk) est une solution optimale au problè- 
me P. Par le lemme 6 et (2.2) 1 ors q ue n;l: 2 K nous devons avoir que 

lLn:l I In*l- 

Ainsi, nous avons R(nG) < M et par la croissance les R(n) lorsque n croît nous avons le - 
résultat . Cl 

La borne B(M) peut être calculée par l’algorithme 1 de la page suivante. 

3. Application à un problème simple. Dans cette section nous allons tout d’abord 
donner une méthode solutionnant le problème (0) suivant pour ensuite lui ajouter une 
contrainte d’intégrité et une translation pour obtenir le problème (Q). Ce dernier problème 
a été choisi seulement dans le but d’illustrer la méthode décrite dans cet article et non 
pour une éventuelle application. Pour des exemples plus concrets voir [4]. 

LI 

(&) 
Gw) = minz $ (1+ 2) 

N 

sujet à c xi = M, xI; > 0, - 
i=O 
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I) Si M 5 K alors B(M) :=M; stop. 
2) B:=K+l, Z1 :=(O,... ,0) et total1 :=O. 
3) Trouver $ = (nf , . . . , ~:)OÙ nf est le plus petit entier tel que 

Fi(n:) 5 -AoW(B,$). 
4) totuZ2 := &nf + B. 
5) Si (totalz > M) alors B(M) := B - 1; stop. 
6) Si (total2 = totall) alors B := B + 1. 
7) totuZ1 := totulz, 9 := Z2; aller à 3. 

Algorithme 1: CaZcuZ de la borne B(M) 

où A; > 0. Pour avoir une solution optimale, elle doit être strictement à l’intérieur du 
domaine et doit satisfaire pour un certain X les conditions de Kuhn-Tucker suivantes: 

i=l 

En éliminant X et les x;, i > 1, nous obtenons - 

où 

f( > X 

xo + X;~(X~) = M 

A* 
. . 

J- 
A 1+g 

(3 1) . 

La fonction f(x) est décroissante et lim,,, f(x) = l/ C A;. Montrons maintenant qu’il 
existe une seule valeur io* vérifiant (3.1). C onstruisons une suite de nombres uk telle que 
UO = 00 et Uk+l, k 2 0 est défini comme l’unique racine positive de l’équation 

“k+l + uk+lf(uk) = M. 

Alors il est facile de vérifier que les Uk sont décroissants puisque 

2M 

uk+l = 1 + j/l + dMf(uk)’ 

De plus, en transformant l’équation (3.1), nous obtenons 

xo + xo@o) = M 
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où 

avec h(s) croissante. Ainsi il n’existe qu’une seule valeur xg solution de (3.1) et 

M = uk+l + U;+lf(Uk) 2 uk+l + Uk+lf(uk+l)* 

Par conséquent 28 = limk+&& et l’unique solution optimale peut être calculée. Main- 
tenant modifions le problème (Q) en ajoutant la condition que les xi c N et en translatant 
les variables de l’objectif de 1. Ainsi, il est facile de vérifier que les conditions E sont 
satisfaites et que le problème devient 

(Q) N 

sujet à c xx:, = M, x; f N. 
\ i=o 

Pour. utiliser les algorithmes 1 et 2, nous devons calculer les valeurs suivantes 

N 

--Aow(xo,x) = c 
A . 

i = 1 x0(x0 + l;(zi + 1)’ 

-V1W;(xo,x~) = l (l+&), (Xi + 1)(2; + 2) 

Fi(xe) = lim -v1 W;(x(-j, Xi) = 
1 

ZO*O0 (Xi + l)(Xi + 2) l 

Considérons maintenant ce problème lorsque N = 20 et A; = 2j avec i = 5j + r et r < 5. 
Nous obtenons les résultats suivants pour diverses valeurs de M. 

Il est à remarquer que la borne B(M) croît beaucoup moins vite que M, ainsi la recherche 
du x0 optimal est restreinte de beaucoup. De plus, en enlevant la condition d’intégrité au 
problème (Q) lorsque M = 120 le minimun calculé est de 3.912 ce qui est près de la valeur 
3.924 observée dans le tableau. En fait, la solution entière de ce problème est x; = 5 pour 
tout i, 1 < i < 18 et x19 = x20 - - = 6, tandis que la solution réelle est xi = vj où j est défini 
comme ci-dessus, vi = 4.722, v2 = 4.862, v3 = 5.132 et v4 = 5.640. 
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4. Appendice. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1: Supposons qu’il existe i, j tel que VIWi(no,n~) < 
A,W’(n,;n;). Alors, 

W(9-20, nf,. . . ,nf+l,... ,+l,.*. ,nE) 

= W(n*) + oiwi(m,nr> - &Wj(n,,nT) < W(n*). 

Ceci contredit les conditions d’optimalité et ainsi les conditions sont nécessaires. Main- 
tenant, soit n’ = (721,. . . , nk> satisfaisant aux deux conditions et (n;, . . . , nf) une solution 
optimale de p3 qui est à la plus petite distance K de n’ où 

k 

K = C Ini - $1. 
i=l 

Supposons que K # 0. Alors il existe i, j avec nT > n; + 1 et ng < nj - 1. Par le théorème - - 
4, on obtient 

V1 Wà(7-20, ni) = WK(m,ni + 1) 

< wb(no,nT) 

2 V1 Wj(no,nj*> - 

= Al Wj(no, nj* + 1) 

< &Wj(no, nj). - 

Ainsi par la condition 2 nous devons avoir wc(~o, ni) 

= Al Wj(no, nj> et VI Wi(no, n5) = Al Wj(no, nj*>. Maintenant définissons le vecteur 
-+** _ 72 - (nO,nT*,... ,n;*) où 

i 

72; - 1 sik=i, 
nz* = 72; + 1 si k = j, 

6 sinon. 

Alors FL** est optimal avec 
k 

CI 
72, - nT*l < K, 

i=l 

ce qui condredit l’hypothèse. Donc K = 0 et la démonstration est terminée. Cl 

De plus, du théorème précédent, il est facile de construire un algorithme donnant la 
solution au problème Pz (voir l’algorithme 2). 

1) t := 0 et n; :=0, pour tout l<i<E. 
Si (t = M - no) alors stop. - 

- 
2) 
3) Trouver i tel que -&Wi(no,ni) = max-&~(no,nl). 
4) ni :=ni+l, t :=t+l; aller à 2. 

Algorithme 2: Soldon du problème P2 
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