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INTÉGRALES DE SELBERG 
ET 

APPLICATIONS 

LAURENT HABSIEGER 

RÉSUMÉ. Nous donnons deux nouvelles applications de l’intégrale de Selberg. La première 
permet de calculer élémentairement les diamètres généralisés et transfinis d’un segment et 
d’un cercle dans le plan complexe. La deuxième permet de retrouver une expression classique 
pour les polynômes de Jacobi à partir d’une formule générale pour les polynômes orthogonaux. 

ABSTRACT. We give two new applications of Selberg’s integral. Firstly, we compute ele- 
mentarily the generalized and transfinite diameters of a segment and a circle in the complex 
plane. Secondly we establish the connection between a general formula for orthogonal poly- 
nomials and an explicit expression for the Jacobi polynomials. 

1. Intégrales de Selberg. Notons J&(t) = flIC,<j<n(tj - ti) le déterminant de Vander- 

Monde à n variables et posons W, Z,y(t) = ny=y tr=‘(l - t;)p-‘. En 1944, Selberg [S] a 
calculé l’intégrale suivante qui fournit une généralisation à plusieurs variables de la fonction 
bêta: 

Mx, Y9 4 = J n-1 qx + j-qqy + jq.((j + 1)2 + 1) 
IK(t)12zWn,r,y(t) dt = fl 

(1) 

P 11 n ) j = o r(X + Y + (n +j - l)z)r(2 + 1> ’ 
où dt désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 11”. En 1985, Aomoto [Ao] donna une nouvelle 
démonstration de (1) et montra que, pour nz 5 n, on a: 

In,rn(X, Y7 2) = J tl l l l tnz Il/n(t)12zWn,z,y(t) dt 
P 11 n 

n ‘r(z + (n - 
rI 

- ;)z + ~(i 5 ?g)qy + (n - +)r(iz + 1) - r(x + Y + (273 + i - 1)~ + x(i L m))r(x + 1) ’ 
(2) 

i=l 

où x(A) = 1 si A est vraie et x(A) = 0 sinon. 
L’intégrale de Selberg possède un champ d’applications très étendu. Elle fut utilisée 

en statistiques par Bombieri et Selberg pour prouver une conjecture de Mehta [Me], en 
physique statistique [M-D], en analyse asymptotique [C-R, Rel, Re2], en équations 
différentielles [Del, De2], en analyse statistique [A-B-J], en combinatoire pour démontrer 
certains cas particuliers des conjectures de Macdonald [Ma, Mo, Kl, K2, Hl, H2, H3, 
Z]. De nombreuses extensions ont été proposées [As, Ra, El, E2]; certaines sont reliées 
aux polynômes zonaux [F-K, Gi, T, Ri] ou polynômes de Jack [K2]. Nous nous pro- 
posons de donner ici deux nouvelles conséquences de (1) et (2), en théorie du potentiel et 
en théorie des polynômes orthogonaux. Premièrement nous utiliserons (1) pour calculer 
directement les diamètres généralisés et transfinis d’un segment et d’un cercle dans le plan 
complexe. Deuxièmement, nous utiliserons (2) pour retrouver une formule explicite pour 
les polynômes de Jacobi à partir d’une formule générale pour les polynômes orthogonaux. 
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56 Intégrales de Selberg et applications 

2. Applications en théorie du potentiel. Soit K une partie compacte de ê. Pour 
n E N*, définissons (cf. [C] p. 37) le diamètre généralisé de Ii par: 

On définit aussi, [Cl, p. 37 et [L], p. 169, le diamètre transfini de K par 

&O(K) = lim dn( K). (4) n-00 

On peut montrer que le diamètre transfini de K coïncide avec sa capacité logarithmique. 
On remarque aussi que les caractères isométrique et homothétique des formules (3) et (4) 
permettent de ramener le calcul des diamètres généralisés et transfinis d’un segment et 
d’un cercle quelconques du plan complexe au même calcul pour le segment I = [0, l] et le 
cercle C de centre 0 et de rayon 1. 

THÉORÈME 1. On a les formules exactes suivantes: 

l 2j l 

-& 

dn(I) = nj 3 (1 + l) 

j+l 

j=. (n + j - l)n+j-l ’ (5) 

&O(I) = ;7 
d,(C) = r-z”-‘, 

(6) 
(7) 

d,(C) = 1. (8) 

DÉMONSTRATION: On peut interpréter le diamètre généralisé de K comme le maximum 
d’une fonction définie sur II? Plus précisément, définissons sur Kn la fonction f(z) par 

de sorte que d,(K) = ]]f]]oo. Or il est bien connu, [Ru] p. 73, que: 

If II oo- h-n IlfllP* Pr* 
Ainsi on se ramène au calcul des intégrales multiples ]]f]lp. 

PREMIER CAS: Ii’ = I. On a alors, avec les notations introduites ci-dessus: 

IV II P= 

= In(l,l, ’ 
( 

’ 
n(n - 1) )> 

(9) 
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en utilisant (1). C omme la formule de Stirling nous donne l’équivalence r(S + l)l/’ N s/e 
lorsque s tend vers l’infini, nous avons donc, lorsque p tend vers l’infini: 

Ilf IIP N ” 
j=O 

(~#$5@wE)~ 
n(n-1)e 

((n+j-l)p)~( 
n(n-1)e 

-+$)7h 
e 

-( n-l II j2j(j + l)j+l h 

j=. (n + j - l)“+j-l 
)  

l 

On obtient ainsi (5), g râce à (9). On en déduit aussi que: 

- - .(,' l) ?[2j log(j) + (j + +g(j + 1) - (n + j - 1) log(n + j - i>] 
j=O 

- - 
log(n!) + 1 n4 2j 

n(n - 1) n-l c[ 
-~og(J)+~~og(J+l)-(l+~-l)log(l+~-l 7 

j=O 
n n n n n n >1 

ce qui montre que 

lim log(d,(l)) = 0 + 
n-00 J l(2xlog(x) +xlog(x) -(l+x)log(1 +x))dx 

0 

=3 ( 
X2 X2 

1 
+)g(x) - 4’ 

)l ( 

X2 
- Flog(x) - v 

0 > 

= -2 log(2). 

On trouve ainsi d,(l) = $. 

DEUXIÈME CAS: Ii’ = C. Suivant la méthode et les notations précédentes on a: 

llf II P= 

0 I r e2nia - e2rriP12 = (1 _ e2ni(awP))(1 - e2m;(P-a)) nous donne* . 

IV II n = 24 > 2 

1 

(J J 
1 

. . . 
rI ( 

1 _ e2ri(ej -ek))P de 

0 ’ l<j#kSn 

pour p entier. Interprétons maintenant Jl v(e2”ie) d0 comme le terme constant CT, d’un 
polynôme de Laurent ‘~(XI,. . . , xn). Ceci nous permet d’écrire: 

Ilf II pn(n-1) = 

1 

-7-J 2P ; 

. 
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Généralisons analytiquement la notion d’intégrale aux polynômes de Laurent en con- 
venant que Jo1 tmB1 dt = $ pour rn f ê”. Avec ces notations on vérifie que CT, = 

lim e-+OE 0 S ’ t &-$(t)dt, p our tout polynôme de Laurent cp. Ainsi on a: 

= (-l)‘(;) lim E”In(& - (n - l)p, 1,p) 
EhO 

- 1 - j)JF(l+ jp>r((j + l)P + 1) 
r(1 + h$(P + 1) 

7 
j=O 

car la formule (1) s’étend analytiquement à des valeurs complexes de x. Comme on sait 

que lime+0 eI’(e - n) = 9, pour n E N, on a donc: . 

Cette dernière formule est un cas particulier de la conjecture de Dyson [Dy] démontrée 
par Good [Go]: 

CT n ai = (al +***+an)!a 

l<i#j<n 
Ui!...U,! 

Toutefois notre preuve ne s’étend pas pour démontrer la conjecture de Dyson car on ne 
connait pas de généralisation utilisable de l’intégrale de Selberg. 

On a donc prouvé que 

Ilf II . 

En utilisant à nouveau la formule de Stirling pour p tendant vers l’infini on trouve 

Ilf Ilo0 = n * . La formule (7) est donc valide et la formule (8) s’en déduit trivialement. 0 

3. Application aux polynômes orthogonaux. Soit C une forme linéaire sur l’espace 
des polynômes à coefficients complexes, définie par ses moments Cn = C(Xn), pour n E &J. 
On pose 

c 0 Cl . . . c n 

Dn(X) = i : l e i 
c n- 1 Cn l ** C2n-1 

1 x . . . xn 

et 

Cl 

c n+l 

C n 

On sait (cf. [Sz], p. 25-27) q ui si Dn est non nul pour tout n, il existe une unique suite 
orthonormale de polynômes { P,(X)}nEN donnée par les formules 

. . 

. . . c 2n 

. (10) 

Pn(X)=(D,D,-1)-'D,(X), pour n f N. (11) 
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De plus, en utilisant (10) et en y interprétant les C; comme des moments, on a 

Dn(X) = -$c fi(x - Xà)V~(X) ) . ( i=l ) 

(12) 

où on a étendu C par linéarité à ~[XI,. . . ,x~] en convenant que C(xfl,. . . XE~) = C,, . . . 
C Q!n’ 

Plaçons-nous maintenant dans le cadre particulier où C est définie par 

r@+B) l 
C(f) = r(,)r(p) o J 

fW -l(l - x)~-~ dz. (13) 

On vérifie sans peine à l’aide de (13) et d e a 1 f ormule d’Euler pour la fonction bêta, que 
les moments sont donnés par la formule 

( 1 an 

cn = (a72 + pn)n’ 

où on a utilisé la notation de Pochhammer (a), = a(a + 1). . . (a + n - 1). On sait aussi que 
les polynômes de Jacobi {~~~Y”(x)}n~N forment une famille de polynômes orthogonaux 
pour C. On rappelle une définition des polynômes de Jacobi: 

p(cum = x1-“(1 - x>‘-p dn [xn+a-l(l - 
n nl . dX 

. 
n 

qn’p-l] (14) 

On peut alors se demander quelles relations existent entre les polynômes Pn( X), Vn( X) 

et Pn*“‘(X). L a re ‘p onse est fournie par le théorème suivant. 

THÉORÈME 2. Les formules suivantes sont valides: 

Dn(X) = (-1 

Dn 

pn(x) - - ( - 
(a + P)n-1 

ljnn!(Q! + P)2n-1 

)n fi W4P)n-ii! ~(a$)(~) 

i=l (& +P)2n-i n ’ 

-  -  
”  (4j(P)jS 

j o (a + B)n+j-1 ’ 

(  

(nc - 1), (a),-1 (P>n-1 (a + @n-2 

l (Q! + P)Zn-2(a + P)2n-3 > 

L 
2 

PpyX). 

DÉMONSTRATION: En développant n~=r(X - xi> dans (12) et en utilisant (13) on trouve 
pour Dn(X) 1 a représentation intégrale suivante: 

n 
- - 

c 
X” 

k=O 

( 1) n-k - 

W . n- . Ic)’ 
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Utilisons maintenant (2) pour calculer ln,n-&, B, 1): 

Dn(x> 
n 

n - 
rI 

F(a + n + i + X(i 2 n - k))r(@ + n - i)l?(i + l)F(a + p) - 
c 

xk c-l)“-” 

k=o 
4 

l n -  
-Y 

l i=l 

r(a+p+ 2n -i- 1 +x(i 2 n -k)>r(2>r(~~>r(p> 

= (-l)” g 

n (Ql)n-i(B)n-ii! 2 (-X)” 

(a + p)fi?n-i kEo k!(n - ‘)! 
(a + p + 2n - i - 1) j&! + n - i). 

i=l 

Il reste donc à prouver que la somme écrite ci-dessus coïncide avec les polynômes de 
Jacobi tels que définis par (14). Développons (14) suivant la formule de Leibniz: 

P’aqx) n 

- - 

- - g;~;~)(“‘~-‘)(-x)k(l-x)n-k 

= CTt-“(l + t(l - x))n+a-l(l - tx)n+B-l 

= CTt-“(t + 1 - tX)n+a-l(l - tX)“+‘-1 

= CTt-“x k>o (n+; - y”(1 _ tX)2n+a+P-2-k 

- 

n+a-1 n - - 
n-k 

+ Ic + ; + p - “> (-x>k. 

Cette dernière expression de PLaIp) (X) est bien celle recherchée, ce qui prouve (15). 
D’après (lO), D n-1 représente le coefficient de Xn dans Dn(X). En utilisant (15) et la 
dernière expression de Pn <a,B’(X) on trouve: 

n (a)n-i(&-ii! 
Dn = (-l)n g (Cl! + p)2n-i ( 

n 2n+crfP-2 
- 1) ( n > 

- - nfil n (Ck)j(/?)jj! n-1 

j=O 
(a + B>n+j H(a + P + n + j - 11) 

j=O 

ce qui donne (16). La formule (17) se déduit alors aisément de (15), (16) et (11). CI 

On remarque que (17) fournit la constante de normalisation des polynômes de Jacobi. 
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