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INTEGRALES DE SELBERG
ET
APPLICATIONS

LAURENT HABSIEGER

RESUME. Nous donnons deux nouvelles applications de 'intégrale de Selberg. La premiére
permet de calculer élémentairement les diameétres généralisés et transfinis d’un segment et
d’un cercle dans le plan complexe. La deuxi¢éme permet de retrouver une expression classique
pour les polynémes de Jacobi & partir d’une formule générale pour les polynémes orthogonaux.

ABSTRACT. We give two new applications of Selberg’s integral. Firstly, we compute ele-
mentarily the generalized and transfinite diameters of a segment and a circle in the complex

plane. Secondly we establish the connection between a general formula for orthogonal poly-
nomials and an explicit expression for the Jacobi polynomials.

1. Intégrales de Selberg. Notons Va(t) = [[;<;<j<n(tj — ti) le déterminant de Vander-
Monde & n variables et posons W, ,,,(t) = [[ie, t¥72(1 — t;)¥~1. En 1944, Selberg [S] a

=1
calculé I'intégrale suivante qui fournit une généralisation & plusieurs variables de la fonction
béta:
[ Dot izl +§2)0(G + Dz + 1
MNz4+y+(n+j-1)2)0(z+1) "’

L(z,y,2) = / IO W0t = 1)

ou dt désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1]*. En 1985, Aomoto [Ao] donna une nouvelle
démonstration de (1) et montra que, pour m < n, on a:

L m(z,y,2) :/ t1 oo tm| V()2 W 2y (2) dt
[

n

_ H Mz+(n—1iz+x(t<m))I'(y+(n—1:)2) iz +1)
w7 Te+y+@n+i-1)z+x(@ <m))l(z+1)

) (2)

ou x(A) =1 si A est vraie et x(A) = 0 sinon.

L’intégrale de Selberg posséde un champ d’applications trés étendu. Elle fut utilisée
en statistiques par Bombieri et Selberg pour prouver une conjecture de Mehta [Me], en
physique statistique [M-D], en analyse asymptotique [C-R, Rel, Re2], en équations
diftérentielles [Del, De2], en analyse statistique [A-B-J], en combinatoire pour démontrer
certains cas particuliers des conjectures de Macdonald [Ma, Mo, K1, K2, H1, H2, H3,
Z). De nombreuses extensions ont été proposées [As, Ra, E1, E2]; certaines sont reliées
aux polynémes zonaux [F-K, Gi, T, Ri] ou polynémes de Jack [K2]. Nous nous pro-
posons de donner ici deux nouvelles conséquences de (1) et (2), en théorie du potentiel et
en théorie des polynémes orthogonaux. Premiérement nous utiliserons (1) pour calculer
directement les diametres généralisés et transfinis d’un segment et d’un cercle dans le plan
complexe. Deuxiémement, nous utiliserons (2) pour retrouver une formule explicite pour
les polynémes de Jacobi & partir d’une formule générale pour les polyndmes orthogonaux.
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56 Intégrales de Selberg et applications

2. Applications en théorie du potentiel. Soit K une partie compacte de C. Pour
n € N*, définissons (c¢f. [C] p. 37) le diamétre généralisé de K par:
1
®
dn(K) = sup H |zi — zj] . (3)
21,2 €K 1<i<j<n
On définit aussi, [C], p. 37 et [L], p. 169, le diamétre transfini de K par

doo(K) = lim_du(K). (4)

On peut montrer que le diamétre transfini de K coincide avec sa capacité logarithmique.
On remarque aussi que les caractéres isométrique et homothétique des formules (3) et (4)
permettent de ramener le calcul des diameétres généralisés et transfinis d’un segment et
d’un cercle quelconques du plan complexe au méme calcul pour le segment I = [0,1] et le
cercle C de centre 0 et de rayon 1.

THEOREME 1. On a les formules exactes suivantes:

1

n—1 2 +1 =0
i(G+ 1)]
H (n +] — 1)n+] 1 ’ (5)
1
deolI) = 7, (®)
dn(C) = n=T (7)
=(C)=1. (8)

DEMONSTRATION: On peut interpréter le diamétre généralisé de K comme le maximum
d’une fonction définie sur K. Plus précisément, définissons sur K" la fonction f(z) par

1
)
fy= I l=-al ,
1<i<j<n
de sorte que dp(K) = || f|lco- Or il est bien connu, [Ru] p. 73, que:
Iflloo =l 111 o)

Ainsi on se ramene au calcul des intégrales multiples || f]|,.

PREMIER CAS: K = I. On a alors, avec les notations introduites ci-dessus:

||f||p~/ [ I rt—tﬁdt

1<i<j<n

- (ro )

1
(n L T(1+ 52y )2T(1 + 20 ) !

=0 1'(2 + (':;(Fi Rp)r(l + 7i=ny)

7=0
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en utilisant (1). Comme la formule de Stirling nous donne 1’équivalence I'(s 4 1)!/% ~ s/e
lorsque s tend vers I’infini, nous avons donc, lorsque p tend vers ’infini:

. 2j j+1
e, (n(n l)e)n »t (n(g:l;;)e)" mot
11l ~ T

+j—1 711—7
]=0 ((:(n]—l))ep)n n-1 ( (n 1) )n(n—li
D)

n—1 95y . 4
I 75+ 1y
CESESVE

On obtient ainsi (5), grace a (9). On en déduit aussi que:

log(da(1))
n—1
= ﬁ Z[2j10g(j) + (G +1)log(j +1)— (n+37 —1)log(n + j — 1)]

=nl§§(.r_l'1)) n_li[]lg )+Jlo( )_(1+__)1 (1+-—)]

ce qui montre que

1
Jiir;olog(dn(l)) =0+ /0 (2zlog(z) + zlog(z) — (1 + z)log(1l + z)) dz

1
z? 22 -1 z? z? -1
=3 (s - ") | - (Froste- T

0
= —2log(2).

1

0

On trouve ainsi deo(I) = +

DEUXIEME CAS: K = C. Suivant la méthode et les notations précédentes on a:

!f”p — / / | 2mif; e27ri0k|(§_5 do
0

1<]<k<n

Or |e?mia _ 2mifB|2 — (1- 2""A("_ﬁ))(l - eZ"i(ﬂ”")) nous donne:

1
2pg

1 llzp(p) = / /0 [ -ty g

1<j#k<n

pour p entier. Interprétons maintenant fol ©(e2™%) df comme le terme constant CT,, d’un
polynéme de Laurent ¢(z1,...,z,). Ceci nous permet d’écrire:

z:\7\ >
Iflpan-1y = [ CT ] (-;’)
1<j#k<n k
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Généralisons analytiquement la notion d’intégrale aux polynémes de Laurent en con-
venant que fol tmldt = # pour m € C*. Avec ces notations on vérifie que CT, =

lim._o€ fol t*~1p(t) dt, pour tout polyndéme de Laurent ¢. Ainsi on a:

ct ] (1— z—)p

1<i#j<n

1 ti\’
l<z#]<n

= (1) )l%s / /Ht —(=Dp=ly ()2 gy

= (=1)") lim e" In(e — (n — 1)p, 1,)

_ » (e — (n—1—7)p)I(1 + jp)D(G + Lp + 1)
= (1 )hme H F(1+jp)T(p+1)

7=0

car la formule (1) s’étend analytiquement a des valeurs complexes de z. Comme on sait
=y

n!

cr I (l_m_f)”;ﬁ((ul)p)! _ o)

Ip! |
1<i#j<n i = Pt p"

que lim. o el'(e — n) = , pour n € N, on a donc:

Cette derniére formule est un cas particulier de la conjecture de Dyson [Dy] démontrée

par Good [Go]:
2\ % .. !
cr ] (1_$1> =(a1+' +C:n)'-
o Ty aj:...0an:
1<i#j<n

Toutefois notre preuve ne s’étend pas pour démontrer la conjecture de Dyson car on ne
connait pas de généralisation utilisable de 'intégrale de Selberg.

On a donc prouvé que
(pn)! | =
s = (5 -

pl*

En utilisant & nouveau la formule de Stirling pour p tendant vers 'infini on trouve
1
|| flloo = n7=1. La formule (7) est donc valide et la formule (8) s’en déduit trivialement. [J

3. Application aux polynémes orthogonaux. Soit C' une forme linéaire sur ’espace
des polynomes a coefficients complexes, définie par ses moments C, = C(X"), pour n € N.
On pose

Co Cl Cn CO Cl Cn

Dn(X) = cE o cE e Da=|. . | (0
n—1 nooees 2n—1 . . .
1 X .. Xv Co Cuti ... Con

On sait (¢f. [Sz], p. 25-27) qui si D, est non nul pour tout n, il existe une unique suite
orthonormale de polynémes {P,(X)}.en donnée par les formules

Po(X) = (DpDp-1)"2Dn(X), pourn € N. (11)
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De plus, en utilisant (10) et en y interprétant les C; comme des moments, on a

D.(X) = =C (H(X - w.-)v,?(x)> : (12)
=1

ou on a étendu C par linéarité & C[z1,..., 5] en convenant que C(z7*,...25") =Cl, ...
Ca,-
Plagons-nous maintenant dans le cadre particulier ou C est définie par
I(a +B) /1 -1 -1
C(f)= ————=% | f(z)z*7}(1 -2z)’dz. 13
(=t [ f@eta-2) (13)

On vérifie sans peine a ’aide de (13) et de la formule d’Euler pour la fonction béta, que
les moments sont donnés par la formule

(2)n
(Ot,, + ﬂn)n ’

n =

ou on a utilisé la notation de Pochhammer (@), = a(a+1)...(a+n—1). On sait aussi que

les polynémes de Jacobi {P,(,a’ﬂ )(x)}neN forment une famille de polynémes orthogonaux
pour C. On rappelle une définition des polynémes de Jacobi:

X1-o(1 - X)!1-A gn

(a’ﬂ) —
Py - n! dXxn

[xPrerti( — X)mtA1] . (14)

On peut alors se demander quelles relations existent entre les polynomes Pp(X), Vo (X)

et P{P )(X ). La réponse est fournie par le théoréme suivant.

THEOREME 2. Les formules suivantes sont valides:

b, = [T Pie=tre oo )
oo TR

ng @t Bnr (1 (@n-1(B)n-1(a + B)n * s
Pa() = (Pt et (- Pt P ) e 0 1)

DEMONSTRATION: En développant [}, (X — ;) dans (12) et en utilisant (13) on trouve
pour D,(X) la représentation intégrale suivante:

Dn(X)

=zn:X'°(;%z:k(n) [r(z);(g)] / /“" [T o870 = Vo)

=1
Y e GO [ )
- 2y (g o8
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Utilisons maintenant (2) pour calculer I, ,—k(a, 3,1):

Dn(X)

x* (=1)n=k H MNa4+n+i+x(@E <n—-k)'B+n-)lE+ 1) (a+p)
kl(n — )' Na+p+2n—i—-14 x(i <n—k))I(2)T(a)l(B)

A)p—ilP)n ﬂl
)nH((‘)ﬂwa(ﬂﬂan, Zk'(n )k)v H (Ol+ﬂ+2n—z—1)I'I(a{_}_n__2

t=n—k+1

Il reste donc & prouver que la somme écrite ci-dessus coincide avec les polynémes de
Jacobi tels que définis par (14). Développons (14) suivant la formule de Leibniz:

P (X)

_ XX Z (Z)(—l)" (" e 1) (n— k)!

n! n —
k=0

X (" + f - 1) kIXkre=l(q — x)nth-1+k

=kZ:%(n:fgl)(n+f_1)(—X)’°(1—X)""°

=CTt (1 +¢t(1 - X))"t*"1(1 - tX)+h-1
=CTt "t +1—tX)"te1(1 —¢tX)th-1
—n n+a-—1\, Inta+tf—2—k
=CTt -
C > ( L )t (1-tX)

k>0

ST e

Cette derniére expression de Pna’ﬂ)(X ) est bien celle recherchée, ce qui prouve (15).
D’apres (10), D,y représente le coefficient de X™ dans D,(X). En utilisant (15) et la

derniére expression de P{*# )(X ) on trouve:

D, = (_l)n H (Ol)n '(ﬂ)n i! ( l)n (2n + a:ﬂ - 2)

(o + B)an—i
1;[ ((SL(ﬂ))n_H (a+ﬂ+n+_7 - 1)a

7=0

ce qui donne (16). La formule (17) se déduit alors aisément de (15), (16) et (11). O

On remarque que (17) fournit la constante de normalisation des polynémes de Jacobi.
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