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LA FORMULE DE LERAY-SCHAUDER POUR 
L’INDICE D’UNE FONCTION MULTIVOQUE 

CONTINÛMENT DIFFÉRENTIABLE 

GILLES FOURNIER ET DONALD VIOLETTE 

RÉSUMÉ. Ce travail a pour but de démontrer la formule de Leray-Schauder pour le cal- 
cul de l’indice de point fixe en un point fixe isolé d’une fonction multivoque continûment 
différentiable. Toutefois, certaines conditions s’ajoutent à celles qui sont nécessaires pour le 
cas univoque: la stricte convexité de l’espace; la convexité de l’image de la fonction et des 
images de la différentielle au point fixe isolé. 

ABSTRACT. The point of this work is to prove the Leray-Schauder formula giving the 
fixed point index of an isolated fixed point of a multivalued continuously differentiable map. 
Unfortunately, some conditions are added to those needed for the singlevalued case: the strict 
convexity of the space; the convexity of the image of the map and of the images of the 
differential at the isolated fixed point. 

0. Introduction. Dans [5] les auteurs ont donné une définition d’application multivoque 
différentiable, différente de celles déjà considérées dans le passé [l, 2, 7, 101. Nous y avons 
montré un théorème de la moyenne et, encore mieux, un théorème du reste pour ces fonc- 
tions différentiables. De plus ces fonctions continûment différentiables, si elles possèdent 
une décomposition acyclique et sont soit compactes, soit compactifiantes ou soit possèdent 
une itérée condensante, satisfont les conditions pour l’existence de l’indice de point fixe 
défini en [4]. 

Dans ce travail nous obtiendrons, pour ces applications, la formule de Leray-Schauder [8] 
pour le calcul de l’indice en un point fixe isolé, d’une fonction continûment différentiable. 
Toutefois, en plus d’une petite variation de la condition habituelle (que la différentielle au 
point fixe ne possède pas la valeur propre l), nous devons exiger pour le cas multivoque la 
convexité de l’image de la fonction en x ainsi que des images de la différentielle en z. De 
plus, l’espace de Banach devra être strictement convexe. 

1. Notation et préliminaires. Soient E et F deux espaces de Banach réels. Dans cet 
article, toutes les fonctions multivoques T: E + F sont telles que T(z) est compact, Vz E 
E. On dit que T est semi-continue supérieurement (s.c.s.) dans E si pour tout ouvert 
V dans F, l’ensemble T-l(V) = {z E E 1 T(z) c V} soit une partie ouverte de E. On 
dit que T est semi-continue inférieurement (s.c.i.) dans E si pour tout ouvert V dans F, 
l’ensemble {z f E 1 T(z) n V # 0) es une partie ouverte de E. Si T est à la fois S.M. et t 
s.c.i. dans E, alors elle est continue dans E. 
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36 La formule de Leray-Schauder pour l’indice d’une fonction multivoque 

PROPOSITION 1.1. Si T: E + F est s.c.s., l’image T(K) = &&‘(x) d’un compact K de 
E est aussi un ensem bfe compact. 

DÉMONSTRATION: Voir [6]. CI 

Soient T: E + F et T’: F + F’ deux fonctions multivoques s.c.s., la composée T’ o T 
est s.c.s.. Notons Tn = T o .;* o 7 la nième itérée de T: E -3 E. Un point x f E est appelé 

n fois 
un point fize de T si x E T(z). U ne fonction S.C.S. T: E + F est acyclique si pour chaque 
z f X, T(x) est acyclique par rapport au foncteur homologie de Cech H à coefficients 
rationnels, c’est-à-dire que T(x) est non vide, &(T(x)) z Q et ~&(T(X)) = 0 quel que 
soit 4 > 1. 

Une fonction T:E + F est dite homogène si T(cx) = CT(X) quelque soit x E E et 
et c E R. T est dite demi-kinéaire positive si T(CyCl &xi> c ÇrEI t;T(xi) quel que soit 
x; E E, t; > 0 X;=l t; 5 1. Dans ce cas, T(0) = 0 et T(coA) c COT(A) où coA est 
l’enveloppe convexe de A c E. Un scalaire X f R est une vuleur propre de T s’il existe 
x E E (un vecteur propre associé à A) tel que Xx E T(x). Soit F(E) l’ensemble de toutes 
les parties fermées non-vides de E. Notons dH la métrique de Hausdorff sur .F( E). Nous 
écrivons IlAIl au lieu de d&A, 0) = sup{Ilall:a E A}. N ous avons les propriétés suivantes. 
Soient A, B, C, Ai et B; des parties fermées et bornées de E. 

(1.2) d&tA, tB) = Itl d&A, B) = Itl d&A + C, B + C) pour tout t E W. 
(1.3) Si d&A;, Bi) < E quel que soit i = 1,. . . ,n, alors d&J~clA~,U~clB~) < c. 
(1.4) N,(coA1) = - 

- 
CO NE, quelque soit E > 0. 

Mentionnons que dans cet article, nous utiliserons la notation A N B (A égale B à & 
& 

près) pour signifier que d&A, B) < C. 
Pour chaque A c X, la mesure de non-compacité r(A) de A (due à Kuratowski) est le 

nombre 

7(A) - - inf{ r > 0 1 il existe un recouvrement fini de A par 

des parties dont le diamètre est inférieur ou égal à r}. 

Pour les propriétés suivantes. on peut consulter M. 

(15) . 
(16) . 
(1 7) . 
(18) . 
(191 

(li0) 

0 L j(A) L S ( A )  

I  A  L J 

où S(A) est le diamètre de A. 
Si A c B c X, alors y(A) 5 y(B). 

T(A u B) = max{y(A), y(B)], Y(A + B) L r(A) + 7(B) et 7(N,(A)) L 7(A) + 2c 
dco A) = 7(A)* 
r(A) = 0 si et seulement si A est relativement compact. 
Si I& 3 Kz > . . . Kn > . . . où Icn est fermé quel que soit n et si lim,,, r(Icn) = 0, 
alors I-cm = n;?, K, est compact et pour chaque voisinage V de Ii’,, il existe un 
entier nV tel que K, C V quel que soit n 2 nv. 

DÉFINITION 1.11. Une fonction multivoque S.C.S. T: X + X, où X est un espace de 
Hausdorff, est condensunte s’il existe r < 1 tel que ?(T(A)) < ry(A) quel que soit A 
une partie bornée de X. Si U est une partie ouverte de X, alors T: U -) X est à itérée 
condensunte s’il existe un entier n tel que T”:T-“+l(X) -3 X soit condensante. 

DÉFINITION 1.12. Une sélection G d’une fonction multivoque F: X + Y est une fonction 
multivoque G:X + Y tel que Vx E X on a G(x) C F(x). 
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2. L’indice de point Axe pour les composées de fonctions multivoques acycliques 
dans des espaces de Banach. Les résultats de cette section ont été démontrésdans [4] 
en utilisant les résultats de Siegberg-Skordev [l2] et en suivant des méthodes semblables 
à celles utilisées par Nussbaum [ll]. 

Soit f = (Fn,... ,Fo) une suite de fonctions acycliques F;: Xi + X;+l où chaque Xi 
est un espace de Hausdorff quel que soit i = 0,. . . , n et X0 = U est une partie ouverte 
de X,+1 = X. On dit que f est admissibke si Fixe(F) = {ZZZ E U ] x E F(x)}, où 
F - - F, o 8 l 9 o Fo: U + X, est une partie compacte de U. La suite f est appelée une 
décomposition acyclique de F. 

Soit CF la classe des réunions X = U{ Gj ] j E J} localement finies 
Cj d’un espace de Banach E et soit CFo la sous classe de CF pour 
Nous pouvons maintenant définir notre classe de fonctions dans des 
pour lesquelles l’indice de point fixe est défini. 

de convexes fermés 
laquelle J est fini. 
espaces de Banach 

DÉFINITION 2.1. Une suite admissible de fonctions acycliques F = (F,, . . . , Fo) est, mm- 
pactifiante si et seulement s’il existe un ensemble ouvert W et une suite {Ec,},>l c CFo - 
tels que 

(2.1.1) Fixe(F) c W c v c U où F = Fn o l l . o Fo: U -+ X et X E CF; 
(2.1.2) W c Kl c X; 
(2.1.3) F(W n Kn) c K,+l c Kn quel que soit n > 1; - 
(2.1.4) lim n+ooY(Kz) = 0. 

Il est clair que si g = (G,, . . . , Go) et G = G, o l l l o Go est une sélection de F, alors g 
est compactifiante si f l’est. Le prochain théorème est dû à R.D. Nussbaum [ll] pour le 
cas univoque et à G. Skordev 1131 pour les fonctions compactes. 

THÉORÈME 2.2. Soit f = (Fn,...,FO) une suite compactifiante. Alors l’indice de point 
fixe de f, ind( U, f, X), est défini. 

Notons que cet indice est défini pour la suite f et non pour la fonction F. En effet, si 
f’ = (FA,. . . , Fi) est une suite admissible et F’ = FA o . l l o FA = F, nous pouvons avoir 
ind( U, f, X) # indf U, f’, X). A’ msi F peut avoir deux décompositions acycliques différentes 
avec indices différents. En revanche, nous avons la propriété suivante: 

(2.3) ind(U, f,X) = ind(U, (F,, . . . , F;+I, FioFi-1,. . . , F--&X) si FioFi-1 
acyclique. La démonstration de ce résultat est similaire à celle du 

WI . 
L’indice a les propriétés suivantes: 

est une fonction 
lemme 3.8 dans 

(2 4) . 

(2 5) . 
(2 6) . 

(2 7) . 

(2 8) . 

(Additivité). Soit U = LJI U U2 où U1, Uz sont des parties ouvertes de U, tel que 
Fixe(F) n U1 n U2 = 0, alors ind( U, f, X) = ind(Ul,f,X) +ind(U~,f,X). 
(Propriété du point fixe). Si ind(U, f, X) # 0, alors Fixe(F) # (0. 
(Excision). Soit U1 une partie ouverte de U telle que Fixe(F) c U1, alors ind(U, f, X) 
= ind(U1, f, X). 
(Homotopie). Soit h = (Hn,. . . , Ho) une suite de fonctions acycliques H;: Xi + 
xi+1 où x0 = U est une partie ouverte de X x I et X,+1 = X E F. Si h = 

(H , &) est compactifiante, alors ind(U, h, X x I) = ind( Ut, ht, Ut) quel que 
soiZ*$, où ZTO: U + X1 x I est définie par Ho(x) t) = (Ho(x) t), t), &:X; x I + 
X i+l x I est définie par Ri(z$) = (H;(x),t), Ut = {x E X 1 (x, t) E U} et 
h - - P ,Hl,HO,)* 
( Comm~GtGité). Soient f = (F,, . . . , Fo) et g = (Gn, . . . , Go) deux suites de fonc- 
tionsacycliquestellesqueF=F,o~~~oFo:U-,YetG=G,o~~~oGo:V-,X 
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où U est une partie ouverte de X E CF et V est une partie ouverte de Y E CF. 
Supposons que pour tout x c U et pour tout y E V, 

(2.8.1) si y E F(x), x E G(y) et (x E F-l(V) ou y E G-l(U)), alors y E G-l(U) et 
x E F-l(V). 

Alors Fixe(G o F IF- 1 (VI) est compact si et seulement si Fixe(F o G ~G-‘(u)) l’est. 
Si l’un est compact et s’il existe une partie ouverte Ur de U, VI une partie ouverte 
de V et une suite {Kn}n>l c Fo telles que 

(2.8.2) G(Fixe(F o G 1 G-&) c U1 c K1 c X et F(Fixe(Go F IF--~(V)) c V1 c I& c 
Y ; 

(2.8.3) F(UI n Kzn+l) c Kzn+2 c Kzn c Y quel que soit n 2 0 où Ko = Y et 
G(K n K2rz) c K272+1 c K2 n-l C X quel que soit n > 1; 

(2.8.4) lim,,, $Kn) = 0; P 
alors, ind(F-l(V), gf, X) = ind(G-l(U), fg, Y). 

(2.9) (Modula-p). Soit p un nombre premier et soit f = (Fnr . . . , Fo) une suite compacti- 
fiante. Soit V un ouvert tel que V c F-J’+‘(U) où F = Fn o l l . o Fo et tel que 

(2.9.1) si y f Fi(x), x E FPDi(y), i = 1,. . . ,p - 1 et x E V, alors y E V. 
Supposons Fixe( FP 1 V) compact et FP-l(Fixe(FJ’ IV)) c W. Alors ind( V, f, X) E 
ind( V, fP, X) mod p. 

Remarquez que dans les deux dernières propriétés, nous avons employé les notations 
suivantes: fg = (Fn,. . . , Fo, G,, . . . , Go) où f = (Fn,. . . , Fo) et g = (G&, . . . , Go); fP = 

f o... o f et F = (F) si F es ac c i t y 1 q ue, en particulier si F est univoque. De plus, la 

p fois 

condition (2.8.1) t es automatiquement satisfaite si F est univoque et G(V) c U, ou si F 
et G sont univoques. 

Avant de donner la propriété de normalité, nous allons rappeler la définition et les 
propriétés du nombre de Lefschetz d’une composée de fonctions acycliques ainsi que le 
concept d’attracteur compact. Nous utilisons l’homologie de Çech à support compact et à 
coefficients dans le corps Q des nombres rationnels telle que définie par Corniewicz [S] que 
nous noterons également H. 

Soit f = (F,,...,Fo) une suite de fonctions acycliques Fi: X; + Xi+1 où chaque X; 
est un espace de Hausdorff quel que soit i = 0,. . . , n et X0 = X,+1 = X. On définit 
H(f): H(X) + H(X) par H(f) = f* = Fn, o***o Fo* où chaque Fi* = q;, opi*‘: H(Xi) + 
H(Xi+l) est l’homomorphisme induit par F;, i = 0,. . . , n avec qi: I’(F;) + X;+l et 
pi: I’( Fi) + X; les projections naturelles du graphe l?( Fi) de Fi. Ceci est possible car 
pi, est inversible puisqu’elle est Vietoris. 

Notons IV( f*,) = {a f HP(X) 1 il existe n > 0 tel que fJ$,> = 0) et E,(X) = 

~PwlN(f*, >* c omme f<’ (N(f*q)) = N(f,,) alors f*, induit un endomorphisme f;,: 

g,(X) + H,(X). La trace généralisée de f*, , notée Tr, est définie par Tr(f,,) = tr(f=9) si 

H,(X) est de dimension finie. Remarquons que si H,(X) est de dimension finie, Tr( f*, ) = 
tr(f,,). Finalement si tous les H,(X) sont de dimension finie et si HP(X) # 0 pour un 
nombre fini d’entre eux, alors le nombre de Lefschetz généralisé A(f) de f est défini par 

A(f) = A(f,:H(X) -+ H(X)) 

= g(-l)q Tr( f*, : HQ(X) + H,(X)). 
q=o 

Si f est homotope à g au sens de (2.7) avec U = X, alors A(f) = A(g). De plus, si 
f = hg, alors en vertu de la commutativité de la trace généralisée on a que A(f) = h(gh). 
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DÉFINITION 2.10. Soit une fonction multivoque F: X + X où X est un espace de Haus- 
dorff. Un ensemble A c X est stable par F si F(A) c A. Une partie compacte non vide 
M c X est appelée un attracteur compact pour F si M est stable par F et si pour chaque 
partie compacte K de X et pour chaque voisinage ouvert V de M, il existe un entier nK 
tel que F”(K) c V quel que soit n > nK. - 

2.11 (Normalité). Soit f = (Fn,. . . , Fo) une suite compactifiante. Supposons que F(U) c 
Uet queF = Fno** *oFo: U + U possède un attracteur compact M tel que M c IV. 
Alorsind(U,f,U) = A(~U),& fu = (Gn,...,Go)etoùGo:U + (Fno***~Fl)-~(u), 
G;: (Fn o 0.0 o F$i(U) + (Fn o l ** o Fi+$l(U), pour tout i = 1,. . . ,n - 1 et 
Gn: F,‘(U) -+ U, sont les contractions correspondantes des Fg, pour i = 0,. . . , n. 

2.12 (Théorème de Lefschetz). Soit f = (Fn,. . . , Fo) une suite compactifiante. Supposons 
que F(U) C U et que F = Fn o l l l o Fo: U + U possède un attracteur compact M 
tel que M c VF/‘. Alors A(fu) est d’fi e ni et A( fu) # 0 implique que F a un point fixe 
dans U. 

3. Fonctions multivoques différentiables. Les résultats de cette section ont été dé- 
montrés dans [5]. S oient E, F des espaces de Banach réels et U une partie ouverte de 
E. 

DÉFINITION 3.1. Soit T: U --) F une fonction multivoque. Supposons T(z) compact quel 
que soit J: E U. T est di$érentiabZe au point zc f U s’il existe une fonction multivoque S.C.S. 

&:T(x) x E + F 

(z, h) H SXW) 
telle que la fonction S, z: E --) F, définie par S, .(h) = Sx(z, h), soit s.c.s., homogène et 
demi-linéaire positive et telle que pour tout E > 6, ~S(E, x) > 0 tel que si llhll < 6, alors 

T(x + h, ejpql u (2 + Sx(6 h))* ~T(X) 
La fonction S, est appelée une diflérentiekle de T au point x. Si T est différentiable en 

tout point de U, on dit que T est diférentiable dans U. Notons que l’on a pas nécessairement 
l’unicité de la différentielle en un point. 

Soient T, L: E + F deux fonctions multivoques S.C.S. et homogènes. Posons d(T, L) = 

=qhll=l 4 ( >Y ( h 1 d T h L h a ors d est une métrique sur l’espace des fonctions multivoques 
S.C.S. et homogènes de E dans F. 

DÉFINITION 3.2. Soit T: U + F une fonction multivoque différentiable dans U. On dit que 
T est continûment dz’férentiable dans U s’il existe une fonction (x, z) I+ Sx,* telle que S, 
est une différentielle de T en x et la fonction est continue dans l’ensemble Ux~u{x x T(x)}, 
c’est-à-dire que quels que soient x f U et z f T(x), a ors pour tout i5 > 0, il existe 6 > 0 1 
tel que I]x - YII < 6 et lk - z’]] < S impliquent d(Sx,,, S& < 15 pour tout y f U et pour 
tout x’ E T(y). 

Les fonctions multivoques différentiables possèdent les propriétés suivantes. 

(3.3) Soit T: U + F une fonction multivoque différentiable au point x E U. Alors il 
existe S > 0 et il existe k > 0 tel que ]]S,(z, h)ll 5 kllhll pour llhll < 6 et pour tout 
z E T(x). 

(3.4) Si T: U + F est une fonction multivoque différentiable au point x E U, alors elle 
est continue en ce point. 
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Soit T: U --) F une fonction multivoque, soit 12: E U et soit S: T(x) x E + F une fonction 
homogène. Posons 

IlSIl = inf(k > 0 I IIS(z, h>ll 5 qlql, 2 E T(x), h E E), 

(voir (3.3)), alors 

IlSIl = sup SUP IIs(Z~ VII %ET(X) llhll=l 
et ainsi 

IIS(z, Wll 5 IlSIl llhll7 Vh E E. 

Nous allons énoncer maintenant un théorème de la moyenne et un théorème du reste. 

THÉORÈME 3.5 (Th éorème de la moyenne). Soit T: U + F une fonction multivoque 
différentiable dans J = co(x, x + h) c U où x et x + h sont deux points de E. Alors 

TCx + h) l&jp, T(z) 

où k’ = s”PyEJ IL% II* 
THÉORÈME 3.6 (5% éorème du reste). Soit T: U + F une fonction multivoque différen- 
tiable dans J = co(x, x + h) c U où x et x + h sont deux points de E. Alors 

T(x + h, IlhF 0 
u (2 + Sx(z, h)) 

%ET(x) 

où kx,h = inf,>o kz,h,T avec 

k x,h,r = =P W X,X' ? Sy,z' >, 
(Y>d)EAJr 

AJ, = {(Y, % z’> 1 * E T(x), 2’ E T(y), y E J, 112 - 2’11 < (kJ + r)llhll} 

et kJ = SUPyEJ Ilsy 110 

COROLLAIRE 3.7. Soit T:U + F une fonction multivoque continûment différentiable dans 
U et soit x0 E U. Alors, pour tout E > 0, il existe s > 0 tel que si N29(20) c U, alors 
-x,h < E pour llhll < s et pour tout x E N,(xo). 

PROPOSITION 3.8. Soit T:U + F une fonction multivoque continûment différentiable 
dans U avec SC x comme différentielle continue et soit Ii une partie compacte de U. Alors 
pour tout E > O, il existe a! > 0 et il existe un voisinage ouvert V de IC tel que 

u (z + Sx(? h)) %ET(x) 
Pour llhll < a! et pour tout x E V. 
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4. Le théorème de point fixe. Dans cette section, nous verrons que notre classe de 
fonctions multivoques continûment différentiables et à itérée condensante a un indice de 
point fixe tel que défini dans la section 2. 

THÉORÈME 4.1. Soit g = (Gn, . . . , Go) une suite admissible de fonctions acycliques G; 
. Xi + Xi+r où chaque Xi est un espace de HausdorfT et X0 = U est une partie ouverte 
;IX e n+l =XfCF.SiG=G,o*=e o Go: U + X est une sélection de F: U + X où F est 
continûment différentiable dans U et est à itérée condensante, alors g est compactifiante et 
ainsi ind(U, g, X) est d é fi ni. De plus, pour tout compact K stable par F tel que Fixe(F) c 
I-c c U, on peut choisir W et {K n n>r satisfaisant aux conditions de (2.1) avec K C W. } 

THÉORÈME 4.2 (Théorème de Lefschetz). Soit g = (Gn, . . . , Go) une suite de fonctions 
acycliques G;: Xi + Xi+1 où chaque Xi est Hausdorff et X = X0 = Xn+r est une partie 
ouverte d’un élément de CF. Si G = Gn o l l . o Go: X + X est une sélection de F: X + X 
où F est continûment différentiable dans X et est à itérée condensante, alors A(g) est 
défini et A(g) # 0 implique que G possède un point fixe. 

THÉORÈME 4.3. Si dans (4.2), l’espace X est une partie acyclique (en particulier un 
convexe) d’un espace de Banach, alors G a un point fixe. 

5. Le résultat principal. Nous aurons besoin du résultat suivant pour prouver le résultat 
principal de cet article. 

PROPOSITION 5.1. Soit F: U + X une application multivoque continûment différentiable 
dans U et à itérée condensante avec S2,* satisfaisant à la condition qui rend F continûment 
différentiable dans U. Alors la fonction ,& est à itérée condensante. 

DÉMONSTRATION: Puisque F est à itérée condensante, alors il existe un entier positif rn 
tel que y(Fm) < 1. C omme F est continûment différentiable, alors la fonction x I+ IlS,II 
est continue et donc k = supzcK Il&/ + 1 existe car K = Ur& F”(x) est compact grâce à la 
compacité de l’ensemble F(x) et à la proposition 1.1. L’ensemble U’ = {x E U 1 IlS,II < k} 
est un ouvert contenant K car si x E II’, IlS,II < k d ‘où x f U’. Comme F est différentiable 
dans U, alors elle l’est en x f U et donc pour tout E: > 0, il existe 6 > 0 tel que si llhll < 6, 
alors 

F(a: +h) - 
dlhll u (2 + Sv(W 

eF(x) 
et par suite 

x + Sx,x(h) c u (2 + Sx,,(h)) c N,llhll(F(X + h))* 
eF(x) 

Puisque Ii est compact, d = d(K, X \ U’) > 0 et &(Ii) est un voisinage de K tel que 
Nd(Ic) c u’ et k > SUpx~Nd(K) IISx II. De plus, comme F” est s.c.s., il existe 0 < 6’ < 6 tel 

que nEllhllk’+’ < $ 2mek”-l < 1 - y(Fm) et Fn(x + h) C Nd,2(Fn(x)) quel que soit 
n < m dès que II hll < 6’. Notons S,,,(h) = S(h). M on t - rons par récurrence finie sur n que 

X + Sri(h) C NneIlhllkn-’ (F”(g + h)) 

dès que llhll < 6’. L e cas n=l est déjà fait. Supposons le résultat vrai pour n et montrons-le 
pour n + 1. 

En vertu du théorème de la moyenne, F(a: + Sri(h)) C NnellhIIkn(Fn+l(x + h)): en effet, 
si b E x + Sri(h), 1 a ors par l’hypothèse de récurrence, il existe a E Fn(x + h) tel que 

II a - bll < nEllhllknB1 d’où a E N+(Fn(x)) et J = co(a, b) C N&?(x)) C U’ et ainsi 
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F(b) c Kellhlp@(a))* si h’ f syq, alors p’ll L lpyh>ll 5 Ilsll”llhll L knllhll et On a 
déjà F(x + h’) C NneIl~ll~n(Fn+l(x + h)). Donc 

x + S(h’) c N,llh’II(F(X + h’)) c N ellhllrc” (F(x + h’)) c ~(n+l)Ellk”(F”+1(2 + hN* 

Comme ceci est vrai quel que soit h’ E S”(h), alors 

x + Sri+‘(h) C ~~n+l)cllhllk”(Fn+l(x + h))* 

Ainsi, x + P(h) c N,,(plp-~ (F”(a: + h)) pour llhll < 6’. Soit y f A c N~I(O), on a 
Sm(A) c Sm(A - y) + Sm(y) car S est demi-linéaire positive et ainsi 

T(Srn(A)) L y(Srn(A - Y>> + 0 

= 7(x + Sm(A - y)) 

< Y (Nme6(A)km- l(Frn(X + A - Y>>) 

I y(F”(x + A - y)) + 2msS(A)km-1 

7 y( Fm)y( A) + 2meS( A)k”-’ - 

< (y(F”) + 2mebmw1)6(A) - 
= k%(A) 

où k’ = y(Fm) + 2mEkmm1 < 1. Ainsi, si A = Ur=,Ai est tel que ~(AI) < y(A)&, car 
k’ + 1 < 2, on a alors 

2k I 
<- 
- k’+l y(A) 

où & < 1, c’est-à-dire y(Sm) < 1 sur &I(O) et par suite y(Sm) < 1 car S” est 
homogène. Ceci achève la démonstration. Cl 

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce travail. Dans le cas des 
fonctions univoques il est dû à Eells-Fournier [3] et dans sa preuve nous suivrons avec 
beaucoup de modifications le cheminement de ce dernier article. 

Notons qu’ici, pour des raisons techniques, nous avons dû ajouter les conditions (5.2.2) 
et (5.2.3). De plus la condition habituelle sur la différentielle devient la condition (5.2.5) et 
(5.2.6). La condition (5.2.4) doit être ajoutée comme le montre la remarque (5.3). Finale- 
ment, pour des raisons techniques, nous devons ajouter la condition que E soit un espace 
de Banach strictement convexe (c’est-à-dire si I~X + yll = ~[XII + llyll alors il existe z E E 
tel que x = X2 et y = yz). 
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THÉORÈME 5.2. Soit f = (F,,...,F*) une suite admissible de fonctions acycliques F;: 
X; + Xi+r où chaque X; est un espace de Hausdorff quel que soit i = O,l,. . . ,n et 
x* = U est une partie ouverte de X,+1 = X E CF, un sous espace d’un espace de Banach 
strictement convexe E. Soit F = F, o . l . o Fo: U + X continûment différentiable dans 
U et à itérée condensante avec S, z , satisfaisant à la condition qui rende F continûment 
différen tiable dans U. Si 

(5.2.1) (2) = N n Fixe(F) où N est un voisinage de x dans U. 
(5.2.2) F(x) est convexe. 
(5.2.3) S,,,(h) est convexe, Vh. 
(5.2.4) 3d > 0 tel que d(t(F(x) + x), (S,,,(h) - h)) 2 d, Vilhil = 1, Vt > 1 (c’est-à-dire 

x + h 6 Ndr(F(x) + S,,,(h)), v/hll = 7‘). 

(5.2.5) 1 9 CO P(h), Vh f E \ (0) où P(h) = {A 1 Ah f S,,,(h)}. 
(5.2.6) Xu E S,,,(v) + X > 1 pour toute combinaison linéaire de vecteurs propres 

généralisés correspondant à des vaJeurs propres > 1. 

Alors ind(N,f,X) = (-l)“(“), où a(x) est la somme des multiplicités des valeurs propres 
de sx 2 9 contenues dans (1,oo). 

Le Théorème 5.2 est une conséquence immédiate des propositions qui suivent. Pour ces 
propositions voir [3]. 

REMARQUE 5.3. L’hypothèse (5.2.4) t es nécessaire car pour obtenir que d(x + th, z + 
S,(s,th)) > tk - on ne peut supposer, comme dans le cas univoque, que Sx(x, h) # h, 
Vh E E, comme le montre l’exemple suivant: 

Si F(x) = B1(0) et x = (0,l) et pour un h on a que SE(x) h) - h = (0, l), alors, 
Vt 3zt tel que d(x + th,zt + S,(x,th)) < JW - 1, Vt < 1; donc un tel k ne - 
peut exister sinon 

tk+lq/G, - 

Vt < 1, c’est-à-dire 

2kt < t2(1 - k2), - 

Vt < 1, ce qui est impossible pour k > 0. 

Pour des raisons d’exposition, les lemmes qui serviront à démontrer une proposition, 
suivront cette dernière, mais n’utilisent que des définitions ou notations contenues dans la 
preuve de cette proposition. 

La proposition suivante est la réduction du calcul de l’indice à celui de la différentielle de 
F en x. C’est ici que nous utilisons la condition de stricte convexité pour obtenir l’existence 
des projections sur un sous ensemble convexe compact: en effet, si Ii est convexe compact, 
p: E + Ii’ est défini par p(x) = “Z’élément de K le plus près de 5”; un tel élément existe car 
K est compact; il est unique car si I]x-y]] = ]Ix-z]] = d(x,K) alors, comme (y+42 E II, 
on a que Il=-(y+4/4 = d(x, Ii’) et ainsi ll(x-y)/2+(~-4/211 = ~~(x-y)/2~~+~~(~-~)/2~~, 
d’où par stricte convexité que x - y = x - z et y = z; finalement, elle est continue car 
si x E K et E > 0 alors d = d(x, K \ N&(x))) > d(x, K) et si S < (d - d(x, Ii’))/2 on 
a pour tout y E Ni que lly - p(x)]] < S + d(x, K) d’où ]]y - p(y)]] < 6 + d(x,K) et 

11x - P(Y)ll < 2s + d(x, w < 4 ce qui implique que p(y) E NE( p( x)). 
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PROPOSITION 5.4 (VOIR [3]). S ous les hypothèses (5.2.1) à (5.2.4) il existe E > 0 tel que 

ind(flN. tz)) = inW,d 

où f  IN,(z) = (82, l l l 7 FOIN,(c))* 

DÉMONSTRATION: 

a) Considérons l’homotopie G définie par la formule 

G(x + h,t) = (H#(z + h),t),t) 

où Hh(y,t) = H( y, h, t) = (1 - t>y + i@h(y) et Ph est la projection sur le convexe 
compact F(x)+S,,(h). N o t ons que ph(y) est continue en (h, y) car S,, est continue 
en h. Elle a pour décomposition acyclique, si Go(x + h) = Fo(x + h) x {h}, 

(H x l[O,l], K2 x L?3 x l[O,l] 7 l l l 7 J-1 x Lt3 x l[O,l], Go x l[O,l])* 

Par le lemme (5.5), G es sans point fixe sur a&(O) et est compactifiante, d’où t 
par (2.3) et (2.7) 

ind(fl,(& = ind((p, Fn x 1~. .  l 3 FI x hz, Go IN,(~)) ) -  

b) Considérons l’homotopie 

G’(x + ht) = (1 - t)/‘h(F(x + h)) + t(x + S,,,(h)) c J’(x) + S,,,(h), 

elle n’a qu’un point fixe et c’est x. De plus F(x) + S,,,(h) est compactifiante avec 
pour seul point fixe x, par (5.2.4) et (5.9). El1 e a comme décomposition acyclique 

(L ,  Fn x LT, l l l )  FI x lu, GO) où L(y, h) = (1 -+%(y) + t(x + S,,(h)); on a donc, 
par (2.3) et (2.7) et (2.6), que 

ind((p, Fn x lu,. . . Jl x 14% GOIN,( 

= ind(x + S,,, Fn x lu,. . . , Fi X LT, G~IN,(~)) 

= ind(x + S,,, Fn-l x lu, . . . ) FI X LT, GO~+)) 

= in+ + S&,(r)) 

= ind(x + S,,). 

c) Par commutativité ind(x + S,,,) = ind(S,J (les deux fonctions sont G,(h) = x + h 
et F’(x + h) = S,,,(h)). Cl 

LEMME 5.5. SOUS les hypothèses (5.2.1) à (Ei.2.4), G d é fi ni en (5.4.a) est compactifiante. 

DÉMONSTRATION: Montrons que T est compactifiante, où 

T(x + h) = ~1 u Hh(F(x + h), t, 

G[O 911 

= u u ((l- t)Y +tPh(Y>) 
E[O,l] yEF(z+h) 

(5.5.1) 
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et ~1 est la projection sur la première composante (on obtiendra évidemment que G est 
compactifiante). 

a) Choisissons W et Kr. Comme par le lemme 5.1, Sz t est à itérée condensante soit 
donc n et k tels que k’ = y((Sz,z)n) < k < 1. Soit i 2 Ils,,,/ tel que L 2 1. Soit 
dz > 0 tel que 2E < d et 

8e(l + l l l + L-l) + k’ < k .  

Soient R, r et A4 des nombres donnés par les lemmes 5.6 et 5.7. On peut de plus 
supposer que 

(e + M)4r < R 
et 

8rL < R. 

Choisissons W = N,(s), où s < r/2 et est tel que si y E N,(2) alors F(y) C 
N+(F(x)). Choisissons Kl = lJrlNrp(xi) où U~~lNrp(x~) 1 F(x). On a, Qy f 

Nr(x)7 F(Y) C Nr/8(F(x)) C Kl* 

b) Montrons que 2’ est sans point fixe sur dW. Par le lemme 5.8, avec A = {h} et 
r0 = 0, Vh E W, on a que ll/Zll = r et que 

T(x + h) (7 Nr(X) C F(X) + Nzer(Szz(h)) 

C Nzer(F(x) + S,,(h)) 

C Ndr(F(x) + S,,(h)) 

qui ne contient pas h, par l’hypothèse (5.2.4) et le choix de E. 
c) Choisissons K; par tranches de n à la fois. Rappelons que K1 = Kll U . l l lJ K1, où 

I<I~ fI N,(X) = 0, Vi < m’, et Klml+l,. . . , Klm C Nr(x). Posons A = N,(O). Par le - 
lemme 5.9, 

T(x + A) n NT(z) c Ki + N4m(Szz(A)) 

c ” y2i + coN8&%&4)) 
j=m’ 

pour certains y21,. . . y2m2 E KA, un compact. Posons 

K2 = ;KG U [i,;m,K1j 4 (*) 

Comme T(x+A) c K1, on a que T(x+A) c K2, d’où T(KlnN,(x)) c K2 c Kl. 
De même 

T(K2 n N,(z)) n NT(z) C Ic; + &ES (S,,(~~N~~S(S,,(A)))) 

c u y2i+ cm3es(l+L)(SiZ(A)) 
j=m' 

m3 

-  -  U Y 2i* 
j=mI 
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On reprend maintenant la formule (*) remplaçant 2 par 3 et Kli par Kzj, ainsi 
de suite jusqu’à 

T(Kn) n N,(X) C U Yni + CON~~~(~+L+~**+L~-~)(S~~(A)) 

i=m’ 

donc 

y(T(Kn) n N,(X)) 5 16~s(l+ l l l + LnB1)y(SIz(A)) 

c (se(1 + l l l + ,,-l) + k’)2s < 2ks. - 

On a donc 

où Kn+li est convexe de diamètre inférieur à 2ks et est inclus dans un Kli avec 
j > m’. Complétons Kn+l = UFl+‘Kn+l,i tel que T(K, f7 N,(x)) C Kn+l et les 

b(JL+l,j) 5 r(T(Kn ~NS($))+ & et Kn+l,j est convexe et inclus dans un Klj 
avec j 5 m’. On répète le procédé remplaçant A par chacun des Kn+l,i avec i > m’. 
On obtiendra donc 

y(Kin+l n N,(X)) < ki2s * 0. 

d) Montrons que r(KJ + 0. Comme les Kin+r sont emboîtés, K, = n~r(Ki,+l n 
N,(x)) est compact et donc T(K,) 1 ‘es aussi. De plus VE’ > 0 il existe S’ > 0 et io t 

tels que ICin+l n N,-(X) C Nb/(K,), Vi 2 io et 

T(Kin+l nN,(z)) c Ntz(T(Koo))- 

Ainsi, comme Kin+n C Kin+i on obtient que 

7 (T(Kin+n nN.(z))) I 2ê 

si i 2 io. On aura donc T(.Kin+n+l) 2 2~ + l/(in + n + 1). D’où y(Icin+n+l) * 0 
si i + 00. Comme les Ki sont emboîtés on obtient la conclusion. 0 

LEMME 5.6. Pour tout c > 0 il existe R > 0 tel que si a, y f N&x), z f F(a)$ E F(y) 
et 112 - ~‘11 < R alors d(S,,,, S& < E. - 

DÉMONSTRATION: Comme S, z est continue, alors g(x, z, y, z’) = d(S,,., S& est aussi 
continue et donc est uniformé;ent continue sur (x,2, y$) E {x} x F(x) x {x} x F(x) = C 
qui est compact. Ainsi, 3t > 0 tel que si llz -2’11 < t et z, z’ f F(x) alors g(x, x, x, z’) < e/2 
(c’est-à-dire que g est bornée par 42 sur le compact C’ = {(x, z, x, z’) E Clllz - z’/ < t}). 
Donc g est borné par 2~/3 < E dans un voisinage V de C’ sur son domaine, il existe donc 
d > 0 tel que d < t/3 et Nzd(C’) c V. 

Mais soit R < d tel que si y f NR(x) alors F(y) c N&F(x)), car F est continue. 
Ainsi si a, y E NR(x) et z E F(a) et z’ E F(y) et llz - ~‘11 < R, alors 3~1,~; E F(x) tels 

que Il2 - z1 II < d/3 et 112’ - 2; 11 < t/3 et ainsi Il(a) 2, y, 2’) - (x, 21, x, zi)ll < 2d comme 
(x, ZI,X,Z;) E C’, d’où d(S,,,, Sy,z’) 5 E. CI 
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LEMME 5.7. VE > 0,3r > 0 et M‘> 0 tels que si y, y + h E N,(x), alors 

(5.7.1) Ils,,.II 5 M, Qz f F(y). 
W*2) F(Y + h) fq UrEF(y) z + S,(z, h). c 
(5-793) F(Y) c NR/s(F(x))- 

(597.4) (1 - t)~ + tPh(Z) E NR/&), Qz E F(y). 

DÉMONSTRATION: Soit R donné par le lemme précédent. Soit 0 < c < R tel que si 

Y E NC(X) et 2 f F(Y) alors I&,%ll < 1 + SUPzEF(z) IlSz,zll = M car (Y,Z) + s,,, est 
continue. Maintenant si 0 <’ Y < c est tel que 2r(M + 1) < R on obtient que si y et 
y + h E Nh(x),z E F(y) et z’ E F(y’) pour un y’ E co(y, y + h), alors si 

II z - ~‘11 < (M + 1)llhll 5 (M + 1)2r < R 

on obtient par le lemme 5.6 que 

W Y,%7 Y’>%’ S ME 
ainsi selon la notation du théorème du reste (3.6) kyhl C E d’où kyh < E et on obtient (5.7.2). 
Finalement, on peut de plus supposer que ~T(E + M) < R et 8rL < R et que y E NT(x) 
implique F(y) C NR,~(F(x)). Ainsi x + h E NJ x n-n 1 ) ’ pl’q ue F(x + h) c Ni+@‘(x) + 
~XX@)) Car dH(Sxx(h),O) 5 IlsxxllIlhll 5 Lr 5 R/8. Ainsi (1 - t>z + @h(z) f NR/.&), 

Qz E F(x + h). CI 

LEMME 5.8. Soient R et r donnés par les lemmes (5.6) et (5.7), alors 

T(x + A) n NT(Z) c Kho + N2&xx(A - ho)) 

pour tout A C N,(O) et Qho E N,(o) où &,, = utE[O,l] [(l - t)(F(x + ho) n KGj) + tF(x)l 
et où S = diam(A U {ho}). 

DÉMONSTRATION: Par la définition de T (en (5.5.1)), on a que 

T(x+A)nN,(z)c u u u [(l - t>Y + h(Y)] NA ~[o,l] yeF(1:+h)nN,l,(x) 
car y 4 NR,~(x) =+ (1 -t)y+tph(y) # NR/~(x) 3 mpar (5.7.4). Mais, par le lemme 
5.7, Qh E A, 

F(J: + h) n NR/2(4 c Ne6 u 2 + Sx+h&, h - ho) n NR/2(4 

xEF(x+ho) 

c NC6 U (2 + Sx+ho(Z, h - ho)) 

%EF(x+ho)n&z(x) 
car Ne& + Sx+ho(Z,h - ho)) C Nce+M)&) C NE&). Ainsi, on peut supposer que 
x + ho,z f NR(x) et donc par le lemme 5.7, que &+ho(z, h - ho) c N,&S,,(h - ho)). On 
peut supposer ainsi que 

y f F(x + h) n NR/2(4 c N2bs U z + Sxx(h - ho) ) 
%EF(x+ho)nNR(x) 

et comme ph(y) C F(x) + S,,(h) on en déduit que (1 - t>y + tph(y) C (1 - t)[F(x + 

ho>nNR(2)1+t[F(x)+Nzca((l -t)S,,(h-ho)+tSxx(h-ho))] d’oùF(x+h)nN,(z)c 
Icho + Nm(Sxx(h - h,)), Qh E A, et F(X + A) nN,(z) C Kho + h&Sxx(A - ho)) où Icho 

est compact. Cl 
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LEMME 5.9. F(X) + S,, est compactifiante sur N,(x), VE > 0. 

DÉMONSTRATION: Posons N = N,(X). Alors 

T(N) = f'(x) + S,,(N) c K1 = F(x) + CO S,,(N) 

qui est convexe. De plus 

T(G n N) c F(x) + &z(F(x)) + L(coL(N)) 

donc 
T(K1 n N) c J& = Kl n [F(x) + COS&‘(X)) + @Z,(N))] c K-1 

et, par induction, 

T(& n N) c Ki+l = Ki n [F(x) + CO S,,(F(x)) + l . l + CO St;l(F(x)) + COS~,(N)] . 

Finalement, 

+hz) < q(x)) + l l l + Y (CO sz,-l(Fw) + 7bez(W) 

1 q(x)) + l l ’ + Y (SZ1py~~~) + Y(SXW) -  

5 0 + l l l + 0 + (y(s&)yzE 

+O 

car y( S&) < 1. q 

PROPOSITION 5.10. SOUS les hypothèses (52.5) et (5.26) on a, 

ind(S,,) = (-1)W 

DÉMONSTRATION: 

a) (Réduction à un espace de dimension finie.) Posons T = S2+ Alors Tn est conden- 
sante en vertu de la proposition 5.1 (c’est-à-dire y(T”) < 1 si n est assez grand). Soit 
Ed = (0) et, p ar récurrence, soit EL,, le sous-espace de E engendré par l’ensemble 

{v E E 1 3X 2 1 tel que Ti(v) n (XV + E$ # 0) 

quel que soit j > 1. Soit Ej = u,>IE~* El c Ej pour tout j. Il existe j > 1 tel 
que TJ@ soit condensante, d’où dimB ;Ioo et ainsi dimEf < 00 où El = U,>1En 
et EA est le sous-espace de E engendré par l’ensemble {v E E 1 3X > 1 tel que 
T(v) n (Xv + E:-1> # 0}* 

Considérons T: E + El, une projection continue. Définissons gt(x) = tx + (1 - 
qo) et ht(v) = gt(T(v)) où t c I, alors v f ht(v) entraîne qu’il existe w E T(v) 
tel que v = tw + (1 - t)x(w) d’où w - s = (1 - ~)T(W). Posons X = i 2 1, alors 
on obtient w - Xv = (1 - X)X(W). Or (1 - X)~(W) f El et ainsi, par la définition de 
El, v E E’ et par suite w E El d’où v E hi(v) = T(v) et v = 0 car 1 fif coP(v) par 
(52.5). Donc ht est bien définie. De plus, ht(v) c tT(v) + E’, donc 

h;(v) c tnTn(v) + ng t’T” 0 T(E’) 
i=O 
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b) 

et ainsi, comme dim El < 00, r(hy) = t”y(T”) < 1 (c’est-à-dire que hr est con- 
densante sur A$(O), pour tout E > 0, si n est assez grand). En vertu de la propriété 
d’homotopie de l’indice, ind(E, T, E) = ind(E, K o T, E) et par commutativité, 

ind(E, T o T, E) = ind(E’, T, El). 

(Réduction au cas univoque.) Comme El est de dimension finie, toutes les applica- 
tions continues sont compactes sur les bornés. Posons nz = dim El. Soit {VI,. . . , vm} 
une base de El telle qu’il existe Xi, Pij f R tels que X~V; + Cj<; P;jvj e T(v~) pour 
tout i = l,..., Y-I-Z et j < i. Sans perte de généralité, on peut supposer que chaque v; 
est de norme 1. Considérons Nr (0). Pour chaque vi, il existe un nombre réel Y > 1 
assez grand tel que T(vi) + rv; appartienne à l’extérieur de IV1 (0) U aNI( En effet, 
en définissant s = 2IIT(vi)l[ = ~SUP{ IIzI[ 1 z E T(vi)}, il suffit de choisir Y > s + 1 
car dans ce cas, llT(vi) + rviII 2 lllT(vi)II - IlrvillI > Y - s > s + 1 - s = 1. 

Définissons l’homotopie H par H(v,t) = Ht(v) = T(v) + trv. Dû au choix de 
T, Ht n’a pas de point fixe sur 8IVr (0) car sinon, il existe t f I tel que v E Ht(v) 
[c’est-à-dire (1 - tr)v E T(v)] et par suite l- tr > 1 d’où tr < 0. Contradiction. On 
a donc ind(E’, T, El) = ind(E’, HI, El). 

Notons v = cyr(v)vr + l *. + om(v)vm une combinaison linéaire des vi où oi( v) 
est la ième coordonnée de v par rapport à la base {VI , . . . , vm}. Soit maintenant 
l’homotopie h’ définie par 

h’(v,t) = hi(v) = (1 - t)Hl(v) + t 2 ai(v)[(Ai + r)vi + 7, Pijvj]. 
i=l j<i 

Notons que 

(Xi + r)vi + C Bijvj E T(vi) + rv; = Hl(vi) = hL(vi). 
j<i 

Pour montrer que h’ est bien définie, il suffit de montrer qu’elle n’a pas de point 
fixe sur &Vr(O). Soit v f hi(v) et ~~v~~ = 1, alors 

V E (1 - t)Hl(v) + tg ai(V)[(X; + r)V; + C P;jVj]- 
i=l j<i 

;) Supposons que ofi _ > 0 pour tout i, alors a = xz, ai(V) > 1 car sinon IlvIl = - 
11 xzl ai(V) L XE1 W(V>llVi 11 = X:l ai(v) 5 o! < 1. Contradiction. Comme 
T est homogène et demi-linéaire positive, 

HI(v) = T(v) + rv 

C 2 ai(v)T(vi) + r e ai(v)vi 

i=l i=l 

= 2 ai(v)(T(vi) + rvi) 
i=l 

= 2 ai(v)Hl(vi). 
i=l 
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Or’ HI C N,((Ai + r)Vi + Cj<i BijVj) pour tout i = 1,. . . ,m et donc 

HI(V) c ~w(v)Hl(v;) c a= 6 N,((& + r)vi + C Pijvj)* 
i=l i=l j<à 

En conséquence, 

v f (1 - t)Hl(V) + t &i(V)((k + r)vi + CBijVj) 

i=l j<i 

c acou N,((h + r)vi + CP;jvj) 
i=l j<i 

et, en vertu du lemme 5.12, 

d(MG U N&& + r)vi + C pijvj), 0) 2 a[(@ + r)d - k)c - S] 
i=l j<i 

2 ((A + r)d - k)c - s 

’ 2’ - 

si l’on choisit 
h+k 

r> ’ - 
d 

x ’ 

où x = mini A;. Ainsi d(v, 0) = 11~11 > 1. Contradiction. 
G) Pour tout i, si a; est négatif, on remplace vi par -v; et o; par -a;. Comme 
T(-vo) = -T(Q), alors en changeant au besoin certains Pij par -Pij’ tout ce qui 
précède demeure vrai y compris la conclusion de f ). Par conséquent, ind(El , hb, El) 
= ind(E’, h’, , El). Or hb = HI et comme H1 est homotope à T, on a que 

ind(E’,T,E’) = ind(E’,hi,E’). 

Puisque hi est une application univoque et linéaire, alors par Leray-Schauder [9], 
ind(E’, hi,E’) = (A)“(“), car El est de dimension finie et dim El = a(z). Cl 

LEMME 5.11. Soit {Vu,.. . , vn} une base quelconque de FI”, soient P;j E W quel que soit 
i = l,... , n et quel que soit j < i et soit s > 0. Alors il existe b, d > 0 tels que pour tout 

où ? = mini X;. 

DÉMONSTRATION: Soit H l’hyperplan engendré par {VI,. . . , vn}. Comme 0 +! H, alors 
d = d(H, 0) > 0. Donc d(co(vi}, 0) = d d’où d(co(Xvi}, 0) = Ad où X e W. Posons 
k = SUPi=l,...,n 1 cj<i /?ijvjI’ alors Ci<i Pijvj C NI,(O). Soit maintenant l’hyperplan H’ 
parallèle à H, qui est situé à s + k unités plus près de 0 que l’hyperplan AH. Si F+ est 
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le demi-espace fermé déterminé par H’ ne contenant pas 0, alors d(F+, 0) = Xd - s - k. 
Puisque Ff est convexe et qu’il contient toutes les boules 

Pijvj) 

i = 1,. . . , n, alors 

F+ > CO fi NS(A~V~ + C ,8ijvj) 
é=l j<i 

et ainsi 

LEMME 5.12. Soit {Q,.. . , vn} une base quelconque d’un espace de Banach réel E de 
dimension finie n, soient Pij E W quel que soit i = 1,. . . , n et quelque soit j < i et soit 
s’ > 0. Alors il existe d, k, c > 0 tels que pour tout Xl,. . . , X, > 0, 

d CO (J N~I(X;V~ + x P;jvj),O > (Xd - k)c - s’, _ 
i=l j<i 

où x = min; A;. 

DÉMONSTRATION: Soit &E + IV un isomorphisme de E sur w”, alors {~(VI), . . . , $(vn)} 
est une base de WY En vertu du lemme 5.11, 

d CO fi NS(X~~(V~) + Cpij$(vj)), 0 2 Xd - k - Sa 
i=l j<i 

Or 

où 1141 = suPwwll I Il41 5 11 # 0 car 4 est un isomorphisme. En effet, soit 

x E 4-l 

( 
CO (J N,(Xi4(Vi) + C B;j$(Vj)) 3 

i=l j<i ) 

alors il existe y E CO Uycl N,(xi$(vi) + Cj<i Bij4(vj)) tel que x = #~-‘(y), c’est-à-dire 
que y = 4(x). Donc llyll 2 Xd - k - s et comme IlYll = llcwll 5 II4III4I, alors Il41 L 
IIyllll~)I-l > (Xd - k - s)II~II-~. Par conséquent, 
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De plus, puisque 4 est linéaire, 

=N,(xi+(Vi)+ CPij$(Vj)) 

j<i 

et, par suite, 

d’où 

Donc 

n 

d CO U NsllqSll-l(~iVi + C BijVj),O N@i$+%) + C Pij#(Vj)) 
i=l j<i 

j<; ) ) 
4 

> (Ad - k - s)ll$hll-l. - 

Posons c = ll+ll-’ et s’ = SC, alors 

d ESfi N,I(Xiv; fCBijvj),O 2 (Ad- k)c-s’a 0 
i=l j<i 
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