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LA FORMULE DE LERAY-SCHAUDER POUR
L’INDICE D’UNE FONCTION MULTIVOQUE
CONTINUMENT DIFFERENTIABLE

GILLES FOURNIER ET DoNaLD VIOLETTE

RESUME. Ce travail a pour but de démontrer la formule de Leray-Schauder pour le cal-
cul de l'indice de point fixe en un point fixe isolé d’une fonction multivoque continiment
différentiable. Toutefois, certaines conditions s’ajoutent & celles qui sont nécessaires pour le
cas univoque: la stricte convexité de ’espace; la convexité de I'image de la fonction et des
images de la différentielle au point fixe isolé.

ABSTRACT. The point of this work is to prove the Leray-Schauder formula giving the
fixed point index of an isolated fixed point of a multivalued continuously differentiable map.
Unfortunately, some conditions are added to those needed for the singlevalued case: the strict
convexity of the space; the convexity of the image of the map and of the images of the
differential at the isolated fixed point.

0. Introduction. Dans [5] les auteurs ont donné une définition d’application multivoque
différentiable, différente de celles déja considérées dans le passé [1, 2, 7, 10]. Nous y avons
montré un théoréme de la moyenne et, encore mieux, un théoréme du reste pour ces fonc-
tions différentiables. De plus ces fonctions contintiment différentiables, si elles posseédent
une décomposition acyclique et sont soit compactes, soit compactifiantes ou soit possedent
une itérée condensante, satisfont les conditions pour ’existence de 'indice de point fixe
défini en [4].

Dans ce travail nous obtiendrons, pour ces applications, la formule de Leray-Schauder [8]
pour le calcul de ’indice en un point fixe isolé, d’une fonction continiiment différentiable.
Toutefois, en plus d’une petite variation de la condition habituelle (que la différentielle au
point fixe ne posséde pas la valeur propre 1), nous devons exiger pour le cas multivoque la
convexité de I'image de la fonction en z ainsi que des images de la différentielle en z. De
plus, ’espace de Banach devra étre strictement convexe.

1. Notation et préliminaires. Soient E et F' deux espaces de Banach réels. Dans cet
article, toutes les fonctions multivoques T: E — F sont telles que T'(z) est compact, Vz €
E. On dit que T est semi-continue supérieurement (s.c.s.) dans E si pour tout ouvert
V dans F, l'ensemble T7*(V) = {z € E | T(z) C V} soit une partie ouverte de E. On
dit que T est semi-continue inférieurement (s.c.1.) dans E si pour tout ouvert V dans F,
I’ensemble {z € E | T(z) NV # 0} est une partie ouverte de E. Si T est & la fois s.c.s. et
s.c.i. dans FE, alors elle est continue dans E.
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36 La formule de Leray-Schauder pour I'indice d'une fonction multivoque

PROPOSITION 1.1. SiT: E — F est s.c.s., I'image T(K) = UexT(z) d’un compact K de
E est aussi un ensemble compact.

DEMONSTRATION: Voir [6]. O

Soient T:E — F et T": F — F' deux fonctions multivoques s.c.s., la composée ToT
est s.c.s.. Notons T®* =T o--- 0 T la n'*™€ itérée de T: E — E. Un point ¢ € E est appelé
——

n fois
un point fize de T si @ € T(z). Une fonction s.c.s. T: E — F est acyclique si pour chaque

z € X, T(x) est acyclique par rapport au foncteur homologie de Cech H & coefficients
rationnels, c’est-a-dire que T'(z) est non vide, Ho(T(z)) = Q et Hy(T(z)) = 0 quel que
soit ¢ > 1.

Une fonction T: E — F est dite homogéne si T(cz) = cT(x) quelque soit ¢ € E et
et ¢ € R. T est dite demi-linéaire positive si T(Y I, tizi) C Y iy tiT (i) quel que soit
z; € E,t; > 0%~ ti <1 Dans ce cas, T(0) = 0 et T(coA) C coT(A) ol co A est
I’enveloppe convexe de A C E. Un scalaire A € R est une valeur propre de T s’il existe
¢ € E (un vecteur propre associé & \) tel que Az € T(z). Soit F(E) I’ensemble de toutes
les parties fermées non-vides de E. Notons dy la métrique de Hausdorff sur F(E). Nous
écrivons ||A|| au lieu de di(A,0) = sup{||a|: @ € A}. Nous avons les propriétés suivantes.
Soient A, B, C, A; et B; des parties fermées et bornées de E.

(1.2) du(tA,tB) = |t|du(A, B) = |t|du(A + C, B + C) pour tout t € R.
(1.3) Sidu(A;,B;i) <€ quel quesoitz=1,...,n, alors dg(UX, 4;,U,B;) <e.
(1.4) Ne(coAy) = coNe(Ay), quelque soit € > 0.
Mentionnons que dans cet article, nous utiliserons la notation A~ B (A égale B d ¢
€
prés) pour signifier que dy (4, B) < e.
Pour chaque A C X, la mesure de non-compacité y(A) de A (due & Kuratowski) est le

nombre

v(A) = inf{r > 0| il existe un recouvrement fini de A par

des parties dont le diameétre est inférieur ou égal & r}.

Pour les propriétés suivantes, on peut consulter [8].
(1.5) 0 < y(A) < 6(A) otr §(A) est le diameétre de A.
(1.6) Si A C B C X, alors v(A) < v(B).
(1.7) 2(AU B) = max{7(4),7(B)}, 7(4 + B) < 7(4) +7(B) et 7(No(A)) < 7(4) + 2.
(1.8) 7(co A) = 7(A).
(1.9) v(A) = 0 si et seulement si A est relativement compact.
(1.10) SiK; D Ky D ...K, D ... ou K, est fermé quel que soit n et silimy, .o Y(K7) =0,
alors Koo = N3, K, est compact et pour chaque voisinage V' de K, il existe un
entier ny tel que K, C V quel que soit n > ny.

DEFINITION 1.11. Une fonction multivoque s.c.s. T: X — X, ou X est un espace de
Hausdorff, est condensante s’il existe r < 1 tel que y(T(A4)) < ry(A) quel que soit A
une partie bornée de X. Si U est une partie ouverte de X, alors T:U — X est ¢ itérée
condensante s'il existe un entier n tel que T": T~"*1(X) — X soit condensante.

DEFINITION 1.12. Une sélection G d’une fonction multivoque F: X — Y est une fonction
multivoque G: X — Y tel que Vz € X on a G(z) C F(=z).
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2. L’indice de point fixe pour les composées de fonctions multivoques acycliques
dans des espaces de Banach. Les résultats de cette section ont été démontrés dans [4]
en utilisant les résultats de Siegberg-Skordev [12] et en suivant des méthodes semblables
a celles utilisées par Nussbaum [11].

Soit f = (Fy,...,Fy) une suite de fonctions acycliques Fj: X; — X4 ot chaque X;
est un espace de Hausdorff quel que soit 7 = 0,...,n et Xy = U est une partie ouverte
de Xnt1 = X. On dit que f est admissible si Fixe(F) = {z € U | z € F(z)}, ou
F =F,0-0F;:U — X, est une partie compacte de U. La suite f est appelée une
décomposition acyclique de F.

Soit CF la classe des réunions X = U{C; | j € J} localement finies de convexes fermés
Cj d’un espace de Banach E et soit CFy la sous classe de CF pour laquelle J est fini.
Nous pouvons maintenant définir notre classe de fonctions dans des espaces de Banach
pour lesquelles I'indice de point fixe est défini.

DEFINITION 2.1. Une suite admissible de fonctions acycliques F' = (Fn,...,Fp) est com-
pactifiante si et seulement s’il existe un ensemble ouvert W et une suite {K,,}nzl c CFy
tels que

(2.1.1) Fixe(F) C W CW CUouW F=F,0---0F:U — X et X € CF;
(2.1.2) W cCK; CX;

(2.1.3) F(WNK,) C Knt1 C K, quel que soit n > 1;

(2.1.4) limp— oo y(Ky) = 0.

Il est clair que si g = (Gp,...,Go) et G = Gpo---0Gy est une sélection de F, alors g
est compactifiante si f ’est. Le prochain théoréme est dit & R.D. Nussbaum [11] pour le
cas univoque et a G. Skordev [13] pour les fonctions compactes.

THEOREME 2.2. Soit f = (Fhy,...,Fy) une suite compactifiante. Alors I'indice de point
fixe de f, ind(U, f, X), est défini.

Notons que cet indice est défini pour la suite f et non pour la fonction F. En effet, si

= (F,,...,Fy) est une suite admissible et F' = F, o---0 Fj = F, nous pouvons avoir

1nd(U f, X ) 7é ind(U, f', X). Ainsi F peut avoir deux decomposutlons acychques dlfferentes
avec indices différents. En revanche, nous avons la propriété suivante:

(2.3) ind(U, f, X) = ind(U, (F, ..., Fiy1, F;oF;_1,...,Fy), X) si F;oF;_; est une fonction
acyclique. La démonstration de ce résultat est similaire & celle du lemme 3.8 dans
[12].

L’indice a les propriétés suivantes:

(2.4) (Additivité). Soit U = Uy U Uz ou Uy, U, sont des parties ouvertes de U, tel que
Fixe(F) N Uy N Uz = §, alors ind(U, f, X) = ind(Uy, f, X) + ind(Us, £, X).

(2.5) (Propriété du point fize). Si ind(U, f, X) # 0, alors Fixe(F) # 0.

(2.6) (Ezcision). Soit Uy une partie ouverte de U telle que Fixe(F) C Uy, alors ind(U, f, X)
= il’ld(U], f,X)

(2.7) (Homotopie). Soit h = (H,,...,H,) une suite de fonctions acycliques H;: X; —
Xit1 ou Xo = U est une partie ouverte de X x I et X,y = X € F. Si h =
(Hy,...,Hy) est compactifiante, alors ind(U, k, X x I) = ind(Uy, he, Uy) quel que
soit t € I, ou Ho:U — X; x I est définie par Fo(z,t) = (Ho(z,t),t), Hi: X; x I —
Xiy1 x I est définie par Hi(z,t) = (Hi(z),t), Uy = {2 € X | (2,t) € U} et
ht = (Hn,u-’H]’HO,)-

(2.8) (Commutativité). Soient f = (Fy,...,Fy) et g = (Gh,...,Go) deux suites de fonc-
tions acycliques telles que F = F,o0---0Fp:U - Y et G=Gro0---0Gp:V —» X
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ou U est une partie ouverte de X € CF et V est une partie ouverte de Y € CF.
Supposons que pour tout z € U et pour tout y € V,
(2.8.1) siy € F(z),z € G(y) et (z € F~}(V) ouy € G71(U)), alors y € G™(U) et
z € F~1(V).
Alors Fixe(G o F' |p-1(v)) est compact si et seulement si Fixe(F o G |g-1(v)) l'est.
Si 'un est compact et s’il existe une partie ouverte U; de U, V} une partie ouverte
de V et une suite {K,},>1 C Fp telles que '
(2.8.2) G(Fixe(FoG IG“(U)) CUiCKiCXet F(Fixe(GoF |p—1(v)) CVICK;C
Y;
(2.8.3) F(U1 N Kant1) C Konya C Kop C Y quel que soit n > 0 ot Ko = Y et
G(Vi N Ksp,) C Kopg1 C Kopn—1 C X quel que soit n > 1;
(2.8.4) limp—ooy(Kn) = 0; .
alors, ind(F~}(V),¢f,X) =ind(G™*(U), fg,Y).
(2.9) (Modulo-p). Soit p un nombre premier et soit f = (Fy,...,Fy) une suite compacti-
fiante. Soit V un ouvert tel que V.C F~P*(U) ot F = F,0--- 0 Fy et tel que
(2.9.1) siy € Fi(z), z € FP~(y),i=1,...,p—letz € V,alorsy € V.
Supposons Fixe(F? |v) compact et FP~(Fixe(F? |y)) C W. Alors ind(V, f, X) =
ind(V, f?,X) mod p.

Remarquez que dans les deux derniéres propriétés, nous avons employé les notations
suivantes: fg = (Fy,...,F0,Gm,...,Go) ot f = (Fy,..., Fy) et g = (Gm,...,Go); fP =
fo--of et FF = (F)si F est acyclique, en particulier si F' est univoque. De plus, la
T
condition (2.8.1) est automatiquement satisfaite si F' est univoque et G(V) C U, ou si F
et G sont univoques.

Avant de donner la propriété de normalité, nous allons rappeler la définition et les
propriétés du nombre de Lefschetz d’une composée de fonctions acycliques ainsi que le
concept d’attracteur compact. Nous utilisons I’homologie de Cech & support compact et &
coefficients dans le corps @ des nombres rationnels telle que définie par Gorniewicz [6] que
nous noterons également H.

Soit f = (Fy,...,Fo) une suite de fonctions acycliques Fj: X; — X;41 ol chaque X;
est un espace de Hausdorff quel que soit ¢ = 0,...,n et Xp = X417 = X. On définit
H(f):H(X) — H(X) par H(f) = f« = Fn, 0-+-0Fy, ou chaque F;, = ¢;, op;.": H(X;) —
H(Xit+1) est Phomomorphisme induit par F;, 1 = 0,...,n avec ¢;:I'(F;) — Xiyq et
pi: I(F;) — X; les projections naturelles du graphe I'(F;) de F;. Ceci est possible car
pi, est inversible puisqu’elle est Vietoris.

Notons N(fs,) = {a € Hy(X) | il existe n > 0 tel que f](a) = 0} et Hy(X) =
Hy(X)/N(f+,). Comme f_!(N(fs,)) = N(fs,) alors fs, induit un endomorphisme f:q:
ﬁq(X) — I?q(X). La trace généralisée de f,,, notée Tr, est définie par Tr(f.,) = tr(f,,q) si
H ¢(X) est de dimension finie. Remarquons que si Hy(X) est de dimension finie, Tr(f,) =
tr(f«,). Finalement si tous les I?q(X) sont de dimension finie et si I~Iq(X) # 0 pour un
nombre fini d’entre eux, alors le nombre de Lefschetz généralisé A(f) de f est défini par

A(f) = A(fu: H(X) = H(X))

=D (FD)TTe(fuy: Ho(X) — Hy(X)).

q=0
Si f est homotope & g au sens de (2.7) avec U = X, alors A(f) = A(g). De plus, si
f = hg, alors en vertu de la commutativité de la trace généralisée on a que A(f) = A(gh).
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DEFINITION 2.10. Soit une fonction multivoque F: X — X ot X est un espace de Haus-
dorff. Un ensemble A C X est stable par F si F(A) C A. Une partie compacte non vide
M C X est appelée un attracteur compact pour F si M est stable par F' et si pour chaque
partie compacte K de X et pour chaque voisinage ouvert V' de M, il existe un entier ng
tel que F*(K) C V quel que soit n > ng.

2.11 (Normalité). Soit f = (Fy, ..., Foy) une suite compactifiante. Supposons que F(U) C
U et que F = Fpo---0Fy: U — U posséde un attracteur compact M tel que M C W.
Alorsind(U, f,U) = A(fu), ot fu = (Gn,...,Go) et o0 Go: U — (Fro---0F)7}(U),
Gi:(Fho-- 0 F;)™Y(U) — (Fpo0 -+ 0 Fiy1)"(U), pour tout : = 1,...,n — 1 et
Gn:F;71(U) — U, sont les contractions correspondantes des F;, pour i = 0,...,n.

2.12 (Théoréme de Lefschetz). Soit f = (Fh, ..., Fy) une suite compactifiante. Supposons
que F(U)C U et que F=F,o0---0F;:U — U posséde un attracteur compact M
tel que M C W. Alors A(fu) est défini et A(fy) # 0 implique que F' a un point fixe
dans U.

3. Fonctions multivoques différentiables. Les résultats de cette section ont été dé-

montrés dans [5]. Soient E, F' des espaces de Banach réels et U une partie ouverte de
E.

DEFINITION 3.1. Soit T:U — F une fonction multivoque. Supposons T'(z) compact quel
que soit z € U. T est différentiable au point ¢ € U s'il existe une fonction multivoque s.c.s.

S;:T(z)x E— F
(z,h) — Sz(z,h)

telle que la fonction S, ,: E — F, définie par S; .(h) = Sz(z,h), soit s.c.s., homogene et
demi-linéaire positive et telle que pour tout € > 0, 36(e,z) > 0 tel que si ||k|| < §, alors

T(=+h) em| zeg(z)(z + BN

La fonction S; est appelée une différentielle de T au point z. Si T est différentiable en
tout point de U, on dit que T est différentiable dans U. Notons que I’on a pas nécessairement
I’unicité de la différentielle en un point.

Soient T, L: E — F deux fonctions multivoques s.c.s. et homogenes. Posons d(T, L) =
supyp=1 da(T'(h), L(h)), alors d est une métrique sur 'espace des fonctions multivoques
s.c.s. et homogénes de F dans F.

DEFINITION 3.2. Soit T: U — F une fonction multivoque différentiable dans U. On dit que
T est continiment différentiable dans U s'il existe une fonction (z,z) — Sy ; telle que S,
est une différentielle de T' en z et la fonction est continue dans ’ensemble Uzcy{z x T(z)},
c’est-a-dire que quels que soient z € U et z € T(z), alors pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que ||z — y|| < 6 et ||z — 2’| < 6 impliquent d(S,.,Sy,») < € pour tout y € U et pour
tout z' € T(y).

Les fonctions multivoques différentiables possédent les propriétés suivantes.

(3.3) Soit T:U — F une fonction multivoque différentiable au point z € U. Alors il
existe § > 0 et il existe k > 0 tel que ||Sz(2, h)|| < k||h|| pour ||h]| < § et pour tout
z € T(z).

(3.4) Si T:U — F est une fonction multivoque différentiable au point z € U, alors elle
est continue en ce point.
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Soit T: U — F' une fonction multivoque, soit z € U et soit S: T(z) x E — F une fonction
homogeéne. Posons

ISl = inf{k > 0 [|S(z, )|l < KlI2|l, 2 € T(2),h € E},

(voir (3.3)), alors
I1= sup_sup [1S(=, )]

z€T(z) ||kl

et ainsi

ISz, I < IISNIAI,  VheE.
Nous allons énoncer maintenant un théoréme de la moyenne et un théoréme du reste.

THEOREME 3.5 (Théoréme de la moyenne). Soit T:U — F une fonction multivoque
différentiable dans J = co(z,z + h) C U ou z et = + h sont deux points de E. Alors

T(z + h) ||m’ T(z)

ol k' = supye s [|Syll.

THEOREME 3.6 (Théoréme du reste). Soit T:U — F une fonction multivoque différen-
tiable dans J = co(x,z + h) C U ot z et ¢ + h sont deux points de E. Alors

T(z+h), —~ Sa(z, b
@D i, U G Sela)

ou kz p = inf,50 kz - avec

kz,h,r = sup d(STyZ"Sy,Z')’

(y,2,2') €A,

As, ={(y,2,7') | z € T(2),2' € T(y),y € J, ||z = 2'|| < (ks +r)l|All}

et ky = supye; [|Syll-

COROLLAIRE 3.7. Soit T:U — F une fonction multivoque continiiment différentiable dans
U et soit o € U. Alors, pour tout € > 0, il existe s > 0 tel que si Nas(zo) C U, alors
kg n < € pour ||h|| < s et pour tout z € Ny(zo).

PROPOSITION 3.8. Soit T:U — F une fonction multivoque continiiment différentiable
dans U avec S;,, comme différentielle continue et soit K une partie compacte de U. Alors
pour tout € > 0, il existe a > 0 et il existe un voisinage ouvert V de K tel que

T(a+h) g7 ,eLTJm(Z + S.(2,h))

pour ||h|| < a et pour tout z € V.
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4. Le théoréme de point fixe. Dans cette section, nous verrons que notre classe de
fonctions multivoques contintiment différentiables et & itérée condensante a un indice de
point fixe tel que défini dans la section 2.

THEOREME 4.1. Soit ¢ = (Gp,...,Go) une suite admissible de fonctions acycliques G;
: Xi — Xiy1 ot chaque X; est un espace de Hausdorff et Xog = U est une partie ouverte
de Xp41 =X €CF.SiG=Gpo0---0Go:U — X est une sélection de F:U — X ou F est
continiiment différentiable dans U et est 4 itérée condensante, alors g est compactifiante et
ainsi ind(U, g, X) est défini. De plus, pour tout compact K stable par F' tel que Fixe(F') C
K C U, on peut choisir W et {Ky}n>1 satisfaisant aux conditions de (2.1) avec K C W.

THEOREME 4.2 (Théoréme de Lefschetz). Soit ¢ = (Gn,...,Go) une suite de fonctions
acycliques G;: X; — Xiy1 ot chaque X; est Hausdorff et X = Xy = X,+1 est une partie
ouverte d’un élément de CF. SiG =G 0---0Gy: X — X est une sélection de F: X — X
ou F est continiment différentiable dans X et est & itérée condensante, alors A(g) est
défini et A(g) # 0 implique que G posséde un point fixe.

THEOREME 4.3. Si dans (4.2), I'espace X est une partie acyclique (en particulier un
convexe) d’un espace de Banach, alors G a un point fixe.

5. Le résultat principal. Nous aurons besoin du résultat suivant pour prouver le résultat
principal de cet article.

PROPOSITION 5.1. Soit F:U — X une application multivoque continiiment différentiable
dans U et a itérée condensante avec S, satisfaisant & la condition qui rend F' continliment
différentiable dans U. Alors la fonction S; , est a itérée condensante.

DEMONSTRATION: Puisque F est & itérée condensante, alors il existe un entier positif m
tel que y(F™) < 1. Comme F est continiiment différentiable, alors la fonction = +— ||S;||
est continue et donc k = sup, ¢ ||Sz|| +1 existe car K = U, F¥(z) est compact grace a la
compacité de I’ensemble F(z) et a la proposition 1.1. L’ensemble U’ = {z € U | ||S;|| < k}
est un ouvert contenant K carsiz € K, ||S;]| < k d’ot z € U'. Comme F est différentiable
dans U, alors elle l’est en z € U et donc pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si ||| < 6,

alors
Fz+h) = |J (z+8:.:(h)
€||h|| 2€F(z)

et par suite
z+8::(h) C |J (2+Se,2(h)) C Neyay(F(z + b))
2€F(z)

Puisque K est compact, d = d(K,X \ U') > 0 et Ng(K) est un voisinage de K tel que
Nuo(K) CU' et k > sup,en, (k) l|Sz||- De plus, comme F™ est s.c.s., il existe 0 < §' < 6 tel
que nel|h||k" 7 < £, 2mek™™! < 1 —y(F™) et F™(z + k) C Nyjo(F™(z)) quel que soit
n < m dés que ||h|| < é§'. Notons S; ,(h) = S(h). Montrons par récurrence finie sur n que

x + Sn(h) C anuh”kn—l(Fn((E + h))

dés que ||h|| < &'. Le cas n=1 est déja fait. Supposons le résultat vrai pour n et montrons-le
pour n + 1.

En vertu du théoréme de la moyenne, F(z 4+ S™(h)) C Nuejnjkn (F* (2 + R)): en effet,
si b € z + S™(h), alors par ’hypothése de récurrence, il existe a € F™(z + h) tel que
la — b|| < ne|lh]|k™~ d’olt @ € Nyjpo(F™(z)) et J = co(a,b) C Na(F™(z)) C U’ et ainsi
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F(8) C Nucagir (F(@). i B € S(h), alors [[¥]| < [[S*(R)] < ISI7IAl < k%] et on a
déja F(Il: + h') C anllhllkn(Fn+1($ + h)) Donc

2 + S(h') C Nepw(F(z + h')) C Nepjin (F(z + 1)) € Nngn)epuen (F* ( + B)).
Comme ceci est vrai quel que soit h' € S®(h), alors
T+ Sn+1(h) C N(n+1)€“h"kn(Fn+1($ + h))

Ainsi, z 4+ S™(h) C Npejjngm-1(F™(z + h)) pour ||h|| < é'. Soit y € A C Ng(0), on a
S™(A) C S™(A —y)+ S™(y) car S est demi-linéaire positive et ainsi

7(S™(A)) S Y(S™(A—-y))+0
=7(z+S™(A-y))
<Y (Nmescayim-1(F™(z + A — y)))
< A(F™(z + A — y)) + 2mes(A)k™!
< A(F™(A) + 2meb(A)k™
< (Y(F™) + 2mek™ 1)6(A)
= K'5(A)

ol k' = y(F™) + 2mek™~! < 1. Ainsi, si A = U, A4; est tel que §(4;) < v(4) 25
k' +1 < 2, on a alors

1> car

AS™(4) < max A(S™(41)

S max k'6(A;)
=1,.,7
2K
< =
SRS
ou sz*i,l < 1, c'est-a-dire 4(S™) < 1 sur Ng(0) et par suite v(S™) < 1 car S™ est

homogene. Ceci achéve la démonstration. (J

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce travail. Dans le cas des
fonctions univoques il est dit & Eells-Fournier [3] et dans sa preuve nous suivrons avec
beaucoup de modifications le cheminement de ce dernier article.

Notons qu’ici, pour des raisons techniques, nous avons dii ajouter les conditions (5.2.2)
et (5.2.3). De plus la condition habituelle sur la différentielle devient la condition (5.2.5) et
(5.2.6). La condition (5.2.4) doit étre ajoutée comme le montre la remarque (5.3). Finale-
ment, pour des raisons techniques, nous devons ajouter la condition que E soit un espace
de Banach strictement convexe (c’est-a-dire si ||z + y|| = ||z|| + ||y|| alors il existe z € E
tel que z = Az et y = v2).
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THEOREME 5.2. Soit f = (Fh,...,F,) une suite admissible de fonctions acycliques Fj:
Xi — Xiy1 ou chaque X; est un espace de Hausdorff quel que soit ¢ = 0,1,...,n et
Xo = U est une partie ouverte de X,,4+; = X € CF, un sous espace d’un espace de Banach
strictement convexe E. Soit F = F, 0---0 Fy:U — X continiiment différentiable dans

U et a itérée condensante avec S, . satisfaisant a la condition qui rende F continiiment
différentiable dans U. Si

(5.2.1) {z} = NNFixe(F) ot N est un voisinage de = dans U.

(5.2.2) F(z) est convexe.

(5.2.3) S z(h) est convexe, Vh.

(5.2.4) 3d > 0 tel que d(t(F(z) + z),(Sz,s(k) — h)) > d, V||h|| = 1, V¢ > 1 (c’est-a-dire
2+ h @ Nap(F(z) + Sa o), VIl = 7).

(5.2.5) 1 ¢ coP(h), Yh € E\ {0} ott P(h) = {\| Ah € S; z(h)}.

(5.2.6) A € S;z(v) = A > 1 pour toute combinaison linéaire de vecteurs propres
généralisés correspondant a des valeurs propres > 1.

Alors ind(N, f, X) = (—1)*(®), ot a(z) est la somme des multiplicités des valeurs propres
de S;,; contenues dans (1,00).

Le Théoréme 5.2 est une conséquence immeédiate des propositions qui suivent. Pour ces
propositions voir [3].

REMARQUE 5.3. L’hypothése (5.2.4) est nécessaire car pour obtenir que d(z + th,z +
Sz(s,th)) > tk on ne peut supposer, comme dans le cas univoque, que Si(z,h) # h,
Vh € E, comme le montre ’exemple suivant:

Si F(z) = B1(0) et z = (0,1) et pour un h on a que S;(z,h) — h = (0,1), alors,
Vt 3z tel que d(z + th,z + Sz(z,th)) < Vt2 +1 -1, Vt < 1; donc un tel k ne

peut exister sinon
tk+1< V2 +1,

Yt < 1, c’est-a-dire
2kt < t3(1 — k?),

Vt < 1, ce qui est impossible pour k > 0.

Pour des raisons d’exposition, les lemmes qui serviront 34 démontrer une proposition,
suivront cette derniere, mais n’utilisent que des définitions ou notations contenues dans la
preuve de cette proposition.

La proposition suivante est la réduction du calcul de ’indice & celui de la différentielle de
Fen z. C’est ici que nous utilisons la condition de stricte convexité pour obtenir ’existence
des projections sur un sous ensemble convexe compact: en effet, si K est convexe compact,
p: E — K est défini par p(z) = “I’élément de K le plus prés de z”; un tel élément existe car
K est compact; il est unique car si ||z —y|| = ||z —z|| = d(z, K) alors, comme (y+2)/2 € K,
on a que [la—(y+2)/2] = d(z, K) et ainsi ||(e—y)/2+(z—2)/2]l = [(z—v)/2l|+(z—=2)/2].
d’ol par stricte convexité que £ —y = ¢ — z et y = z; finalement, elle est continue car
siz € Kete>0alorsd=d(z,K\N(p(z)) > d(z,K) et si § < (d—d(z,K))/2 on
a pour tout y € Ns(z) que ||y — p(z)|| < 6 + d(z, K) d’ou |ly — p(y)|| < 6§ + d(=z, K) et
llz = p(¥)|l < 26 + d(z, K) < d, ce qui implique que p(y) € Ne(p(z)).
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PROPOSITION 5.4 (VOIR [3]). Sous les hypothéses (5.2.1) & (5.2.4) il existe € > 0 tel que
ind(f|w, (z)) = ind(Sz,z)

Oﬁ le;(Z) = (Fn, e ,F0|N,(z))-
DEMONSTRATION:

a) Considérons ’homotopie G définie par la formule
G(z + h,t) = (Hp(F(z + h),t),t)

ou Hy(y,t) = H(y,h,t) = (1 —t)y + tpa(y) et pn est la projection sur le convexe
compact F(z)+ S;z(h). Notons que pp(y) est continue en (h,y) car S est continue
en h. Elle a pour décomposition acyclique, si Go(z + k) = Fo(z + h) x {h},

(H x 1[0,1],Fn X1g X1pq),...,F1 X 1g X 1[0,1],G0 X 1[0,1]).

Par le lemme (5.5), G est sans point fixe sur dN,(0) et est compactifiante, d’ou
par (2.3) et (2.7)

ind(lec(,;)) = ind((p, Fn X lE, . ,F1 X lE,GolN‘(z))).

b) Considérons ’homotopie
G'(z +h,t) = (1= )on(F(z + h)) + H(z + Sa,2(h)) C F(2) + Sz,2(h),

elle n’a qu'un point fixe et c’est . De plus F(z) 4+ Sz,z(h) est compactifiante avec
pour seul point fixe z, par (5.2.4) et (5.9). Elle a comme décomposition acyclique
(L,Fp x 1g,...,F1 x 1g,Go) ot L(y,h) = (1 —t)pa(y) + t(z + Szz(h)); on a donc,
par (2.3) et (2.7) et (2.6), que

ind((p, Fr X 1g,...,F1 X 1g,Go|n,(z))
= ind(:l: + Szz, Fn X 1g,..., F1 X ].E,G0|N¢(I))
= ind(z 4+ Sz, Froy x1g,..., F1 X ]-EyGO[N¢(z))
= ind(z + Szleg(z))
= ind(z + Sgz)-

¢) Par commutativité ind(z + S;,;) = ind(Sz,5) (les deux fonctions sont G(h) = z+h
et F'(z + h) = Sz (k). O

LEMME 5.5. Sous les hypothéses (5.2.1) & (5.2.4), G défini en (5.4.a) est compactifiante.

DEMONSTRATION: Montrons que T est compactifiante, ou

T(z+h)=m ( U Hu(F(z+ h),t))

tefo,1]

= U U @-tw+ie) (5.5.1)

t€[0,1] yEF(z+h)
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et 7 est la projection sur la premiére composante (on obtiendra évidemment que G est
compactifiante).

a)

b)

Choisissons W et K;. Comme par le lemme 5.1, S; ; est a itérée condensante soit
donc n et k tels que k' = v((Sz,2)") < k < 1. Soit L > ||S; || tel que L > 1. Soit
e>0tel que 2e < det

Be(l+--+ L") +k <k

Soient R, et M des nombres donnés par les lemmes 5.6 et 5.7. On peut de plus
supposer que
(e+M)4r <R

et
8L < R.

Choisissons W = Ny(z), o s < r/2 et est tel que si y € N,(z) alors F(y) C
N,/s(F(z)). Choisissons K; = UL Ny /4(z;) ot UL, Ny yg(zi) D F(z). On a, Vy €
N,.(-'l?),F(y) C Nr/S(F(:L‘)) C Ki.

Montrons que T est sans point fixe sur OW. Par le lemme 5.8, avec A = {h} et
ro =0, Vh € W, on a que ||h|| = r et que
T(.’L” + h) N N,-(IL') C F(x) + N2er(szt(h))
C Noer(F(z) + Szz(h))
C Nar(F(z) + Szz(h))
qui ne contient pas h, par ’hypothése (5.2.4) et le choix de e.

Choisissons K; par tranches de n a la fois. Rappelons que K3 = Kj; U--- UKy, ou
K1; N Ny(z) =0, Vi <m', et Kimi41,...,K1m C Nr(z). Posons A = N,(0). Par le

lemme 5.9,

T(z + A)N Ny(z) C Ky + Naes(Sz2(A))

C U Y21 +CON8€a(Srz(A))

t=m'
m2

= | v
i=m1

pour certains ya1,...Y2m, € K, un compact. Posons

Kg:CJK“‘U

i=1

U Ki;NYs;

i,j>m'

(*)

Comme T(z+A) C K;,0on a que T(z+A) C K,, d’ou T(K1NNs(z)) C K2 C K;.
De méme

T(Kg n r(a:)) n r(fl«') C -Ké + Nges (S'”(co Nscs(sz:c(A))))

mg

C U Y2i + €0 Nges(14+L)(S2z(4))

i=m'

=LjY2i-

i=m'
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On reprend maintenant la formule (%) remplagant 2 par 3 et K;; par Kjj, ainsi
de suite jusqu’a

Mp41
T(Kn) N N(2) C | i + 0 Noearart-410-1)(S7(4))
donc
Y(T(Kn) N No(z)) < 16es(1 +--- + L* 1 )y(SZ,(4))
< (85(1+~-+L" D+ £'2s < 2ks.
On a donc
Mnp41
T(K, N N,(z)) N N.(z) C U Koy

ou K, 41; est convexe de diameétre inférieur & 2ks et est inclus dans un K;; avec
j > m'. Complétons Kn+1 = Ui “Kn+1; tel que T(K, N Ny(z)) C Kp41 et les
6(Knt1,) < 7(T(Kn N Ny(z)) + 47 €t Knt1,j est convexe et inclus dans un Kj;
avec j < m'. On répéte le procédé remplacant A par chacun des Ky41,; avec i > m/.
On obtiendra donc

Y(Kin+1 N Ny(z)) < k2s — 0.

d) Montrons que y(K;) — 0. Comme les K;n41 sont emboités, Koo = N2 (Kint1 N
N, (z)) est compact et donc T(K ) l'est aussi. De plus Ve’ > 0 il existe §' > 0 et 4o
tels que Kint+1 N Np(z) C Not(Koo), Vi 2 19 €t

T(Kins1 N Np(2)) C No(T(Koo)).

Ainsi, comme Kip4n C Kint1 on obtient que
v (T(K,-n+n n N,(z))) < %

si ¢ > 4. On aura donc Y(Kintnt1) < 26 +1/(in + n + 1). D’ott y(Kintn+1) — 0
si ¢ — 0o. Comme les K; sont emboités on obtient la conclusion. [J

LEMME 5.6. Pour tout € > 0 il existe R > 0 tel que si a,y € Ng(z), z € F(a),2' € F(y)
et ||z — 2'|| < R alors d(S,,z, Sy,») < €.

DEMONSTRATION: Comme Sy , est continue, alors g(z,2,y,2') = d(S,,,Sy,.) est aussi
continue et donc est uniformément continue sur (z, z,y,2') € {z} x F(z) x {z} x F(z) =
qui est compact. Ainsi, 3t > 0 tel quessi ||z —2'|| < t et 2,2’ € F(z) alors g(z,2,x,2') < €/2
(c’est-a-dire que g est bornée par /2 sur le compact C' = {(z, 2,z,2') € Cl||z— 2| < t}).
Donc g est borné par 2¢/3 < ¢ dans un voisinage V' de C' sur son domaine, il existe donc
d >0 tel que d < t/3 et Nog(C') C V.

Mais soit R < d tel que si y € Ng(z) alors F(y) C Ng/3(F(z)), car F est continue.
Ainsi si a,y € Ng(z) et z € F(a) et 2’ € F(y) et ||z — 2'|| < R, alors 3z;,2] € F(z) tels
que ||z — z1]] < d/3 et ||2' — 21|| < t/3 et ainsi ||(a,2,y,2') — (z,21,%,2])|| < 2d comme
(z,21,x,27) € C', ot d(S,,z, Sy,») <e. O
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LEMME 5.7. Ve > 0,3r > 0 et M >0 tels que siy,y + h € N,(z), alors
(5.7.1) ||S,.:ll < M, Vz € F(y).

(5.7.2) F(y + h) ”7:”’6 Uzer(y) 2 + Sy(z, ).

(5.7.3) F(y) C NR/g(F(a:)).

(5.7.4) (1 —t)z +tpn(z) € Npju(2), Vz € F(y).

DEMONSTRATION: Soit R donné par le lemme précédent. Soit 0 < ¢ < R tel que si
y € Ne(z) et z € F(y) alors ||Sy.|| < 1+ SUP, ¢ F(z) [[Sz,z]] = M car (y,z) — Sy ; est
continue. Maintenant si 0 < r < c est tel que 2r(M 4+ 1) < R on obtient que si y et
y+h € Np(z),z € F(y) et 2’ € F(y') pour un y' € co(y,y + h), alors si

|z = 2'|| < (M +1)||h]| < (M +1)2r < R
on obtient par le lemme 5.6 que

d(sy’z’ Sy’yzl) <e

ainsi selon la notation du théoréme du reste (3.6) kyni < € d’olt kyi < € et on obtient (5.7.2).
Finalement, on peut de plus supposer que 4r(¢ + M) < R et 8rL < R et que y € N,(z)
implique F(y) C Ngss(F(z)). Ainsi  + h € N,(z) implique F(z + h) C Ng/s(F(z) +
Szz(h)) car dg(Szz(h),0) < ||Szz|||R]| < Lr < R/8. Ainsi (1 — )z + tpa(z) € Npya(z),
Vze€ F(z+ k). O
LEMME 5.8. Soient R et r donnés par les lemmes (5.6) et (5.7), alors

T(z + A) N Np(2) C Kny + Naes(Saz(A — ho))

pour tout A C N,(0) et Vhg € N.(0) ott K, = Ute[0,1][(1 —t)(F(z+ ho) N Ng(z)) +tF(:c)]
et ou § = diam(A U {ho}).
DEMONSTRATION: Par la définition de T' (en (5.5.1)), on a que
Te+A)nNG=cl) U U (1= t)y + tpa(y)]
he€ A t€[0,1] yEF(z+h)NNp;>(z)

cary € Ngya(z) = (1—t)y+tpn(y) € Nrss(z) O Ni(z) par (5.7.4). Mais, par le lemme
5.7, Vh € A,

F(z + k) N Ngya(z) C Nes U 2+ Sesno(z, k= ho) | N Nrypa(z)
2€F(z+ho)

C Ne& U (Z+Sz:+ho(z7h_h0)))
2EF(z+ho)NNR(z)

car Nes(z + Seano(2,h — ho)) C Niexrnys(z) C Ngya(z). Ainsi, on peut supposer que
z + ho,z € Ng(z) et donc par le lemme 5.7, que Sz4ho(2,h — ho) C Nes(Szz(h — ho)). On

peut supposer ainsi que

y € F(z + h) N Ng(z) CNM( U z+Su(h—h0)>,
2€F(z+ho)NNg(z)
et comme pi(y) C F(z) + Szz(h) on en déduit que (1 —t)y + tpn(y) C (1 — t)[F(z +
ho) N Nr(z)] + t[F(z) + N2es((1 — t)Szz(h — ho) +tSz4(h — ho))] d’ott F(z + k)N N.(z) C
Khy + Naes(Sez(h — ho)), Vh € A, et F(z+ A)NNy(z) C Khy + Noes(Szz(A— ho)) ot Kp,

est compact. [




48 La formule de Leray-Schauder pour l'indice d'une fonction multivoque

LEMME 5.9. F(z)+ S;, est compactifiante sur N.(z), Ve > 0.

DEMONSTRATION: Posons N = N,(z). Alors
T(N) = F(z) + Sz2(N) C K1 = F(2) + co Sz2(N)
qui est convexe. De plus
T(K1NN) C F(z) + Sz2(F(2)) + Szz(co Szz(N))
donc
T(KiNN) C K; = K1 0 [F(z) + c0 Szo(F(2)) + co(S2,(N))] C Ki

et, par induction,
T(Ki N N) C Kit1 = Ki 0 [F(z) + c0 Sez(F(2)) + -+ + co Sz (F(2)) + co Sp(N)] -
Finalement,

Y(Kin) < (F(2)) + - 47 (co S37  (F(2))) +7v(co STo(N))
<A(F(2) + - +7 (S5 (F(2)) +v(S7o(N))
<O+ 40+ (7(S5,)) 2

-0

car v(S7,) < 1. O
PROPOSITION 5.10. Sous les hypothéses (5.2.5) et (5.2.6) on a,

ind(S;;) = (—1)*®.

DEMONSTRATION:

a) (Réduction d un espace de dimension finte.) Posons T' = S; ;. Alors T" est conden-
sante en vertu de la proposition 5.1 (c’est-a-dire y(T™) < 1 si n est assez grand). Soit
E? = {0} et, par récurrence, soit E’, , le sous-espace de E engendré par ’ensemble

0 p n+1 P g

{v € E|3x>1 tel que T(v) N (\v + E7) # 0}

quel que soit j > 1. Soit B = Up»1El; E' C E7 pour tout j. Il existe j > 1 tel
que T soit condensante, d’ott dim E¥ < oo et ainsi dim E!* < co ot E! = Up>1E}
et E! est le sous-espace de E engendré par l'ensemble {v € E | I\ > 1 tel que
Tv)N (v +EL_;) #0}.

Considérons m: E — E!, une projection continue. Définissons ¢:(z) = tz + (1 —
t)n(z) et hi(v) = g¢(T(v)) ot t € I, alors v € hy(v) entraine qu’il existe w € T(v)
tel que v = tw + (1 — t)r(w) d’ott w — ¥ = (1 — })7(w). Posons A = § > 1, alors
on obtient w — Av = (1 — A)m(w). Or (1 — A\)w(w) € E! et ainsi, par la définition de
E', v € E! et par suite w € E' dott v € hy(v) = T(v) et v =0 car 1 ¢ co P(v) par
(5.2.5). Donc hy est bien définie. De plus, hs(v) C tT'(v) + E?, donc

n—-1
hi(v) C"T™(v) + > t'T* o m(E")

i=0
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et ainsi, comme dim E' < oo, y(h}) = t"4(T™) < 1 (c’est-a-dire que h} est con-

densante sur N,(0), pour tout € > 0, si n est assez grand). En vertu de la propriété

d’homotopie de l'indice, ind(E, T, E) = ind(E, 7 o T, E) et par commutativité,
ind(E, o T, E) = ind(E*, T, E).

b) (Réduction au cas univogue.) Comme E! est de dimension finie, toutes les applica-
tions continues sont compactes sur les bornés. Posons m = dim E. Soit {v1,...,vm}
une base de E! telle qu’il existe \;, Bij € R tels que \;v; + Zj<z~ Bijvj € T(v;) pour
tout i = 1,...,m et j < i. Sans perte de généralité, on peut supposer que chaque v;
est de norme 1. Considérons N;(0). Pour chaque v;, il existe un nombre réel r > 1
assez grand tel que T'(v;)+rv; appartienne & ’extérieur de N1(0)UON;(0). En effet,
en définissant s = 2||T(v;)|| = 2sup{||z|| | z € T'(vi)}, il suffit de choisir r > s +1
car dans ce cas, ||[T(v;) 4+ rvil| > [|T(vi)l| = |rvill| >r—s>s+1—-s=1.

Définissons ’homotopie H par H(v,t) = H¢(v) = T(v) + trv. D au choix de
r, Hy n’a pas de point fixe sur ON;(0) car sinon, il existe t € I tel que v € Hy(v)
[c’est-a-dire (1 —tr)v € T(v)] et par suite 1 —tr > 1 d’ou tr < 0. Contradiction. On
a donc ind(E', T, E') = ind(E', Hy, EY).

Notons v = a31(v)v; + - -+ + @m(v)vm une combinaison linéaire des v; o a;(v)
est la 1*™® coordonnée de v par rapport & la base {v1,...,vn}. Soit maintenant
I’homotopie k' définie par

m
R (v,) = By(v) = (1 = )H1(v) + ¢ Y ai(v)[(\i +7)oi + ) Bijvj)-

i=1 i<i

Notons que

(Ai +r)vi + Y Bijvj € T(vi) + ro; = Hi(vi) = hy(v:).
j<i
Pour montrer que A’ est bien définie, il suffit de montrer qu’elle n’a pas de point
fixe sur ON1(0). Soit v € h}(v) et ||lv]| = 1, alors

vE 1 —t)Hi(v) +1 Y ai(®)[(Xi +r)vi + D _ Bijol.

=1 i<i

i) Supposons que a; > 0 pour tout ¢, alors @ = Y ' ai(v) > 1 car sinon |jv|| =
I8, ai(v)vi]] € 30, ai()||vill = Sie, @i(v) < a < 1. Contradiction. Comme
T est homogene et demi-linéaire positive,

Hi(v) =T(v) +rv
=T (Z a,-(v)v,') +r Z ai(v)v;
S \i=1 i=1
C Z a;(v)T(v;)+r Z a;(v)v;
= Z a;(v)(T(vi) + rv;)

= Z a;(v)Hy(vi).
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Or, Hy(vi) C No((Xi +r)vi + 3« Bijvj) pour tout i = 1,...,m et donc
Hy(v) C f: ai(v)Hy(vi) C aé'60 No((Xi +r)vi + Zﬂijvj).
i=1 i=1 i<i
En conséquence,
v € (1—t)Hi(v)+1 i ai(v)(Xi +r)vi + Y, Bijv;)
i=1 i<i

C s | No((Xi +)vi + ) Bijvs)

i=1 i<i
et, en vertu du lemme 5.12,
d(as | J No(( + r)oi + Y Bijv;),0) 2 ol (A +7)d = k)e = 5]

i=1 j<i

>(A+r)d—k)—s

>2,
si ’on choisit 5
2+s 1k
r> _C_di_ - A,

ol A = min; A;. Ainsi d(v,0) = ||v|| > 1. Contradiction.

it) Pour tout 4, si a; est négatif, on remplace v; par —v; et o; par —a;. Comme
T(—v;) = =T(vi), alors en changeant au besoin certains f§;; par —p;;, tout ce qui
précéde demeure vrai y compris la conclusion de 1). Par conséquent, ind(E?, hl), E')
= ind(E", k!, E'). Or hy = H; et comme H; est homotope & T, on a que

ind(E!, T, E') = ind(E", h}, E").

Puisque hj est une application univoque et linéaire, alors par Leray-Schauder [9],
ind(E', kY, E') = (—1)*(®), car E! est de dimension finie et dim E* = a(z). O

LEMME 5.11. Soit {vy,...,v,} une base quelconque de R™, soient f;; € R quel que soit
i=1,...,n et quel que soit j < i et soit s > 0. Alors il existe k,d > 0 tels que pour tout
/\1,...,/\,, > 0,

n

d (e | NsQvi + ) Bijv;),0 | 2 Md—k—s,

=1 j<i
ol A = min; \;.
DEMONSTRATION: Soit H ’hyperplan engendré par {v;,...,vn}. Comme 0 ¢ H, alors
d = d(H,0) > 0. Donc d(co{v;},0) = d d’ot d(cc{Iv;},0) = Ad ot A € R. Posons
k= sup;—y, ..l X <iBijvsl, alors 3., Biju; C Ni(0). Soit maintenant I’hyperplan H'
paralléle & H, qui est situé & s + k unités plus prés de 0 que I’hyperplan AH. Si F't est
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le demi-espace fermé déterminé par H' ne contenant pas 0, alors d(F+,0) = A\d — s — k.
Puisque F't est convexe et qu’il contient toutes les boules

No(Niv; + Z Bijv;) C Nogpr(Aiv;)

Ji<i
1=1,...,n, alors
F*> coUN (ivi+ Y Bijvy)
=1 i<t
et ainsi
coUN(/\v,—{-Zﬂ,,v, >AM—-s—k O
i<i
LEMME 5.12. Soit {v1,...,v,} une base quelconque d’un espace de Banach réel E de
dimension finie n, soient fB;; € R quel que soit i = 1,...,n et quelque soit j < i et soit
s' > 0. Alors il existe d,k,c > 0 tels que pour tout A1,..., A, >0,
d (’(ﬁ U Ng(Ajv; + Zﬂ,‘jvj),(]) > (M —=k)c— s,
i=1 i<i

ol A = min; ;.

DEMONSTRATION: Soit ¢: E — R™ un isomorphisme de E sur R", alors {¢(v1),...,¢(vn)}
est une base de R™. En vertu du lemme 5.11,

(coUN()\ ¢>(v,)+2ﬁ.J (v;)), ) >M—k—s.

Or
inf {Ilwll |ze¢™ (co U No(hig(i) + > Bijé (v]))) } > (M —-k—s)lgll™,
J<i

ou ||¢|| = sup{||¢(z)|| | llz]| £ 1} # O car ¢ est un isomorphisme. En effet, soit

zeg¢ (coUN (Nid(vi) + Y Bijo( v;)))

i<i

alors il existe y € T UL; No(Nid(vi) + 3o ;<; Bijd(v;)) tel que z = 6~1(y), c'est-a-dire
que y = ¢(z). Donc ||y|| 2 Ad —k — s et comme |ly|| = [|¢()| < lI¢lll|z]], alors [lz]| 2
lyllllélI~* = (Ad — k — s)||¢||~*. Par conséquent,

(COU¢ ( (Nig(vi) + ) Biid( v:))) )Z(/\d—k—S)IMll'l-

i=1 i<i
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De plus, puisque ¢ est linéaire,

S(Naon-r (Mi(v:) + 3 Bijv;)) € Napapon-2(6(ivi + Y Bijvs))

Jj<i j<i

= N,(Mid(v:) + Z Bij#(vj))

Jj<i

et, par suite,

N+ (ivi + Y Bijvg) C 71 (Ns(Mid(vi) + Y Bij6(v))),

i<i i<i
d’ou . .
@ | Nag-1Qivi + Y Bijvg) | 671 (Na(Mid(vi) + Y Bijd(v;)).
i=1 j<i i=1 j<i,
Donc

d (@ Napgy-1(Aivi + D Bijv),0 | 2 d [T 67" | No(hid(vi) + Y Bij(v5)) | ,0
i=1

j<i i=1 i<i
> (M —k—s)lgl™"

Posons ¢ = ||¢]| 7! et s’ = sc, alors

d{@ | Neivi + Y Bi;),0 | 2 (Ad=k)e—s'. O

i=1 j<i

BIBLIOGRAPHIE

1. Banks H.T. et Jacobs M.O., A differential calculus for multifunctions, J. Math. Anal. Appl. 29
(1970), 246-272.
2. de Blasi F.S., On the differentiability of multifunctions, Pac. J. of Math. 66 (1976), 67-81.
3. Eells J. et Fournier G., La Théorie des points fizes des applications & itérée condensante, Mémoire
46, Bull. Soc. Math. France (1976), 91-120.
4. Fournier G. et Violette D., A fized point index for compositions of acyclic multivalued maps in Ba-
nach spaces, The Mathematical Sciences Research Institute (MSRI)-Korea Publications 1 (1986),
137-158.
5. , A fized point theorem for a class of multivalued continuously differentiable maps,
Annales Polonici Matematici 47 (1987), 381-402.
6. Gorniewicz L., Homological methods in fized point theory of multivalued maps, Diss. Math. 129
(1976), 1-71.
7. Guzzardi R., Differential theory of multivalued maps and applications, to appear in the proceedings
of Ryad conference.
8. Kuratowski K., Sur les espaces complets, Fund. Math. 15 (1930), 301-309.
. Leray J. et Schauder J., Topologie et équations fonctionnelles, Ann. Ec. Nor. Sup. 51 (1934), 45-78.
10. Martelli M. et Vignoli A., On differentiablity of multi-valued maps, Bolletino U.M.I. 10 (1974),
701-712.

11. Nussbaum R.D., Generalizing the fized point indez, Math. Ann. 228 (1977), 259-278.

12. Siegberg H.W. et Skordev G., Fized point indez and chain approzimations, Pac. J. of Math. 102
(1982), 455-486.

©



G. Fournier et D. Violette 53

13. Skordev G., Fized point index for ANR’s, Forschungsswerpunkt Dynamische Systeme, Universitat
Bremen, Report 46 (1981).

Gilles Fournier

Département de mathématiques et d’informatique
Université de Sherbrooke

Sherbrooke, Québec, Canada

J1K 2R1

Donald Violette

Département de mathématiques
Université de Moncton

Moncton, Nouveau Brunswick, Canada

E1A 3E9



