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ARRANGEMENTS D’HYPERPLANS II:
TOPOLOG¥E ET GEOMETRIE
(1°T€¢ PARTIE)

MicHEL JAMBU

“We believe that combinatorial methods will play
an increasing role in the future of geometry and
topology”

I.M. Gelfand, R.M. Goresky, R.D. MacPherson,
V. Serganova

Combinatorial geometries, conver polyhedra and
Schubert cells, Advances in Math. (1987)

RESUME. 1l s’agit de définir et d’étudier les arrangements libres (i.e. diviseurs de Saito)
ainsi que la cohomologie des compléments. Des invariants numériques sonts associés aux
arrangements libres, généralisant les exposants des groupes de Coxeter. Ces exposants sont
de plus interprétés a partir du polynéme de Poincaré associé a la cohomologie du complément
de ces arrangements.

ABSTRACT. We define and study the free arrangements (i.e. Saito’s divisors) and the co-
homology of the complements. Some numerical invariants are associated to the free arrange-
ments and give a natural generalization of the exponents of the Coxeter groups. Moreover a
cohomological interpretation of these exponents is given.

0. Introduction.

La théorie des arrangements d’hyperplans se situe au carrefour de nombreux centres
d’intérét comme le fait remarquer P. Orlik dans son récent article de synthése: “Intro-
duction to arrangements” [17]:

Arrangements occur in several branches of mathematics: in the study of braids
and phases transition, in wave fronts, in hypergeometric functions, in reflection
groups and Lie algebras, in coding theory, in the study of certain singularities, in
combinatorics and group theory, and in spline functions.

Cette premiére partie de I’étude des propriétés topologiques et géométriques de la théorie
des arrangements d’hyperplans est consacrée aux arrangements libres et a la cohomologie
du complément. :

Le fil conducteur des pages qui suivent pourrait étre donné par ’exemple de 'arrange-
ment de Coxeter de type A;.

Les exposants du groupe de Coxeter s’interprétent a 1’aide de champs de vecteurs ou
de formes différentielles logarithmiques le long de 'arrangement (cf. partie I). Dans la
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section 1, les modules de dérivations logarithmiques et de 1-formes différentielles logarith-
miques le long de l’arrangement sont définis. Si ces modules sont libres, ils admettent une
base homogene dont les degrés définissent la bonne notion d’exposants. La plupart des
résultats sont dus & H. Terao.

Comme V.I. Arnold ’a remarqué, le polyndéme de Poincaré du complément X; de l’ar-
rangement A; se factorise en faisant apparaitre les exposants du groupe de type Ay, i.e.
{1,2,...,1}:

Px,(t) =1 +t)(1+2t)---(1+1t).

Ce fait est général et donne une interprétation cohomologique des exposants d’un arrange-
ment libre, comme ’ont montré H. Terao, P. Orlik, L. Solomon et E. Brieskorn. De plus
P. Orlik et L. Solomon caractérisent ’algébre de cohomologie H*(X) du complément X
d’un arrangement A de C™ & l’aide du treillis L(A) des intersections des hyperplans de A.
C’est ’objet de la section 2.

Des appendices montrent que ces résultats s’étendent aux hypersurfaces libres (ou di-
viseurs de Saito), tels que le discriminant et ’ensemble de bifurcation associés a une hy-
persurface a singularité isolée. Le cas des singularités simples, en particulier du type A,
est traité (c¢f. Looijenga [16]). Enfin, les arrangements simples de Sommese sont introduits
en liaison avec les surfaces de Hirzebruch.

1. Arrangements libres.

1.1. Modules des dérivations et des formes différentielles. Dans la partie I, nous
avons défini la notion d’arrangement libre comme étant une généralisation “naturelle” de
celle d’arrangement associé a un groupe de réflexions. Dans cette partie, nous reprenons
ce point de vue en associant, selon K. Saito [21], différents modules pour des arrangements
quelconques d’hyperplans.

Soit k un corps quelconque, V = k", S(V*), (que nous noterons plus simplement
S) Palgebre symétrique de V* et S’ le corps des fractions de S. Le choix d’une base
{z1,...,zn} de V* détermine un isomorphisme entre S et R = k[z;,...,z,] d’une part
et entre S’ et R' = k(z1,...,2,) d’autre part. S (resp. R) est une k-algébre graduée ou
deg f = 1 pour tout f € V*\ {0}.

Soit p € N*; Der?(V) est le S-module des applications p-linéaires alternées: [25]

f: Sx---xS—>S
—————

p facteurs

qui sont des k-dérivations en chaque variable (i.e. 8(f1,...,fi,...,fp) = 0si fi € k et
O(fry s figiv-- s fp) = fib(fry. s gise ooy fp) + 6i0(f1y. ..y fiy- .., fp)). Der®(V) est muni

naturellement d’une structure de S-module gradué ot Der®(V) = S, Der?(V) = 0 pour
p > n, en posant Der’(V) = P, Der’(V). De facon similaire, ([37]) on définit les
S-modules des formes différentielles

2:(V) = P, (V)

p20

Qn.(V) =% (V)

p20

et

ou Qzlg(V) est le S-module des p-formes différentielles & coefficients dans S et QF (V) =

S'®@ Q8 (V); 95, (V) et QF, (V) sont des modules gradués nuls pour p > n.
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Soit A un arrangement d’hyperplans de V| i.e. une famille finie de sous-espaces vectoriels
de codimension 1. Pour chaque H € A, choisissons une forme linéaire o € V* telle que

ker o = H et posons
Q=[] «"€s.
HeA

DEFINITION. Soit p € N*.
(1) DP(A) = {9 € Der?(V) | 6(Q, f2,..., fp) € QS, pour tout f2, ..., fn € S},
D°(A) =
(2) @*(A) = {w €L (V)| Qu e QL (V) et Qdw € Q5L (V)]

alg

PROPOSITION. DP(A) et QP(A) sont des S-sous-modules gradués de Der?(V') et QF (V).

PROPOSITION [21]. Le produit intérieur

i: D'(A)xQ'(A) — S
(Ow) — fw

est bien définie et non dégénéré. D'(A) et Q!(A) sont des S-modules réflexifs de rang n
et D'(A) est libre ssi Q(A) est libre.

DEFINITION. L’arrangement A de V = k™ est libre ssi D'(A) est un S-module libre.
Par la proposition précédente A est libre ssi Q'(A) est un S-module libre

EXEMPLES.

(1) Les arrangements associés a des groupes de réflexions sont libres [13], [29].

(2) Tout arrangement de V = k™ ou n < 2 est libre. (Tout module réflexif sur un
anneau de dimension homologique au plus 2, est libre)

(3) Les arrangements de type fibré [9]:

Considérons k = C.

DEFINITION. Soit X = C™\ | Hea H le complément d’un arrangement A d’hyperplans
de C™. X est dit linéairement fibré si aprés un changement linéaire des coordonnées, la
restriction de la projection sur les n—1 premiéres coordonnées est une fibration dont la base
est le complément d’un arrangement B d’hyperplans de C*~! et la fibre est C\ {ay, ..., a1}
ou a; € C. Un arrangement A est de type fibr€ si le complément X est linéairement fibré
sur Y ou Y est le complément d’un arrangement B de type fibré en convenant que l’ar-
rangement {0} est fibré.

H. Terao [36] a montré que les arrangements de type fibré sont caractérisés par une
propriété combinatoire. Soit L(A) le treillis géométrique des intersections des hyperplans
de A, ordonné par z < y si ¢ D y, en posant 0 = C", (le plus petit élément).

Un élément = de L(A) est dit modulaire si pour tout y et z € L(A) tels que:

i) zAhy=2zAz=0

(ii) zVy =z V z =1 (le plus grand élément de L(A)).
alors y et z ne sont pas comparables.

Le treillis L(A) est hyperrésoluble s’il existe une chaine maximale composée d’éléments
modulaires i.e. 0 = g < 1 < -+ < ZTy((a)) = 1 ou r est la fonction rang et z; sont des
éléments modulaires.
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THEOREME [36]. Un arrangement A de C™ est de type fibré ssi L(A) est un treillis
hyperrésoluble.

THEOREME [14], [15], [36]. Un arrangement de type fibré est libre.

En fait, il est montré que si L(A) est un treillis hyperrésoluble, I’arrangement A est
libre, A étant un arrangement de V = k™.

Remarquons que la méthode utilisée dans [14], [15] et [36] pour prouver la “liberté” des
arrangements de type fibré, n’utilise pas les modules D'(A) ou 2! (A) mais un théoréme
qui sera énoncé en 1.4.

Ces résultats seront développés dans la partie 2.

Ajoutons que G.M. Ziegler [37] caractérise les arrangements A dont le treillis L(A) est
hyperrésoluble (i.e. les arrangements de type fibré si k = C), de la fagon suivante:

DEFINITION. Soit A un arrangement libre et V = K™. Une base ordonnée {w!,...,w"}
de Q}(A) est triangulaire pour le systéme de coordonnées zy, ..., z, de V* si w' =
(1/Q) Z;;l gl dzj avec ¢] = 0sii < j, i.e. la matrice (¢]) est triangulaire inférieure.

Remarquons qu’a une base triangulaire de Q!(A) correspond une base triangulaire de
DI(A).

THEOREME [37]. Un arrangement A admet une base triangulaire pour un systéme de
coordonnées ssi L(A) est hyperrésoluble.

Ilustrons ceci par ’exemple suivant [37]:

Soit A’ = D} larrangement de V = k3, (ot la caractéristique de k est différente de 2),
défini par Q = z(z + y)(z —y)(z + 2)(z — 2)(y + 2)(y — 2). A’ est un arrangement libre.
Une base homogene de 2'(A’) est la suivante:

st
T
S L ‘1<d(z—y)+d(w—z)_d(w+y)_d(x+z))
Yy—2z T T—y T—z T+y T+ =z
3 1 1 f/dz+y) dlz-2z) dz-y) dz+2)
s _y+z.;( T+y + T—z r—y B T+ z )

Il est facile de vérifier que L(A') n’est pas un treillis hyperrésoluble. Soit A = A'U{y = 0}.
L(A) est un treillis hyperrésoluble donc A est libre. Une base triangulaire de Q!(A) est
donnée par

1 1

w = w
2 2 3
w é_y.((y_z)w _(y+z)w)_$2 y2.____é—y2.._y__

w13:l(w2+w3)
Y

L’arrangement A U {z = 0} est l’arrangement de Coxeter B; qui est libre, L(B3) est
hyperrésoluble et une base triangulaire de 2!(B3) est la suivante:

Ld”l = w 1

w/l2 =w

'
2

1
"3 '
w —W 3.
z

1.2. Diviseurs de Saito. Soit D un diviseur (réduit) dans C® = V, d’équation locale @,
au point .
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DEFINITION. Soit 2, (log D), I’ensemble des germes en z de g-formes différentielles mé-
romorphes w telles que Q,w et Q,(dw) soient des g, (resp. ¢ + 1)-formes différentielles
holomorphes au voisinage de z.

On obtient ainsi des faisceaux algébriques cohérents de Oy ;-modules, noté 2}, (log D).

DEFINITION. Le diviseur D est libre ou diviseur de Saito en z € V ssi Q!(log D), est un
Ov,.-module libre.

DEFINITION. Soit Dery (log D), ’ensemble des germes en X de champs de vecteurs holo-
morphes 8 tels que 8- Q,; € Q; - Oy,;. On obtient ainsi un faisceau algébrique cohérent de
Ov,.-modules, noté Dery (log D).

PROPOSITION. D est un diviseur de Saito en z € V ssi Dery(log D), est un Oy, .-module
libre.

DEMONSTRATION: Le produit intérieur:

Dery (log D), xQ},(log D) — Oy,
(6,w) — 0w

entraine une dualité entre les deux modules réflexifs Dery (log D), et Q},(log D)., d’oti le
résultat. OJ

Les éléments de Q,(log D), sont appelés g-formes différentielles logarithmiques en z le
long de D et ceux de Dery (log), les champs de vecteurs logarithmiques en x le long de D.

K. Saito [21] en a défini les concepts et étudié les propriétés.

Remarquons que les arrangements libres de C" sont des diviseurs de Saito. Dans ’ap-
pendice, nous donnerons un autre exemple de diviseur de Saito.

1.3. Critéres de liberté. K. Saito [21] a établi quelques critéres de liberté pour des
diviseurs de C". Nous en donnons ici une version adaptée au cas des arrangements de k™,
k corps quelconque. Soit A un arrangement d’hyperplans de V = k", défini par I’équation
réduite @ = 0.

ProPosITION [21], [25], [37].

(1) Les éléments 6y, ..., 8, € D'(A) forment une base de D'(A) comme R-module
ssiby A--- N6, € @Dy A--- AN Dy ott D; € Der(V) est la k-dérivation définie par
Di(zj) = 6ij pour1 <4, <n, (i.e. 0; = Zp,'j—(l, alors det(p;j) = Q).

= Oz;

(2) Les 1-formesw' = (1/9) Y, gjdz;, ..., w™ = (1/q) Xi, ¢fdz; € Q' (A) forment

une base de Q'(A) comme R-module ssi:

1 .
wl/\‘--/\w"=c--§dx1/\~~/\dxn (i.e. ssi det(q;) = cQ ou c € k™).

DEMONSTRATION: Nous ne démontrerons que 1.
Supposons 6; A --- A8, € k*QD1 A --- A D,. Alors 6y, ..., 6, sont linéairement
indépendants sur R. En supposant, ce qui ne réduit pas la généralité du probleme,
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01 AN---ANb, =qDy A--- A D,, par la régle de Cramer, on a @QD; € E?=1 RS;. Ecrivons,
pour § = D'(A), Q8 = Y, fif;, alors

fiQDl/\"‘/\Dn
=0 A ANO_1 AQOABi  A---NO, € QD" (A) = RQ*D1 A---A D,

en remarquant que D"(A) est libre de rang 1 avec @Dy A --- A D, comme base. Ainsi
fi € QR pour tout 7 et

n

Z—o GERG

Réciproquement, en remarquant que Der?(V) est naturellement isomorphe & A% Der' (V)
et que ¢ € DP(A) et v € DI(A) impliquent ¢ A p € DPTI(A), on peut écrire 6; A

N8, = fQDy A---AD, ou f € S. Choisissons H € A et supposons kerz; = H.
Posons Qg = Q/z;. Comme QD; et QzD;, ¢ = 2, ..., n appartiennent & D!(A), on a
Q-Qy 'DiA-- /\Dn =2:QuDIAQuDyA---AQyD, € S6;A---N8, = SFQD;A---AD,,.
Alors f divise Q% 1 pour tout H € A et comme les Q"H_l pour H € A n’ont pas de facteur
commun, on obtient f € k*. [J

Plus généralement, les affirmations suivantes sont équivalentes:
(i) A est libre
(11) /\% D'(A)=DP(A)pourp=0,...,n
(i) AgD'(A) = D"(A)
(iv) chaque D?(A) est libre pour p=0, ..., n
(11)’ /\% QU(A)=QP(A)pourp=0,...,n
(i)’ AgQ'(A) =Q™(A)
(iv)’ chaque QP(A) est libre pour p=0, ..., n
EXEMPLE. Un arrangement A est radial [28] si tous les hyperplans de A contiennent un
méme sous-espace de codimension 2.
Soit @ = []i~, h: = 0 ’équation réduite définissant 'arrangement radial A et {hy, ks, ys3,
..y Yn} une base de V*.

Alors
17} g 0 0
hy— ; Jho - ey
{hlah + ) +Zy Yi 3?!2 aye 3?!11}

est une base de D!(A) et par suite A est libre. De méme:

est une base de Q'(A).
D’autre exemples peuvent étre obtenus par le résultat suivant:

PROPOSITION [37].

(1) Soient A; et Ay des arrangements de V; et V, respectivement. Alors A, x A, est
libre ssi Ay et Ay sont libres (ou A1 xA, = {H®V2 | H € A1 }U{Vi®H | H € Ay}).

(2) Un arrangement A est libre ssi Parrangement A = {H /N0 H |H € A} est
libre.

(3) Soityep H C A. Lalocalisation de A 4( g H est Varrangement {K /(\cp H
K e A, K2 NyepH} dansV /yep H. La localisation d’un arrangement libre
est libre.
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Soit H € A. La restriction de A & H est définiepar Ay ={KNH|K e A\ {H}} et
P. Orlik a proposée la conjecture suivante (non encore résolue): [32]

La restriction d’un arrangement libre est un arrangement libre.

Voici un autre critére de liberté, toujours selon K. Saito [21]:
n 0 . y
PROPOSITION. Soient 8; = E]-:l Pijg— i=1,...,n, des éléments de Der' (V) tels que:
Zj

(i) 16:,6] = Tiy f0 ol ff; € R
(i) det(pij) = Q.
Alors {#;,...,0,} est une base de D'(A) et A est un arrangement libre.

Voici un critére algébrique de liberté dt a H. Terao [28]:

PROPOSITION. Un arrangement A de V = R™ est libre ssi R/Jg est un R-module de
Cohen-Macaulay de dimension n — 2, ou Jg est I'idéal Jacobien de Q.

Rappelons qu’un module est de Cohen-Macauly ssi sa dimension de Krull estégale a sa
codimension homologique.
DEMONSTRATION: Dans le cas R/Jg # 0, elle repose sur:

a) La décomposition DI(A) = R -6y ® Ann(A) ou 6y est le “champ d’Euler” et
Ann(A) = {6 € D'(A) | 6(Q) = 0} qui est libre ssi D'(A) est libre (module
projectif sur un anneau local)

b) la suite exacte

0— Amn(A)— R — R 5 R/Jo—0
n fl n
0 . ‘aQ
Digm—| |l
=1 fn =1

Ann(A) est libre ssi dimhom R/Jq < 3.
c) I’égalité de Auslander-Buschbaum

hauteur R/Jg + dimhom R/Jq = Krull-dmR =n. O

Considérons un hyperplan H ¢ A. Alors A se présente comme une famille (finie)
d’arrangements radiaux A; (autour de H N K; ou K; € A et codim HNK; = 2). Soit B un
sous-arrangement de A obtenu en enlevant un hyperplan de chaque A; et soit @y = 0 une
équation (réduite) définissant B (e.g. Qu = [[; k¥ Ai=1oh ker ki = K;). Posons kerh = H.

Les deux prochaines propositions vont jouer un role essentiel ensuite, dans la démonstra-
tion du théoréme d’addition-restriction de Terao selon que ’on considere les dérivations
ou les formes différentielles.

PROPOSITION [28].

(1) L’idéal D*(A)(h) = {6(h) | 8 € D(A)} est inclus dans I'idéal engendré par h et
Qpu. Ces deux idéaux ont méme radical.

(2) Supposons l'arrangement A libre. Alors I'arrangement A U {H} est libre ssi
R/D'(A)(H) est de Cohen-Macauly de dimensionn—2 (ou bien nul) ssi D*(A)(h) =
(h,Qr), idéal engendré par h et Q.
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PROPOSITION [21], [37]. Chaque w € (A U {H}) s’écrit sous la forme
p dh

w=——— 4w’
Qu h

oipeSetw’e(1/Q), (V) n’apasdepileen H. (Siw ¢ (h/Qu)Q (V) on dit que
w a un pdle en H € A).

En particulier —degw < deg(hQu)=1+#A — #Aqn.
REMARQUE. Ce dernier résultat est une conséquence du “lemme de préparation” [21]
suivant: dh

Soit w € Qrar(V). Alors w € Q(A) ssi pour tout H € A, on aw = W Aw! +w® ou
(Q/h)w® € QL (V) et (Q/h)w' € Qb1 (V).
1.4. Exposants d’un arrangement libre. Soit k un corps quelconque.

PROPOSITION [28]. Soit un arrangement libre de V' = k™. Alors il existe une base ho-
mogéne {6y, ...,6,} de n éléments de D*(A), i.e.

- 3}
bi=) fij5—
]Z-:l Oz;

ot les f;; sont des polynémes homogénes de méme degré pour tout j =1, ..., n.

Notons degf; = deg fi;. Le “multi-ensemble” [degby,...,deg#,] ne dépend que de
Parrangement A et non de la base choisie. On supposera degf; < -+ < degb,.

DEFINITION. [deg®,...,deg6,] est appelé le “multi-ensemble” des ezposants de 'arran-
gement A et est noté exp(A).
PROPOSITION.
(1) Soit A un arrangement libre. Si exp(A) = [deg81,...,degb,], ona } - degh; =
#A.
(2) La base duale {w!,...,w"} de Q'(A) satisfait degw’ = — deg6; pour tout i = 1,
., .

REMARQUE. Le “champ d’Euler” 6§, appartenant & D!(A), on en déduit que 1 est un
exposant de A.

EXEMPLES.
(1) Un arrangement radial (cf. 1.3) de m hyperplans, admet comme exposants [0,...,0,
1,m—1]. v

(2) Soit A un arrangement associé & un groupe de Coxeter (cf. [13]). Les exposa'rllts2 de
Parrangement A sont les exposants du groupe de Coxeter. Les exposants sont des
invariants numériques de ’arrangement qui ne sont définis que pour le cas spécial des
arrangements libres. Nous allons, selon H. Terao [28] [37] définir une suite d’entiers
pour tout arrangement, qui est la suite des exposants dans le cas ou 'arrangement
est libre.

DEFINITION. Soit M un S-module gradué noethérien de rang n. Une suite (mq,m2,...)
d’éléments homogenes de M est une suite génératrice si pour tout entier ¢:

degm; = min {degm

i-1
m € M, m homogene et m ¢ ZSm]}.

J=1
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La suite des degrés de M, (degmy,degms,...) est donnée par une suite génératrice max-
imale (my, mg,...) de M.

PROPOSITION [37].
(1) La suite des degrés de M ne dépend pas de la suite génératrice maximale et est
finie.
(2) La suite des degrés de M, (degmy,degms,...) a la longueur | = dimyk ®s M > n.
M est libre ssi l = n.

Le prochain théoréme, dii & H. Terao [28] est fondamental d’une part du point de vue
combinatoire et d’autre part pour construire (ou vérifier si) un arrangement (est) libre (ou
non).

LEMME [37]. Soit un arrangement et H ¢ A. Soit {e1,...,ex} la suite des degrés de
Q'(Ay). Une suite (w,...,w") d’éléments de U'(A) ot degw’ = —e;, 1 < j <1<k
définit une suite génératrice (wy,...,wy) de Q*(Ag) ssi

; (u - szw') ¢ Q' (AU{H))

1<j
pour tout j et tout p;.

THEOREME D’ADDITION-RESTRICTION [28]. Soit A un arrangement et H ¢ A. Deux
quelconques parmi les trois affirmations suivantes impliquent la troisiéme:
(1) A est un arrangement libre et exp(A) = [e1,...,€n).
(2) AU {H} est un arrangement libre et exp(A U {H}) = [el, e+ 1,0 e
(3) Ay est un arrangement libre et exp(Ag) = [e1,...,€ig,-..,€n] OU " signifie que le
terme correspondant a €été omis.

REMARQUE. La démonstration initiale de H. Terao utilise les propriétés de D'(A), en
particulier celles de I'idéal D*(A)(k). Nous allons suivre G.M. Ziegler [37] dont la dé-
monstration utilisant Q'(A) et le lemme de préparation est plus simple.

DEMONSTRATION: (1) et (3) = (2):

Soit (w!,...,w™) une suite génératrice maximale de Q!(A) telle que deg(w’) = —e; et
—e; < - < —en.

S’il existe p; € S et jo tels que

% (wj" - ijwj) € (AU{H}) (+)

i<jo

alors {w y--5(1/R) ( — Di<jo Pi¥ j) ) - ,w"} est une base de Q'(A U {H}) (cf. 1.3)

et jo = 7o par le lemme précédent. Ainsi (2) est démontré.
Supposons que ’assertion (*) ne soit pas vérifiée. On peut supposer —e;, < —ej 41 ou
io = n. Par le lemme précédent {w};,..., w1} est une suite génératrice de Q'(Ap) et

Wi & S/(hywh + -+ + S/ ()™

d’olt {wk,...,wis} est une suite génératrice de Q' (Ap) ce qui contredit (3).

(2) et (3) = (1):
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Tout d’abord # A — # Ay = e;,.

Il existe w® € QYA U {H})\ Q!(A) avec degw® = —(ei, + 1). En effet si un tel w°
n’existe pas, on peut trouver une base de Q' (AU{H}), {w!,...,w™,...,w"} avec degw® =
—e; ol —e; < --- < —e, telle que (wl,...,wi°) soit une suite génératrice de Q!(A)..
Par le lemme précédent, (w),...,w}s) est une suite génératrice de Q'(Ap). Comme on
peut supposer que ou bien —e;, < —ej,+1 Ou i = m, on aboutit & une contradiction.
Ainsi w9 existe. Soit {w!,...,w"} une base de Q'(A{H}) telle que w'* = w° car par
le lemme de préparation w® ¢ S. QYA U {H}) (ici S4 = @5 Sk). Son image dans
QUAU{H}/S+QY(AU{H} 2k ®s Q' (AU{H} n’est pas nulle et appartient & une suite
génératrice donc & une base. On construit alors une base {w',... ,w'oTl 0wt}
de Q!(A) en écrivant w'' = wi — p;w?, p; étant choisi de fagon & rendre les w'* homogenes
et w' n’a pas de pole en H, (le lemme de préparation permet cette construction), d’ot le
résultat.

(1) et (2) = (3):

Soient {w!,...,w™} (resp. {w',...,w™}) des bases homogenes de Q'(A) (resp. Q'(A U
{H})), ot degw® = —e;. Alors w' = > pijw'l ol p;j € S et det p;; est une forme linéaire
définissant 'hyperplan H (cf. critére de liberté 1.3). En réarrangeant au besoin l'ordre des
indices, on peut supposer p;; # 0 pour tout j. Alors p;; est de degré 1 pour un ¢ = 19
et est constant pour i # ig. D’ol degw®™ = degw'™® — 1 et degw’ = degw'* pour i # io.
Ainsi {w',...,(1/h)w',...,w"} est une base homogéne de Q'(A U {H}); w' € Q!(A)
et w? n’a pas de pole en H, donc w}l € Q'(Ap) pour 1 < i < n. On en conclut que
{wh,... ,wg, ...,wh} est une base de Q!(A) (cf. critére de liberté 1.3). O

Ce théoreme s’applique particulierement bien en dimension 3 car tous les arrangements
de k? sont libres et d’exposants trés faciles a calculer.

EXEMPLES.

(1) Dans k®, soit I’arrangement A défini par I’équation zyz(z — y)(z — z)(y — z) = 0.
Soit le sous-arrangement A; défini par 'equation zz(z — z) = 0. Il est radial,
donc libre d’exposants [0,1,2] Ajoutons 'hyperplan d’équation y = 0 de fagon a
obtenir 'arrangement A;. Ay — {y = 0} = A, est libre d’exposants [0, 1,2]; Aq,,
la restriction de Ay & {y = 0} est libre car radial d’exposants [1,2], donc A, est
libre d’exposants [1,1,2] (par le théoréeme d’addition-restriction).

Soit A3 = Az U{y — z}. Comme exp(A;) = [1,1,2] et exp(Az(y—s)) = [1,2], A3
est libre et exp(A;) = [1,2,3].

De méme, soit Ay = A = AzU{z—y}; exp(As) = [1,2,2] et exp(As(,—y) = [1,2],
A est libre et exp(A) = [1,2,3].

(2) Soit A l'arrangement de k*® défini par zyz(z + y + 2z) = 0, A;4y4. est libre car
radial et exp(Az,+:) = [1,2]. A\ {z+y+ 2} est arrangement défini par zyz = 0.
Il est facile de vérifier qu’il est libre d’exposants 1,1, 1], donc A n’est pas libre.

Rappelons que le théoréme d’addition-restriction permet de montrer la liberté des ar-
rangements de type fibré.
H. Terao [28] fait remarquer:

The two theorems, Removal Theorem and Addition Theorem, lead us to an inter-
esting method constructing free arrangement

et pose la question suivante

Can the freeness of an arrangement X be determined from the lattice L(X)?
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G.M. Ziegler [38] domme une réponse affirmative pour le cas ou #k < 4, mais pense
qu’en général ce résultat doit étre faux. D’un autre c6té, P. Cartier [6], dans son ex-
posé au Séminaire Bourbaki: “Les arrangements d’hyperplans: un chapitre de géométrie
combinatoire” signale que:

la signification de Uhypothése de liberté reste obscure.

Sans apporter de réponse compléte, nous allons, dans la suite, essayer de mieux com-
prendre cette notion d’arrangement libre. Pour cela et en revenant a un point de départ
de la théorie, V.I. Arnold [1] calcule la cohomologie du complément X; de l'arrangement
de Coxeter A; complexifié et remarque que le polynéme de Poincaré du complément X; se
factorise:

Px,(t)= (1 +t)(1+2t)--- (1 +1t)

en faisant apparaitre les exposants de l’arrangement libre A;. Ce résultat a été généralisé
par E. Brieskorn aux autres arrangements de Coxeter et par H. Terao aux arrangements
libres.

2. Cohomologie du complément d’un arrangement.
On suppose k = C.

2.1. Le lemme de Brieskorn. Soit X = C"\ Urea H le complément d’un arrangement

d’hyperplans affines A de C™ (on n’impose pas aux hyperplans de A de contenir un méme

point). A chaque hyperplan H de A une forme différentielle logarithmique o = él—d—:
i
ot H = ker h est associée. Soit w!! la classe de cette forme dans H!(X).

ProposITION [2]. {w¥ | H € A} engendre I'algébre H*(X).

DEMONSTRATION: Soient X', X" les compléments des arrangements A \ {Hy} et A g, ou
Hj est un hyperplan choisi dans A. Alors7: X — X' et X" est le complément de X dans
X'; d’ou la suite exacte de cohomologie:

-k k
- — HYX') 5 BYX) S BMYY(X, X)) — HRMY(X) — -
Le but est d’établir un isomorphisme H**1(X', X) =5 H(X").
Par le théoréme du voisinage tubulaire, on obtient n: E — X" projection du fibré
vectoriel normal de X" dans X', ol F est un voisinage ouvert convenable de X" dans X'

et Bp=E\X"=EnX.
Par le théoréme d’excision, on obtient un isomorphisme:

p*: H*(X',X) = H*(E,E,

correspondant & l'inclusion p: (E, Ep) — (X', X).
Par le théoréme d’isomorphisme de Thom, le composé:

k-1 —
H1(X™ LA H*Y(E) YkH, H*Y(E, Ey)

est un isomorphisme, ol ug, = p?6*(w°) € H2(E, E,) est la classe de Thom (orientation)
den: E— X",
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On a le diagramme commutatif suivant:

ik

k
s HNX') —— HYX) —— HMI(X,X') —— HMLXT) —— o

zlpk-n

Hk+1(E, EO)
' LAk zT—UuHO

N H*1 (E)

<

. HE1(X7)

Soit H # Hy, H € A, alors:

1 dh
; Hy_ 6 H ., ,H ot 1
i'(wy,) = w”, ol wy est la classe de 5ir h dans HN(X').
1 dh ~
nl(wZ:m) = p!(wff,) ot wZ:H° est la classe de 5ir 7 dans H1(X") avec ker h =
i
H N Hy.

&t (wH U ¢) = wfl U8 ¢ pour § € H*(X).
On suppose que:
o {wf |H e A\{H,}} engendre H*(X') comme algébre.
. {wgonHo | H e A\ {Ho}} engendre H*(X") comme algébre.
Le résultat s’obtient alors par récurrence sur le nombre d’hyperplans de 'arrangement

A O

THEOREME [2] “LEMME DE BRIESKORN”. Soit x l'intersection d’une famille d’hyperplans
de A, A, ={H € A|zCH}et X; =C"\ UHGA,,- H. Alors 'inclusion i,: X — X,
induit un isomorphisme:

@iy @ HA(X.) - H(X).
codim z=p
DEMONSTRATION:

o La surjectivité est une conséquence directe de la proposition précédente.

e Pour l'injectivité, soit B, une boule centrée en un point générique de z et qui ne
rencontre aucun hyperplan de A contenant z. On peut rétracter par déformation
C! sur B, de fagon & envoyer X, sur B, N X,. Il s’ensuit que ¢% est injective.

En montrant que, pour z # y et codim z = codimy = p, on a que jyo1;: HP(X,) —
HP(Xy) est nulle ou j,: By N X, — X, on obtient le résultat. [

Ainsi on obtient la suite exacte:
s BRX) g0 AL By xy —

avec AX(¢) = ¢ ssi p*H168(¢) = n* 1 (%) U pr,.
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LEMME. I’homomorphisme i¥ est injectif, pour tout k.

DEMONSTRATION: Supposons le lemme vrai pour n —1 o V = C*71,
e Considérons d’abord le cas d’un arrangement A de C™ ou tous les hyperplans con-
tiennent l'origine. Soit H € A \ {Ho} et soit T un hyperplan affine paralléle 3 H,

T #H. Alors X =, C*xY ouY estle complément d’un arrangement d’hyperplans
affines de C*~1. Ainsi ¢} : H*(Y') — H*(Y) est injectif o1 Y est obtenu de ¥ en
ajoutant I’hyperplan T'N Hy et iy est 'inclusion Y «— Y. Le résultat est montré
en appliquant la formule de Kiinneth.

¢ Pour un arrangement d’hyperplans affines, il suffit d’appliquer le lemme de Bries-

korn. O

COROLLAIRE. Pour tout k on a une suite exacte courte:
0 — HYX') -5 HY(X) 25 B*1(X") — 0.
COROLLAIRE. H¥(X) est un groupe abélien libre pour tout k > 0 et H*(X) ~ H*(X") @
HE-1(X™M).
Une démonstration détaillée de ces résultats se trouve dans la thése de M. Falk [7].
2.2. Le polynome de Poincaré.

DEFINITION. La série de Poincaré d'un espace topologique X est définie par Px(t) =
2 p>o Tang(HP(X))tP.

Si X est le complément d’un arrangement de C", Px(t) est un polynéme de degré au plus
égal & n, que nous appellerons polynéme de Poincaré. Selon P. Orlik et L. Solomon [18],
nous allons calculer le polynéme de Poincaré du complément d’un arrangement A en
utilisant la structure combinatoire de A.

Rappelons (¢f. 1.1) qu’a tout arrangement A de V = k", k corps quelconque, on associe
Pensemble partiellement ordonné L(A) des intersections des hyperplans de A, de la facon
suivante:

z<yssiz Dy.

On convient de noter 0 le plus petit élément qui est I’espace V; la fonction rang r sur
L(A) est définie et correspond & la codimension, i.e. r(z) = codim (., H, les éléments
de rang 1 étant les hyperplans. Dans le cas d’un arrangement A d’hyperplans vectoriels,
L(A) est un treillis géométrique.
Notons que
zVy=zNy

sz=n{z€L(A)]22zetz2y}
La fonction de Mobius sur L(A) est définie comme suit:

u: L(AYXL(A) —Z

(z,2) +—1

(o) ) =— . wze)siz<y
z<z<y

On note p(z) = p(0, z).
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THEOREME [18]. Px(t) = 3 cpa)(@)(—1)"").

Le théoréme découle directement de isomorphisme H?(X) =~ HP(X') ® HP~1(X'), ce
qui entraine Px(t) = Px:(t) +tPx»(t), égalité vérifiée par }° o1 (a) u(z)(—=t)7®); il suffit
alors de faire une récurrence sur le nombre d’hyperplans de A.

Signalons que H. Terao [31] a étendu ce résultats aux arrangements projectifs, i.e. de
Prt1(C):

) = (g2

Px(t) = Z pu(z 1ot

z€L(A)

2.3. La formule de Shephard-Todd-Arnold-Brieskorn-Orlik-Solomon-Terao.
Considérons des arrangements d’hyperplans dont ’intersection est non vide. Revenons
aux arrangements libres de C". Nous allons donner une interprétation cohomologique a la
notion d’exposants.

Complétant un résultat de V.I. Arnold [1], E. Brieskorn (2] montre que le polynéme
de Poincaré du complément du complexifié d'un arrangement de Coxeter, se décompose
comme suit:

Px(t) = H(1 + e;t)

ou [e1,...,€e,] est le multi-ensemble des exposants de ’arrangement, i.e. du groupe de
Coxeter. Le résultat a été étendu par P. Orlik et L. Solomon [19] aux arrangements
associés a un groupe d’automorphismes de C" engendré par un nombre fini de pseudo-
réflexions. (De tels groupes ont été classifiés par Shephard et Todd [24]). En définissant
convenablement la notion d’exposants [19] ils obtiennent une présentation de Px(t) comme
ci-dessus. Le résultat fondamental de H. Terao [28] a été de montrer que ces résultats
étaient des cas particuliers de la décomposition du polynéme de Poincaré du complément
d’un arrangement libre a l’aide des exposants.

THEOREME [30]. Soit A un arrangement libre de C" d’exposants [e1,...,en]. Alors:

n

Px(t) = [J(1 + eit).

=1

Ce résultat qui s’applique aux arrangements libres de C" est en fait, un corollaire d’un
théoréme montré par L. Solomon et H. Terao [25] valable pour tous les arrangements libre
sans distinction du corps de base.

Le polynéme caractéristique de L(A) est

xal)= 3 p(a)nr

z€L(A)

oun=r(Ugea H)- Alors (—t)"xa(—1/t) = Px(t) si k = C. Ainsi, pour un arrangement
libre de C*, d’exposants [e1, ..., en], le théoréme précédent s’énonce:

xa(®) = - e
=1

La série de Poincaré du module DP(A) est

Poin(D?(A);u) = Y dimy D”(A);u?
720
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ot DP(A); est la ji®™¢ composante homogene du module gradué DP(A).
Notons ¥(A;ju,t) = 3° ., Poin(DP(A);u)(t(z — 1) —1)?
e U(A;u,t) est un polynéme en u et t.
e Pour z € L(A), t"®) divise ¥(A,;u,t) (rappelons que A, = {H € A |z < H}).
e Si A est un arrangement libre d’exposants [ey, ..., e,] alors

n
‘I;(A;u’t):H(1+U+U2+'--+ue‘—l—ue‘t)

=1

Cette derniére propriété, qui résulte d’un calcul élémentaire, donne pour u = 1

n

U(A;1,) = [](ei — 1)

=1

et le lien avec le polynéme caractéristique apparait clairement. Il reste, bien entendu &
Iétablir. Pour cela, L. Solomon et H. Terao [25] et auparavant H. Terao [32] définissent
les propriétés qui caractérisent xa_ (%)
PROPOSITION [32], [25]. Soit une application G: L(A) — Q|t] vérifiant les conditions
suivantes:

(1) G(V) =1t".

(2) G(z)|;=y =0saufsiz=V

(3) t"®) divise G(z) pour tout z € L(A).

(4) Le degré ent de 35 1 a .y 1(y,2)G(y) est inférieur ou égal & r(z), pour tout z €

L(A).

Alors G(z) = xa,(t) pour tout z € L(A).

Soit

L(A) — Q[t]
s (=1)"U(A,;1,1)

Cette application vérifie les quatres conditions de la proposition et est donc égale & xa_ ().
Signalons que la vérification de la derniére assertion (4) est difficile et constitue une grande
partie du développement de [56].

THEOREME [25]. xa(t) = (-1)"¥(A;1,t)

COROLLAIRE [25]. Soit A un arrangement libre, d’exposants [e1,...,e,] alors xa(t) =
H?:l(t - 8,‘).

REMARQUE. Comme le signale G. Ziegler [37], il est possible d’établir un théoréme “dual”
en utilisant les modules Q?(A) au lieu de DP(A).

EXEMPLE. B. Grunbaiim [10] a classé tous les arrangements simpliciaux de R® ayant
au plus 38 hyperplans, (i.e. les composantes connexes de R* \ [J4ca H sont des cones
simpliciaux). L’arrangement A(18) (fig. 1) admet un polyndne caractéristique qui se
factorise dans Z[t]:

Xa,a8)(t) = (t = 1)(t - 8)(t - 9).
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Figure 1. A3(18) et A7(19) = A2(18) U {Hwo}.

Par application itérée du théoreme d’addition, on montre que I’arrangement A}(19) est
libre d’exposants [1,7,11]. Comme A}(19) = A2(18)U{H}, on en déduit que A,(18) ne
peut pas étre libre. Ainsi la factorisation dans Z[t] du polyndéme caractéristique n’est pas
une propriété qui caractérise la liberté.

EXEMPLE 2. Les arrangements de type fibré [9].
Un arrangement A de type fibré de C™ définit la tour de fibration suivante:

Pn Pn-1 P -
X=X, Xn —>“'—’X2—2*31=C*

ou la fibre Fj de px est homéomorphe & C\ {a1,...,a., }.
M. Falk et R. Randell [9] montrent que

— chaque projection py admet une section.
— 1 (Xk—1) agit trivialement sur Hy(F}).

Ils en déduisent que:
Px,(t) = Px,_,(t) - Pr,(t) pourtout k=2,..., n.

Comme Pp,(t) = 1+ ext, on retrouve le résultat:
Px(t) = [J(1 + est).
i=1

De plus [eq,...,en] est Pensemble des exposants de ’arrangement A qui est libre [9], [15].
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REMARQUE. H. Terao [31] a défini la notion d’arrangements projectifs (resp. affines) libres.
Il a montré dans ces cas une formule semblable pour la factorisation du polynéme de
Poincaré a l’aide d’une notion convenable d’exposants.

2.4. L’algébre des formes différentielles [2] [20]. Soit k un corps et V = k™. Nous
avons noté S 'algébre symétrique de V* et S’ son corps de fractions.
Soit Q2,.(V) Valgébre extérieure de ’espace vectoriel S’ ®x V* sur V', Q2 (V) =

rat rat

B0 Uar(V) 01t Q% (V) = §' (¢f. 1.1) munie de la différentielle extérieure:
d: Q:at(v) - Q;at(v)

ui est I'unique extension k-linéaire de ’application k-linéaire unique d: S’ — S' @y V*
q q PP q

telle que d(fg) = fdg + gdf pour fet g€ S' et da =1 pour a € V*.
DEFINITION. Soit A un arrangement d’hyperplans de k™ = V. Soit R la k-sous-algebre

de Q2,,(V) engendré par les o = W € QL. (V) pour tous les H = kerh € A et par
l’identité. Si A = &, on pose R = k. Alors

R=EPR? ot R? =RNQL(V).
p=0

Le choix d’un hyperplan H, de I’arrangement A détermine deux autre arrangements
A\ {Ho} noté A’ et Ay, noté A" et par suite deux algébres de formes différentielles
notées R' et R". ,

Rappelons que ’on avait obtenu une suite exacte de cohomologie, ou k = C:

0 — H*(X') -5 B*(X) 25 B (X") — 0.

On va, de méme, définir une suite exacte reliant les algébres de formes différentielles. Tout
d’abord, R’ est une sous-algébre de R. Notons iz: R’ — R. Pour définir le morphisme
convenable de R dans R", examinons ’exemple suivant: Soit n = 1,i.e. k =V et A = {0};
alors A' = A" = @. On veut obtenir une suite exacte:

0—->k—">k+kg§—L>k—>0.

, . . dz . . .
alors nécessairement j (a + b_x—) = b, ce qui, dans le cas ou k = C, est le résidu de la

1-forme b=

Dans le f:as général, nous allons voir que le résidu de Leray sur les formes différentielles
permettra de définir le morphisme cherché de R dans R".

Soit hg € V* tel que Hy = ker hy. Soit Sy la localisation de S en hg, i.e. le sous-anneau
de S’ constitué des f/g tels que f et g € S et g premier & hy.

La restriction p: V* — H{ admet une extension unique comme morphisme de k-algébres
p: So — k(Hp). On définit la k-sous-algebre de Q2 (V):

n

Qo =P P Sodi, A+ Nz,

p=0
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oluiy <+ <ipet {ry,...,z,} est une base de V*.
1l existe une unique extension de p comme application linéaire de k-espaces vectoriels:

p Q() - Q(Ho)

telle que

o p(wAn)=p(w)Ap(n),wetne
o p(fw) = p(f) A p(w), f € So,w € o
o p(da) =dp(a), a € V*
On a noté p les trois applications.
On dit que ¢ € Q,,(V) a un pole simple le long de Hq si hod € Q. Soit ¢ € Q2 (V)

tel que hood € Qo et dp = 0. Alors il existe ¥ et § € Qq tels que ¢ = -d}:l—o A+ 0 et

0
p(¥) € Q(Hp) est déterminé de facon unique par ¢. Clest le résidu de ¢ le long de Hy,
noté res(¢).
Soit Ho ¢ {H1,...,Hp} C A, alors:

.res(ﬂ/\...,\éﬁ)=0

hy h,
dhoy dhy dh, _ dh? dhg
ores(ho/\hl/\ /\hp —h?/\ h?,

ot Hi =kerh;,i=1,...,pet HiNHy=kerh? ,i=1,...,p.
THEOREME [20].

(1) La suite O — R’ 2B, R I RY — 0 est exacte.
(2) Sik = C, 'homomorphismev: R — H*(X) défini par

dhy dhy,\ »
v(hlf\ /\hp>——w/\-/\w,

‘ dh; .
ou w* est la classe d’homologie de -}7'—, est un isomorphisme de k-algébres graduées.
1

REMARQUE. E. Brieskorn [2] a montré ’assertion (2) du théoréme (conjecture de V.I.
Arnold [1]). En fait le résultat a mis en évidence un isomorphisme entre la Z-sous-algebre
de R et la cohomologie singuliere H*(X;Z) (en prenant soin de considérer les formes

1 dh
2m b
DEMONSTRATION: Nous allons nous restreindre au cas k = C. Pour le cas général voir [12]
[20].

Montrons que le diagramme est commutatif:

i‘ Al
0 —— H*X') —— H*X) —— H*X") —— 0

T .YI T‘Y TA",
iR res

0O— R —8 R — R' ——0

La commutativité du carré de gauche est claire. Vérifions celle du carré de droite:
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dh dh dh
SoitHi#Ho,izl,...,petél—ll—/\--- —L ¢ R. Alors v “LAa2) =
hi hy hy hyp
w! A+ AwP € Im*; donc par Pexactitude de la suite de cohomologie, on a:
N dhy dh, " dhy dh,
e [ LA AR ) = il N A I
A 'y<h1 AR hp) " - res e h,
dh dh dh .
Soit —h—" A h—l A--- A =L € R, Comme A*($) = b ssi p"6%(9) = pm, Un*(¥), on
0 1 P

obtient:

p*6* (WUW'U---UwP) =

dh : dh?
ou1 w' est la classe de W dans H*(X') et w{ celle de h"z dans H*(X").

D’ou

1

A* (WU Uw') =wp U - Uwh

—nores (o pdha o dhy
=V he e hy )

la. démonstration est complétée par récurrence sur le nombre des hyperplans de A.
e Si A= alors H*(X)=C=TR.
e Si A = {H} alors on se trouve dans le cas de I’exemple ci-dessus.
e Si # A > 1. Il faut montrer que ker(res) C Imig, ce qui se déduit de la commu-
tativité du diagramme car par hypothése de récurrence 4' et 4" sont des isomor-
phismes. Par le lemme des cinq, on obtient que v est un isomorphisme. [J

COROLLAIRE 1. Le polynéme de Poincaré de R est
Prit)= 3 () (—tyodne,
z€L(A)

dh
COROLLAIRE 2. Pour z € L(A) soit Ry = Ekh—l AREENN ihh—p
1 j

les {Hq,...,Hp} C A tels que codimz = codim H; N--- N Hy. Alors R? =&

ot la somme est prise sur

r(z)=p Rz

2.5. L’algébre d’Orlik et Solomon [18]. Soit 7 la catégorie dont les objets sont les
treillis géométriques et les morphismes sont les applications f: T — T" entre les ensembles
sous-jacents aux treillis géométriques (que nous noterons aussi T' et T"), vérifiant:

(i) f(Ar) C A ot Ar est 'ensemble des éléments de rang 1 de T i.e. les atomes de
T

(i) f(2)V f(y) = fz Vy)

(iti) r(f(z)) < rp(x) ou r est la forction rang du treillis.
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On va définir un foncteur covariant noté A de la catégorie T dans la catégorie des k-algebres
graduées anticommutatives.
Soit E(T) = G)pzo Ep(T) algebre extérieure du k-espace vectoriel (ou k-module libre si

k est un anneau) ayant pour base les atomes du treillis géométrique T
On dit que le sous-ensemble {a1,...,ap} C AT est indépendant ssi:

()
(7e) <»

Soit 3: £(T) — &(T) Papplication k-linéaire définie par

et dépendant ssi:

P
d(amA-Aap) =Y (-1)*lar A--- AGEA-- Aay,
k=1

(1) =0 et 8(a) = 1. Alors 8% = 0.

Soit I7 I'idéal de £(1') engendré par les éléments 9 (a3 A--- Aap) ou {a,...,ap} est
dépendant. Comme I est engendré par des éléments homogenes, le quotient £/Zr noté
A(T) est une k-algebre graduée anticommutative, ce qui définit le foncteur A.

THEOREME [18]. Le polynéme de Poincaré de A(T) est

Pay(t) = D p(z)(—t)"®).

zeT

Rappelons que si nous notons x7(t) le polyndme caractéristique du treillis T alors
Paymy(t) = S (=)D xp(—t~') ot r(T) désigne le rang du plus grand élément de 7.
Si T = L(A) et si k = C, on retrouve le polynéme de Poincaré du complément X =
C'\Ugea H.

Soit T' un sous-treillis de T', l'inclusion £(T") C &(T) induit un homomorphisme de
k-algébres

it A(T') —A(T)
a+IT’ P——-)a—*-IT, aeAT

et si It N & = I+, ¢ est un monomorphisme. En particulier, cette derniére égalité est
vérifiee si T' = T, i.e. T' est le treillis des éléments y de T tels que y <z ou z € T.

Soit ag € Ar; on lui associe (comme pour les arrangements) le treillis 7, sous-treillis de
T tel que A7 = A1\ {ao} et T" le treillis formé des z V ap ot z € T. On définit alors les
algebres A(T") et A(T") correspondantes.

PROPOSITION. II existe un homomorphisme j: A(T) — A(T") surjectif tel que:
(i) j (@ -a;,) = 0 ot @, = ai; + Ir, @, -+ G;, désigne le produit dans A(T) et
{ail,...,a,‘p} C Ar.
n

(ii) ](a,0 ai; a,p)— i e otal =ai; Vag + Ipn.
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PROPOSITION [20].

(1) 0 = A(T") 4 A(T) EA A(T") est une suite exacte.
(2) SiT = L(A) ot A est un arrangement d’hyperplans d’un espace vectoriel sur k,
alors il existe un isomorphisme de k-algébres A(L(A)) — R qui associe & H la

H d¢H

1-forme a'* = —— avec H = ker ¢y tel que:

oH
0 —— A(L(A") —— A(L(A)) —— A(L(A")) — 0

! ! !

0 —— RrR' —Z—» R LN R —— 0

soit commutatif

REMARQUE. L’application linéaire 9: £ — £ définit ’application o: 4 — A qui s’inter-
préte par 'isomorphisme précédent si k = C et si la dimension est | comme le produit
intérieur :(§) ou & = 2;1 2i0¢;, Oc; étant la dérivée dans la direction de ’élément de base
ci et {z1,...,2} la base de (C')* duale de la base {ci,...,c;} de C'.

REMARQUE. Dans la partie 2, nous donnerons deux autres algébres isomorphes aux pré-
cédentes complétant ainsi I’étude ce cette situation.

Soit k = C. L’anneau de cohomologie H*(X) du complément d’un arrangement A
est déterminé deés que 'on connait ’algébre A définie par les générateurs et relations qui
dépendent seulement du treillis L(A). D’oule probleme: Trouver deux treillis géométriques
non isomorphes L; et Ly ayant des algebres A; et 4; isomorphes et construire des arrange-
ments Ay et A, tels que L(Ay) = Ly et L(Az) = L,.

Tout d’abord, les polynémes de Poincaré de A; et de A; sont calculés & ’aide de la
fonction de Md&bius de Ly et L2, d’ou une premiére restriction sur L; et L, qui nous
donne un isomorphisme de A; et A; comme modules. Suivant M. Falk [8], nous allons
définir des invariants de I’algebre A. Soit 7: £ = A = £/T, la projection canonique. Soit
m: & @I, — &, la multiplication dans £, ou 'indice ¢ signifie la partie homogeéne de degré
¢t. Posons V' = kerm et soit W le sous-espace engendré par les éléments décomposables de
V i.e. de la forme e @ r. Alors ¥ = dim W et ¢ = dim V' sont des invariants de A.

PROPOSITION [8]. Soit # € L(A), r(z) = 2. Définissons V, = ker (51; QL 5 831).
Alors

est un isomorphisme sur W .-

COROLLAIRE [8)]. Soit ¢, le nombre de tels z € L(A) de multiplicité p i.e. contenus dans
p hyperplans de A et tels que r(z) = 2. Alors

dimW = 22(130)(:,,.

p>3

A
On peut aussi déterminer dimV = 2(#3 )
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EXEMPLE [8]. Soient A; et A, deux arrangements de type fibré de C3, d’exposants
[l1,12,13]). Alors HP(X,) ~ HP(X;) pour tout p. Nous verrons par la suite que X; et
X, sont des espaces de type K(m,1) dont les groupes gradués associés aux séries cen-
trales descendantes de m sont isomorphes. De plus 'invariant ¢ est le méme pour les deux
algébres. Est-ce que H*(X) et H*(X;) sont des anneaux isomorphes?

Soit A; l'arrangement défini par y(z + z)(z — 2)(y — 2)z et Ay celui défini par z(z +
z)(y+2)y(z —y)z. les exposants sont [1,2, 3] pour les deux arrangements et ¥; = 10 tandis
que P = 8. Donc les anneaux H*(X;) et H*(X3) ne sont pas isomorphes.

Cependant M. Falk montre que ces invariants sont encore insuffisants pour répondre a
la question essentielle suivante:

Est-ce que X; et X; ont le méme type d’homotopie ssi L(A;) et L(A;) sont
isomorphes?

Appendices.

1. Hypersurfaces libres. Soit O(z) ’anneau des germes d’applications différentiables:
(€™,0) — (C,0)

et considérons f € O(z), avec une singularité isolée d l'origine. Soit (F, u) la déformation
universelle de f définie par:

F:(C™ x C*,0) — (C,0)

ou F' € O(z,a), telle que:
(1) F(aw,o) = f(z)
(2) 5;(3:,0) |t=2,...,up détermine avec l'unité 1 une base de I’espace vectoriel

complexe C{z}/Js ou Jys est I'idéal jacobien et C{z} I'anneau des séries conver-
gentes en {z1,...,Tm}.

Définissons ’application holomorphe:
$: (C™,0) x (C*71,0) — (C,0) x (C*71,0)

par ¢*a; = F(z,a’) et ¢*(a’') = (a') ou (z,a’) (resp. (a1,a’)) sont les coordonnées de
(C™,0) x (C#~1,0) (resp. (€, 0) x (CH=1,0)).
Soit ¥ le discriminant de ¢, i.e. 'ensemble des a € C* tels que I'application z — F(z,a)

ait un point critique en 0. Alors ¥ est une hypersurface de C# définie par une équation
(réduite) de la forme:

k S !
ay +6 oud € (ay,...,a,)C{as,a'}
comme nous le verrons par la suite

THEOREME [3—4-5] [22-23] [33-35]. T est une hypersurface libre.

DEMONSTRATION: Posons g; = —1 et ¢; = B i=2,...,pet
a;

oF OF ,
J(F)= (5;};,,@) (’)(:z:,a)
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les germes g, . . ., g, forment une base du O(a')-module libre O(z, a’)/J(F'). Soit II: (C™,0)x
(C#71,0) — (C*#71,0) la projection naturelle. Par le théoréme de préparation de Mal-
grange, le O(z, a')-module O(z, a')/J(F) est de type fini considéré comme un O(a')-module
par II si et seulement si I’espace vectoriel complexe (O(z,a')/J(F))/(M - O(z,a")/J(F))
est de dimension finie, c’est-a-dire M(z)/J¢ est de dimension finie, ce qui est le cas. En
appliquant le lemme de Nakayama, on obtient que {g1,...,9,} engendre O(z,a’')/J(F) car

il engendre O(z)/J¢. Ici M(z) désigne I'id’eal maximal (z) dans O(z). Nous renvoyons le
lecteur & [3] pour montrer que ce systéme de génrateurs est libre.

Soit A = (aij) la matrice (¢ X p), & coefficients dans C#~1,0 définie par:

n
Fgj =Y aijgi € J(F), j=1,..,p.

i=1

On obtient une base du O(a)-module libre Der(log ¥) par:
5} - N 0 .
9j:a1-a—;;—zaij(a)5&:» J=1...

=1

(voir [6] pour une démonstration simple). O

Comme conséquence, on en déduit une équation (réduite) de ¥ det(a;l — A) = 0 en
appliquant le critére de Saito (cf. 1.3).

EXEMPLE. Singularités du type Ag.

Soit f(z) = z**'. On peut choisir g; = 1, go = =z, ..., gx = z*¥71. L’idéal J(F) est
engendré par (k + 1)z¥ 4 (k — 1)axz*~2 4+ --- + a;. Ainsi dans 'anneau quotient on peut
remplacer z* par:

k-1

-1 o
1 2k~ Pakpnat T
p=1

Par exemple prenons le cas k = 3

3
Fg; =F Ea?am2+j;2m mod J(F)
_ _3(12 2 ag aqas
Fg;=Fz = 7’ i 3 mod J(F)
2 2
_ppr= T2 @20, 3%
Fg3 = Fz* = 2 Z 5 £~ g mod J(F)
( 8 3a; 0 a3 O
=g — 227 B I
1=a Oa; + 4 Oas + 2 Oas
o mm o (@Yo 3w
dou 02_ 8 8a1+<1 4)6a2+46a3
__ 3630 ma 0 (= a) 9
(7 716 0a; 2 da;  \' 4/ 8as

Dans [6], les calculs sont effectués pour les singularités de type Dy et E7.

2. Ensemble de bifurcation. Soit p: (C,0) x (C#~1,0) — (C#~1,0) la projection na-
turelle. L’ensemble de bifurcation de F, noté Bif(F) est défini par p(sing &) C (C#1,0)
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THEOREME [33]. Bif(F') est une hypersurface libre.
Suivant H. Terao, nous allons déterminer une base du O(a’)-module libre Der(log Bif (F")).

Soit A= (aij)2SiyJ'Su et e =' [@21,. .. ,a,u]

ajp a2 ... Qg
A [

= ~

e A

Posons * [bgi, ..., bui] = ATe, pouri=2, ..., Y.

THEOREME [31]. Les champs de vecteurs w; = 3 %_, bij 3—%, i =2, ..., u, forment une
base du O(a')-module libre Der(log Bif(F')).

COROLLAIRE [31]. Une équation (réduite) de Bif(F') est donnée par det(b;;) = 0.

Reprenons ’exemple de la singularité du type Aj.

0 a2a3 ﬁ
B 82 T 16 ﬁ az0a3 3as
_ | 3a2 aj azas3 i-| 4 | 4
A=l 7T | s & | T B
%  3m 4 E 2
2 4 4
d’ou
oy o292 0 a0
2= 4 aaz 28(13
2 2 3
wy = o205 O (a5 a5\ O
16 dag 16 8 ) das

Une équation (réduite) de Bif(F') est a2(27a3 + 8a3)/64 = 0. Il est alors naturel de se
poser la question suivante:

Etant donné que Bif(F') est une hypersurface libre, est-ce que le complément de
Pensemble de bifurcation Bif (F') de la déformation est un espace de type K(=,1)?

E. Looijenga a résolu ce probléme dans un cas particulier [16]. Pour cela, soit P ’espace
vectoriel complexe des polyndémes unitaires de degré u et soit a: U — P* ou U est un
voisisage de l'origine dans C#, l’application définie par a(a) = X* + ai(a)X*™1 +--- +
au(a).

Si A est le discriminant dans P* alors on a B = Bif(F) x C = a"1(A).
- THEOREME [16].

(1) B est une variété dans U dont le germe ne dépend que de f.

(2) Il existe un voisinage U' C U de I'origine tel que a|yp est localement un isomor-
phisme analytique.

(3) 0 est un point isolé de a~'a(0).

(4) Soit B, = {a € U | |a| < €}. Si € est plus petit qu’'un o > 0, alors B, \ B est un
espace classifiant d’un sous-groupe Hy¢ du groupe des tresses a k brins.
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COROLLAIRE [16]. Le complément de B pour une singularité simple est un K(r,1)-espace
ourw = Hy.

3. Surfaces de Hirzebruch [11], [26]. Considérons le plan projectif complexe P;(C)
avec les coordonnées homogénes (2o : z1 : #z2) et un arrangement A de k droites Ly, ...,
Lj, définies par les formes linéaires [y, ..., lx en zp, z1, z2. Nous supposerons, dans la
suite, k > 3 et que toutes ces droites ne passent pas par un méme point.

Soit C(z1/20,22/20) le corps des fonctions de P,(C) et soit ’extension de Kummer
C(zl/zg,zz/zo)((lz/ll)l/" ,(lk/ll)l/") ol n est un entier au moins égal a 2. Cette
extension est de degré n*~! et de groupe de Galois (Z/nZ)*1.

Ce corps détermine une surface algébrique X avec des smgularités normales et un
revétement ramifié:

I: X — P,(C)

Parrangement A étant le lieu de ramification.

La surface de Hirzebruch associée & arrangement A et & l’entier n, notée H(A;n) est
la surface algébrique obtenue par “désingularisation minimale” de X comme suit; soit un
point p du plan appartenant a r droites et soit (u,v) un systéme de coordonnées au point
p (on choisit une droite quelconque de ’arrangement ne passant pas par p comme droite &
Pinfini).

L’anneau local d’un point de X dans II”~ 1(p) est 'extension de I’anneau local en p par
(ll)l/" . (l 2/ ot Iy, =0, ..., I, = 0 sont les équations des droites passant par p
écrites a l’alde du systeme de coordonnées u, v.

Le point de X est singulier si 7 > 3. Cette singularité est résolue par éclatement de p en
une droite projective E,, d’ou la courbe C au dessus de E, qui est une surface de Riemann
au dessus de E, avec n"~! feuillets définie par les fonctions (LI, ..., (l:/i;)l/" ou u
et v sont pris cette fois comme coordonnées homogénes sur E,.

Soit, de méme 7: ﬁz — P,(C), obtenu par éclatements de tous les points d’intersection
d’au moins trois droites de A. Alors H(A;n) est définie comme le produit fibré suivant:

H(A;n) —— X

! [n

ﬁ2 ’—t—) PZ(C)

A.J. Sommese [26] donne une description locale du revétement & n*~1 feuillets H(A;n) —
ﬁz ainsi obtenu.

Les nombres de Chern ¢? et ¢, des surfaces algébriques sont particuliérement intéressants.
Ces surfaces fournissent des exemples qui ont permis & A.J. Sommese de montrer que pour
chaque nombre r € [1/5, 3], il existe des surfaces de Hirzebruch H(A;n) telle que

r= lim ————2(H(A' n))
n—oo co(H(A;n))

De plus pour tout surface algébrique S minimale et de type général, on a c2(S) < 3cz(S),
(inégalité de Miyaoka-Yau).
Soit H(A;n) la surface de Hirzebruch associée a I’arrangement A et a entier n. Alors

—,;3(3c2(H(A; n)) — ci(H(A;n)) =
n?(fo — k) + n(=2f1 — 2fo + 2k) + 2f1 + fo — k — 4t;



62 Arrangements d’hyperplans II

ol t, est le nombre de points distincts de P,(C) appartenant & exactement r droites de A,

r > 2,
k k
fo = Ztr, fl = Z?’tr.
r=2

r=2

Faisons n = = + 1, on obtient, & partir du second membre de I’égalité ci-dessus, un
polyndme quadratique

F(z) = z*(fo — k) — 22(f1 — 2fo) + 4(fo — t2)

qui ne dépend que de l’arrangement A.
F. Hirzebruch [11] pose la conjecture suivante:

Sity =tg—1 = tr—2 =0, la forme quadratique (fo — k)u® —2(f1 —2fo)uv+4(fo —
ta)v? est semi définie positive.
A.J. Sommese [26] introduit la définition suivante:

DEFINITION. Un arrangement A de P2(C) est simple si:

(1) étant donnés deux points p et g tels que r, > 3 et ry > 3, il existe L;,, ..., L;,
élements de A tels que p € L;,, ¢ € L;,éléments de A et pour tout j =1,...,¢t—1,
Li; N Ly;,, = {z} avecr, > 3.

(ii) ensemble des points p € P,(C) vérifiant r, > 3 n’est pas aligné.

Les arrangements simples déterminent des surfaces de Hirzebruch ayant des propriétés
intéressantes, en particulier [26, question 4.2]:

Est-ce que H(A;n) est un espace de type K(m,1) si A est un arrangement simple?

Signalons qu’aucune des propriétés étudiées ici pour les arrangements, n’est vérifiée pour
les arrangements simples.
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