Ann. sc. math. Québec, 14 (1), 1990, 17-22.

UNE NOUVELLE CARACTERISATION DES ESPACES DE HILBERT

JocELYN DESBIENS

RESUME. Nous présentons dans cet article une nouvelle caractérisation des espaces de
Hilbert. Elle est basée sur une relation entre la définition de I’orthogonalité de Carlsson
et celle de Birkhoff-James.

ABSTRACT. A new characterization of inner product space is given. It is based on a relation
existing between Carlsson’s definition of orthogonality and Birkhoff-James’ definition.

1. Notation. Dans cet article (B, || - ||) désignera un espace de Banach réel, S la sphere
unité de B c’est-a-dire S = {z € B | ||z|| = 1} et C(z,y) = SN P avec P le plan contenant
les vecteurs indépendants z, y et l'origine O. Donc C(z,y) est le cercle unité du plan P.
Nous le noterons par C lorsque le contexte sera clair. Par dim(B) nous dénoterons toujours
la dimension algébrique de B et par [z,y] le segment de droite ayant les vecteurs z et y
pour extrémités. L’abréviation L4 = L p signifiera que la relation d’orthogonalité au
sens de A entraine ’orthogonalité au sens de B.

2. Introduction. Rappelons en premier lieu les définitions suivantes:

DEFINITION 1. Soit B un espace de Banach et (z,y) € B2. Nous dirons que

(1) z est orthogonal ¢ y au sens de Birkhoff-James, ce que nous noterons par z L gy,
si et seulement si ||z + Ay|| > ||z]|, VA € R.

(2) z est orthogonal d y au sens isocéle, ce que nous noterons par z L y, si et seulement
si llz + )l = llo - yll.

(3) z est orthogonal é y au sens de Roberts, ce que nous noterons par z Lpg y, si et
seulement si ||z + Ay|| = ||z — Ay||, VA € R.

(4) z est orthogonal @ y au sens de Pythagore, ce que nous noterons par z Lp y, si et
seulement si |1z + yl|? = [l2] + [y

La définition originale de la relation de Birkhoff-James a été donnée par Birkhoff [2]
en 1935. Elle fut reprise un peu plus tard par Fortet [8] et James [11]. Les relation
d’orthogonalité isocele et de Pythagore furent aussi données par James [10]. La plus
ancienne quant a elle est 'oeuvre de Roberts [16]. Toutes ces définitions généralisent aux
espaces de Banach la notion d’orthogonalité telle qu'on ’entend dans le cadre des espaces
de Hilbert (z Ly <= (z,y) =0).

Plusieurs auteurs se sont servis du fait qu’une relation d’orthogonalité pouvait en en-
tralner une autre pour caractériser les espaces de Hilbert (nous renvoyons le lecteur curieux
aux livres d’Amir [1] et d’Istratescu [9] pour une description exhaustive des différentes ca-
ractérisations de ces espaces). Ainsi Ohira [15] a-t-il montré que si L gy => Lp alors B
est hilbertien. La condition spécifiée par Ficken [7] était que L; = Lg. Quant a Day [4],

Recgu le 3 mai 1988 et, sous forme révisée, le 12 octobre 1988.
(©Association mathématique du Québec

17



18 Une nouvelle caractérisation des espaces de Hilbert

il montra qu’une condition nécessaire et suffisante pour que ’espace B soit hilbertien et
que soit Ly => Lp,ousoit Lp = 17.

Les relations d’orthogonalité isoctle et de Pythagore telles que définies ci-dessus sont
en fait des cas particuliers d’une définition beaucoup plus large donnée par Carlsson [3]
en 1963. A cette fin, soit ax, Bk, 7k, k = 1, ..., n une collection fixée de nombres réels
satisfaisant les relations suivantes:

n n
Zakﬂz = Z ok = 0; Zakﬂk’)’k =1.
k=1 k=1 k=1

DEFINITION 2. Soit (z,y) € B2. Nous dirons que z est orthogonal d y au sens de Carlsson,
ce que nous noterons par ¢ L¢ y, si et seulement si

> akllBez + nyll* = 0.
k=1

Nous avions posé dans l’article [5] la question suivante: une condition nécessaire et
suffisante pour que B soit hilbertien est-elle que

(Y(z,y) € B*) (z Lprjy = z Lo y)?

Le but du présent article est de donner une réponse affirmative a cette question. C’est
aussi la raison d’étre du théoréme suivant.

3. Résultat principal.

THEOREME. Soit B un espace de Banach. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) B est un espace de Hilbert.
(2) (z,y) €B?) (z Lpsy = = Lo y).

Remarquons que ce théoréme est une généralisaton des résultats diis & Ohira [15] et &
Leduc [13]. La preuve du théoréme est basée sur la définition et les lemmes suivants.

DEFINITION 3. Soit B un espace de Banach. Nous dirons que la norme de B est différen-
tiable au sens de Gédteauz si pour tout couple de vecteurs (z,y) € B? avec z # O la limite
suivante existe:
Mz + Ayl — =]
N(z;y) = lim ———.
(259) h—0 h

N(z;y) est la différentielle au sens de Gateaux de la norme au point z dans la direction
du vecteur y. De facon générale cette limite n’existe pas toujours. Cependant, grace a la
convexité de la fonction norme || - ||, les limites & gauche et & droite de ce rapport, que nous
dénoterons par N_(z;y) et N4y (z;y), existent toujours.

LEMME 1. (James [11, corollaire 2.2 et théoréme 2.3]). Soit B un espace de Banach. Alors
pour tout couple de vecteurs (z,y) € B? on a:

(1) = Lpyy = az Lps By, Y(a,B) € R
(2) II existe au moins un couple (a, 3) € R? tel quez +ay Lpsy etz Lpy Bz +y.
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LEMME 2. (James [10, corollaire 4.7]). Soit B un espace de Banach. Si pour tout vecteur
x € B et tout plan P contenant x et l'origine O il existe un vecteur non nul y € P tel que
z L gy alors B est un espace de Hilbert.

LEMME 3. (James [11, théoréme 4.1]). Soit B un espace de Banach. Pour que la norme
sur B soit différentiable au sens de Gateaux il faut et il suffit que pour tout couple de
vecteurs (z,y) € B% avec z # O il existe un unique nombre réel 3 tel que x Lpy fz +y.

LEMME 4. (Carlsson [3, lemmes 4.1 et 4.2]). Soit B un espace de Banach avec dim(B) = 2.

(1) Si(z,y) € C? alors ||z + \y||? = A2 + O()\) pour A — +oco.
(2) Il existe un sous-ensemble dense D de C tel que si (z,y) € C* avecz € Detz Lpyy
alors ||z + Ay|| = 1 + O(\?) pour A — 0.

LEMME 5. (Carlsson [3, théorémes 6.3 et 6.4]). Soit ¢()A) une solution contintiment diffé-
rentiable de I’équation fonctionnelle non dégénérée

ZPkF(Qk)\) =C1+c\, VAER

k=1

ou

T T T
Ci=) peiCa=) praliy prar=1 q#0, k=1,...r.
k=1 k=1 k=1
(Ici on peut avoir C; = Cy = 0) Si la fonction ¢ a le comportement assymptotique suivant:
©(A) =1+ O0(\*) pour A —»0et ¢(\)=A*4+0()) pour X — oo

alors p(A) = (=), VA € R.

LEMME 6. Soit B un espace de Banach. Supposons que L gy =—> l¢. La norme sur B est
alors continiment différentiable au sens de Giteaux, c’est-a-dire que la fonction N(z;y)
existe et est continue pour tout (z,y) € B? avec = # O.

DEMONSTRATION: La démonstration du lemme suit de prés le texte de Carlsson [3]. Soit
(z,y) € B? avec = # O. Par le lemme 1.2 ci-dessus on peut trouver au moins un nombre
réel B tel que z Ly Sz +y. Par homogénéité de la relation d’orthogonalité de Birkhoff-
James (lemme 1.1 ci-dessus) on a que ¢ Lp; 2=(Bz +y), Ym € N. Donc par hypothése
z Lo L(z + By), Vm € N. Ainsi

n
>
k=1

2
=0, VmeN.

Brx + vk (i(ﬁalc + y))
m

D’ou

1
lim — Z ai ||mBrx + vi(Bz + y)||° = 0.

m—oo m
k=1

En reprenant maintenant mot & mot le théoréme 3.3 de [3] on montre que

f= —ﬂjﬁ—“ (PN (23y) + aV—(2:9))
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ou

p= Y. b g= D axBivk

1<k<n 1<k<n

BrvE>0 BrYE <0
On sait que les limites Ny (z;y) et N_(z;y) existent. Par conséquent, pour tout couple de
vecteurs (z,y) € B? avec z # O il existe un unique nombre réel 3 tel que z Ly Bz + .
Ainsi, par le lemme 3 ci-dessus, la norme définie sur B est différentiable au sens de Gateaux.

Donc
1

B = —ﬂx—”(p + @)N(z;y).

Nous affirmons maintenant que la fonction (z,y) — N(z : y) est continue pour tout couple
de vecteurs (z,y) € B% avec z # O. La continuité de cette fonction provient en fait de la
continuité de la fonction (z,y) — B(z ). Soit en effet une suite x; convergeant vers = (zx,
z # O), une suite yx convergeant vers y et Bi, # des nombres tels que zx LBy Brzk + Yk,
Vk € Net 2z Ly Bz +y. Puisque |[N(zr,yx)| < |lykll, Yk € N, la suite des fi est alors
bornée. Soit donc {ax}reN une sous-suite de la suite {Sk}ken. On peut extraire de cette
suite une sous-suite {f, }jeN convergeant vers un nombre réel a. Puisque

zk; LBy Br;zh; +yk;, Vi EN

alors
zlpyjaz+y.
Par unicité on a que a = . Ainsi fx — et la fonction (z,y) — N(z;y) est continue en

(z,y). O

Définissons maintenant une fonction ¢: R — R par la formule
e(N) = llz+ 2yl?>, VAeR.

LEMME 7. Soit B un espace de Banach avec dim(B) = 2 et (z,y) € C? avecz Lpyy. Si
1lpy= 1l¢ alors
@(A) = p(=4), VAER.

DEMONS.TRATION: Rappelons que ¢ Loy <= Y p_, akl|Bkz + vxy||> = 0. Réécrivons
Pexpression de gauche sous la forme suivante:

> arllBrz +yll® = D pelle + qryll* — Cillz])* - Callyl?
k=1 k=1

T T T
Cy = Zpk; C; = Zpqu; ZPka =Lg#0, k=1,...,n
k=1 k=1 k=1
Soit maintenant € D ou D est le sous-ensemble dense de C défini au lemme 4.2 ci-dessus.
Soit de plus y € C avec z Lpy (tout vecteur y € C paralléle & une tangente & C au point
z a cette propriété). Par hypothése ¢ L¢ y. De plus, par homogénéité de la relation de
Birkhoff-James (lemme 1.1 ci-dessus), ¢ L. Ay, VA € R. Ainsi

> awl|Bre + vyl =0
k=1
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ou encore

S pelle + adyll? = C1 + C2A%, VAER.
k=1

Par conséquent la fonction ¢: R — R définie par
e(N) = llz + Wyl*>, YreR

est une solution continiment différentiable (voir le lemme 6) de ’équation fonctionnelle

> pkF(Aqx) = C1 + C2X%, VA€ER.
k=1

Puisque z € D et ¢ Lps y alors (voir le lemme 4.1 ci-dessus)
e(AN)=14+0(\)? pour A —»0et ¢(A)=A+0()\) pour A — +oo.

Donc, par le lemme 5, ||z + Ay||? = ||z — Ay||?, VA € R. Maintenant z € D. Puisque D est
dense dans C et que la fonction || - || est continue alors

|z + )\y||2 = |z — )\y||2, VA ER

et ce, pour tout couple (z,y) € C? avecz Lpyy. O

DEMONSTRATION DU THEOREME:
1 = 2
Soit (B, (-.-)) un espace de Hilbert et (z,y) € B avec ¢ Lpyy. Alors (z,y) =0 et

D arlBez +yll? =D awBillel* +2 ) aBevilz, vy + Y arrilyll* =0.
k=1 k=1 k=1

k=1

Ainsiz Lcy.

2 =1

Soit z € B avec ¢ # O et P un plan contenant z et ’origine O@. Pour les besoin de la
preuve on peut supposer que B = P et que ¢ € C = §. On peut assurément trouver un
vecteur y € C tel que z Lpyy. Par le lemme 7, ||z + A\y||? = ||z — Ay||?, VA € R. Donc

e+ Ayl = llz — Ayll, VAeR.

Par conséquent z Lp y. Par le lemme 2, B (= P) est hilbertien. Tout sous-espace de
B de dimension < 2 étant hilbertien il suffit maintenant d’appliquer le résultat de von
Neumann-Jordan® [14] pour conclure que B est lui-méme hilbertien. O

1C’est-a-dire qu’un espace de Banach est hilbertien si et seulement si tous ses sous-espaces de dimension
deux partagent eux-mémes cette propriété.
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