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UNE NOUVELLE CARACTÉRISATION DES ESPACES DE HILBERT 

JOCELYN DESBIENS 

RÉSUMÉ. Nous présentons dans cet article une nouvelle caractérisation des espaces de 
Hilbert. Elle est basée sur une relation entre la définition de l’orthogonalité de Carlsson 
et celle de Birkhoff-James. 

ABSTRACT. A new characterization of inner product space is given. It is based on a relation 

existing between Carlsson’s definition of orthogonality and Birkhoff-James’ definition. 

1. Notation. Dans cet article (a, ]] l II> d ési g nera un espace de Banach réel, S la sphère 
unité de Z? c’est-à-dire S = {z E Z? 1 11211 = 1) et C(z, y) = S n P avec P le plan contenant 
les vecteurs indépendants X, y  et l’origine 0. Donc C(X) y) est le cercle unité du plan P. 
Nous le noterons par C lorsque le contexte sera clair. Par dim(a) nous dénoterons toujours 
la dimension algébrique de a et par [x, y] le segment de droite ayant les vecteurs II: et y  
pour extrémités. L’abréviation -l.-A + 1~ signifiera que la relation d’orthogonalité au 
sens de A entraîne l’ort hogonalité au sens de B. 

2. Introduction. Rappelons en premier lieu les définitions suivantes: 

DÉFINITION 1. Soit B un espace de Banach et (x, y) f  a2. Nous dirons que 

(1) 113 est orthogonal à y  au Sens de Birkho$-James, ce que nous noterons par x ~_BJ y, 
si et seulement si ]]z + Xy]] 2 ]]z]], VX E W. 

(2) 2 est orthogonal à y  au se725 isocèle, ce que nous noterons par zr l-1 y, si et seulement 

si IIX + Yll = 1111: - YIL 
(3) II: est orthogonal à y  au Sens de Robe&, ce que nous noterons par z 1~ y, si et 

seulement si I]X + Xy]] = 112 - Xy]], VA f FI. 
(4) =I: est orthogonal à y  au Sens de Pythagore, ce que nous noterons par J: -Lp y, si et 

seulement si 11~ + ~(1~ = llzc]]2 + IIyI12. 

La définition originale de la relation de Birkhoff-James a été donnée par Birkhoff [2] 
en 1935. Elle fut reprise un peu plus tard par Fortet [8] et James [11]. Les relation 
d’orthogonalité isocèle et de Pythagore furent aussi données par James [lO]. La plus 
ancienne quant à elle est l’oeuvre de Roberts [16]. Toutes ces définitions généralisent aux 
espaces de Banach la notion d’orthogonalité telle qu’on l’entend dans le cadre des espaces 
de Hilbert (5 1 y  @ (~,y) = 0). 

Plusieurs auteurs se sont servis du fait qu’une relation d’orthogonalité pouvait en en- 
traîner une autre pour caractériser les espaces de Hilbert (nous renvoyons le lecteur curieux 
aux livres d’Amir [1] et d’Istratescu [g] pour une description exhaustive des différentes ca- 
ractérisations de ces espaces). Ainsi Ohira [M] a-t-il montré que si ~_BJ + I_p alors B 
est hilbertien. La condition spécifiée par Ficken [7] était que 11 + 1~. Quant à Day [4], 
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il montra qu’une condition nécessaire et suffisante pour que l’espace I3 soit hilbertien et 
que soit 11 + Ip, ou soit _Lp * 11. 

Les relations d’orthogonalité isocèle et de Pythagore telles que définies ci-dessus sont 
en fait des cas particuliers d’une définition beaucoup plus large donnée par Carlsson [3] 
en 1963. À cette fin, soit a~, ,&, ~k, k = 1, . . . , n une collection fixée de nombres réels 

satisfaisant les relations suivantes: 

DÉFINITION 2. Soit (x, y) E a2. Nous dirons que x est orthogonak à y  au Sens de Carlsson, 
ce que nous noterons par x _Lc y, si et seulement si 

e CukIIpkJ: + ‘?‘kYi12 = 0. 

IC=I 

Nous avions posé dans l’article [5] la question suivante: une condition nécessaire et 
suffisante pour que B soit hilbertien est-elle que 

(v(x,Y)E B2) (x I-BJy =+ X 1~ y>? 

Le but du présent article est de donner une réponse affirmative à cette question. C’est 
aussi la raison d’être du théorème suivant. 

3. Résultat principal. 

THÉORÈME. Soit B un espace de Banach. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(1) 0 est un espace de Hilbert. 
(2) (V(x, y) f a”) (x J-BJ y =+ J: LC y>* 

Remarquons que ce théorème est une généralisaton des résultats dûs à Ohira [E] et à 
Leduc [13]. La preuve du théorème est basée sur la définition et les lemmes suivants. 

DÉFINITION 3. Soit x3 un espace de Banach. Nous dirons que la norme de 23 est diffe’ren- 
tiable au seras de Gâteaux si pour tout couple de vecteurs (x, y) E B2 avec x # 0 la limite 
suivante existe: 

N(x; y) = lim 11x + hY II - II41 
h 

. 
h-+0 

N(x; y) est la différentielle au sens de Gâteaux de la norme au point x dans la direction 
du vecteur y. De façon générale cette limite n’existe pas toujours. Cependant, grâce à la 
convexité de la fonction norme 11. II, 1 es 1 imites à gauche et à droite de ce rapport, que nous 
dénoterons par N-(x; y) et N+(x; y), existent toujours. 

LEMME 1. (James [ll, corollaire 2.2 et théorème 2.31). Soit B un espace de Banach. Alors 
pour tout couple de vecteurs (x, y) E t?2 on a: 

(1) J: LBJ y * ax LBJ I&/, v(d) E R2. 

(2) 11 existe au moins un couple (a,@ E R2 tel que x + ay I-B J y et x I-B J px + y. 
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LEMME 2. (James [lO, corollaire 4.71). Soit x3 un espace de Banach. Si pour tout vecteur 
x E l? et tout plan P contenant x et l’origine 0 il existe un vecteur non nul y E P tel que 
x -LR y alors B est un espace de Hilbert. 

LEMME 3. (James [ll, théorème 4.11). Soit B un espace de Banach. Pour que la norme 
sur Z? soit différentiable au sens de Gâteaux il faut et il suffit que pour tout couple de 
vecteurs (x7 y) E t32 avec x # 0 il existe un unique nombre réel ,8 tel que x -LB J ,8x + y, 

LEMME 4. (Carlsson [3, lemmes 4.1 et 4.21). Soit B un espace de Banach avec dim( a) = 2. 

(1) Si (z,y) E C2 alors I[x + Xy112 = X2 + O(X) pour X --+ *oo. 
(2) Il existe un sous-ensemble dense V de C tel que si (x, y) f  C2 avec x E ;r> et x -LBJ y  

ah3 11~ + XyII = 1+ 0(X2) pour X -+ 0. 

LEMME 5. (Carlsson [3, théorèmes 6.3 et 6.41). Soit p(X) une solution continûment diffé- 
rentiable de 1 ‘équation fonctionnelle non dégénérée 

kpkF(qkA) = Cl + c2X2, QX E W 
k=l 

k=i k=l k=l 

(Ici on peut avoir Cl = C2 = 0) Si la fonction cp a le comportement assymptotique suivant: 

V(X) = P+ 0(X2) pour A + 0 et cp(x> = X2 + O(X) pour X + *OO 

alors C~(X) = cp(-A), VX E R. 

LEMME 6. Soit B un espace de Banach. Supposons que -LB J + I_c. La norme sur Z? est 
alors continûment différentiable au sens de Gâteaux, c’est-à-dire que la fonction N(x; y) 
existe et est continue pour tout (x, y) f O2 avec x # 0 

DÉMONSTRATION: La démonstration du lemme suit de près le texte de Carlsson [3]. Soit 
(x, y) f  a2 avec x # 0. Par le lemme 1.2 ci-dessus on peut trouver au moins un nombre 
réel p tel que x -LB J px + y. Par homogénéité de la relation d’orthogonalité de Birkhoff- 
James (lemme 1.1 ci-dessus) on a que x I_BJ L(~X + y), Qm E N. Donc par hypothèse 

x 1~ $(x + py>, Vm E N. Ainsi 

D’où 

En reprenant maintenant mot à mot le théorème 3.3 de [3] on montre que 

P - - -fj (PN+(? Y> + QN-(x; Y>> 
X 

_ I  
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On sait que les limites N+(x; y) et N-(x; y) existent. Par conséquent, pour tout couple de 
vecteurs (x, y) E B2 avec x # 0 il existe un unique nombre réel ,8 tel que x -LBJ pL + y. 
Ainsi, par le lemme 3 ci-dessus, la norme définie sur f? est différentiable au sens de Gâteaux. 
Donc 

1 

B - - - j$P + qW(x; Y>* 

Nous affirmons maintenant que la fonction (x, y) I+ N(x : y) est continue pour tout couple 
de vecteurs (x, y) E B2 avec z # 0. La continuité de cette fonction provient en fait de la 
continuité de la fonction (x, y) t+ ,&~. soit en effet une suite xk convergeant vers x (xk, 
x # O), une suite yk convergeant versy et Pk, p des nombres tels que xk I-BJ pkzk + yk, 
vk f  N et x ~-BJ px + y. Puisque IN(xk,yk)l < Ily& vk f  N, la suite des pk est alors - 
bornée. Soit donc {ok}kEN une sous-suite de la suite {pk}kEN. On peut extraire de cette 
suite une sous-suite {~kj }~EN convergeant vers un nombre réel a. Puisque 

Xkj LBJ PkjXkj + Ykjy Vj E N 

alors 

Par unicité on a que a! = ,& Ainsi pk + ,8 et la fonction (x, y) H N(x; y) est continue en 

(xd q 
Définissons maintenant une fonction (p: FI -3 R par la formule 

cp(X) = IIX + Xyl12, vx f Fi. 
LEMME 7. Soit t3 un espace de Banach avec dim(t?) = 2 et (x, y) E C2 avec x _LBJ y. Si 
LBJ d & dors 

p(X) = cp(-A), vx f FI. 

DÉMONSTRATION: Rappelons que x 1~ y  _ ~~-, ~kll,&x + yky112 = 0. Réécrivons 
- l’expression de gauche sous la forme suivante: 

9 dbkx + ‘%Yl12 = &Ix + #YIl - cl~~~~~2 - c21b112 
cl 

où 
r 

Cl = 
x Pk; 

k=l 

Soit maintenant x E 2> où 

IC=I 

r r 

c2 = 
Ix pk& >:pkqk = 1;qk # 0, k = b-d-= 

k=l k=l 

V est le sous-ensemble dense de C défini au lemme 4.2 ci-dessus. 
Soit de plus y  f  C avec x I-B J y  (tout vecteur y  E C parallèle à une tangente à C au point 
x a cette propriété). Par hypothèse x _Lc y. De plus, par homogénéité de la relation de 
Birkhoff-James (lemme 1.1 ci-dessus), x -L, Xy, VA E W. Ainsi 

2 akllpkx + ‘ykxYl12 = 0 

k=l 
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ou encore 

IC=I 

Par conséquent la fonction p: W -) R définie par 

p(X) = IIJ: + Xyl12, vx E F+i 

est une solution continûment différentiable (voir le lemme 6) de l’équation fonctionnelle 

$$kF(Xqt) = CI + c,x2, vx f w. 
k=l 

Puisque x E 2> et x _LBJ y  alors (voir le lemme 4.1 ci-dessus) 

p(X) = 1+ O(X)2 pour X -+ 0 et cp(X) = X2 + O(X) pour X -3 *oo. 

Donc, par le lemme 5, 11x + Xyl12 = 11x - Xyl12, VX E R. Maintenant x E iT>. Puisque ;T) est 
dense dans C et que la fonction II . II est continue alors 

IIX + X!/II2 = IlJ: - Xyl12, vx E w 

et ce, pour tout couple (x,y) f  C2 avec x LBJ y. Cl 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME: 
1*2 
Soit (B, (T)) un espace de Hilbert et (~,y) E O2 avec x _LBJ y. Alors (~,y) = 0 et 

Ainsi x J-C y. 

Soit x E x3 avec x # 0 et P un plan contenant x et l’origine 0 Pour les besoin de la 
preuve on peut supposer que B = P et que x f  C = S. On peut assurément trouver un 
vecteur y  E C tel que x -LBJ y. Par le lemme 7, I~X + Xyl12 = I~X - Xyl12, VX E FI. Donc 

IIX + JQII = (lx - XYII, vx E FL 

Par conséquent x I-R y. Par le lemme 2, B (= P) est hilbertien. Tout sous-espace de 
23 de dimension < 2 étant hilbertien il suffit maintenant d’appliquer le résultat de von 

1 Neumann- Jordan [14] pour conclure que 23 est lui-même hilbertien. Cl 

1 C’est-à-dire q u’un espace de Banach est hilbertien si et seulement si tous ses sous-espaces de dimension 
deux partagent eux-mêmes cette propriété. 
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