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CALCUL COMBINATOIRE DU NOMBRE 
D’ENDOFONCTIONS ET D’ARBORESCENCES 
LAISSÉES FIXES PAR UNE PERMUTATION. 

, IVAN CONSTANTINEAU ET JACQUES LABELLE 

RÉSUMÉ. Soit fi une permutation de [n] = {1,2,. ..,n} de type (/3l,P,,. ..&) (i.e. p 
possède ,Bi cycles de longueur i; Ci ipi = n). Nous calculons, en fonction des pi et de façon 

bijective, le nombre d’endofonctions et d’arborescences (i.e. contractions) sur [n] laissées fixes 

par l’action de p (par conjugaison); i.e. les cardinalités: 1 {f 1 f: [n] --) [n] et f = Pf /3-l } 1 et 

/{A 1 A est une arborescence sur [n] et A = PAP-‘} 1. 

ABSTRACT. Let p be a given permutation of [n] = {l, 2,. . . , n} of type (PI, fia,. . . , &) (i.e. 
p has pi cycles of length i; ci i@; = n) . We compute, in terms of the p;‘s and bijectively, the 
number of endofunctions and rooted trees (i.e. contractions) on [n] kept fixed by the action 
of p (by conjugation); i.e. the cardinalities of the sets: {f 1 f: [n] * [n] and f = fl f p-l} and 
{A 1 A a contraction on [n] and A = pApwl}. 

0. Introduction. Soit A une espèce (voir [J], [Lj], [Lgl], [Bl] ou [Yl, z]) et fl une 
permutation de l’ensemble fini U, nous noterons F~~A(P) l’ensemble des A-structures sur 
U laissées *es par fl: 

FixA(P) = {a f A[U] 1 A[@](a) = a} 

Les cardinalités de ces ensembles sont les coefficients apparaissant dans la série indica- 
trice de cycles (voir [J], [LgZ, 31, [BZ], [D] ou [Le]) de l’espèce A. 

Pour les espèces Ed et Aw, des endofonctions et des arborescences respectivement, 
Gilbert Labelle [Lg2] a trouvé analytiquement les expressions suivantes: 
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\  

Le problème de trouver une interprétation combinatoire pour (*) et surtout (w) a 
été posé par Gilbert Labelle à la séance de problèmes du Colloque de Combinatoire 
Énumérative, UQAM (1985) (voir [LL,page 3831). Q ue lq ues jours plus tard, Doron Zeil- 
berger [Z] d a onné une démonstration de (**) en utilisant le “Matrix-tree theorem”. 

Le but de cet article est d’interpréter combinatoirement ces expressions et d’en fournir 
une démonstration bijective. En plus de connaître la cardinalité des ensembles FixE,d(@) 

et FixA,(@, nous pourrons ainsi en engendrer algorithmiquement les éléments. 

1. Le calcul de FixE,d(@). P our la suite de l’article, soit fi une permutation de [n] de 

type (Pl>P2,*->Pn), c’est-à-dire que /3 est constituée, pour tout i de [n], de B; cycles de 
longueur i, et soit C(= C(B)) l’ensemble des cycles de p. 
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34 Endofonctions et arborescences laissées fixes par une permutation 

DÉFINITION 1. Une P-endofonction sur [n] est la donnée d’un couple (6, A) de fonctions, 
6: C + C et A: C + [n], telles que : Vc E C, lb(c)1 divise ]CI et A(c) E S(c). 

On désignera par &End[n] 1’ ensemble des /3-endofonctions sur [n]. 

THÉORÈME 1. a existe une bijection r entre les ensembles FixE,d(@) et &End[n]. 

DÉMONSTRATION: Soit 4 E End[n] telle que 4 = &@3-l. On construit alors I’(4) = (&41) 
de la manière suivante: soit x E c f C et 4(x) E d f C. Comme, pour tout i E N, Q(x) = 
&5(x), on a 4(c) = d. Soit ]CI = k et ldl = j, on a p”+(x) = $flk(x) = 4(x), de 
sorte que l’ordre selon @ de 4(x), soit j, divise 1. La fonction 7: C + C est définie en 
posant s(c) := d (en d’autres mots, pour tout c dans C, s(c) est l’image (qui est bien 
un cycle) du cycle c par 4 ou encore s(c) 3 d(min(c)). On définit ensuite 41: C --) [n] 
par 41(c) := d(min(c)). Il t 1 q 1 f es c air ue a onction I’ est bien définie. Réciproquement, si 
(6, A) f @-End[n] est d onné alors on lui associe une endofonction 4( = +A)) en posant, 
pour tout c E C et tout s dans N, 4(p’(min(c))) := p8(A(c)). Puisque I~(C)I divise ICI, 
l’endofonction 4 est bien définie. Comme ~(@@in( c))) = /3”(&k( c))), on a &3 = p+. 
On vient d’obtenir P-l. Cl 

PROPOSITION 1. On ZK 
Pk 

DÉMONSTRATION: SUPPOSOIIS c E C, ICI = k, (1 C k < n). L’image S(c) E C peut être - _ 
choisie de façon arbitraire dans l’ensemble D, = (d E C ] ldl divise Ici}; une fois cette 6- 
image déterminée, disons S(c) = w f D,, lw] = j, on peut ensuite choisir, encore de façon 
arbitraire, A(c) E w. Comme on dispose de Pi-cycles de longueur j, il y a donc & j& 
façons de définir le couple (s(c),A(c)), lorsque ]CI = k. Puisque, pour tout k, 1 5 k 5 n, 
il y a @k cycles de longueur k à traiter, tous indépendamment les uns des autres, de cette 
manière pour définir (6, A) entièrement, on obtient bien la formule de la proposition. Cl 

Le théorème 1 et la proposition 1 démontrent la formule (*) bijectivement. 

REMARQUE. Par des arguments semblables à ceux des démonstrations précédentes et en 
utilisant ensuite le “Matrix-tree theorem”, Lovas2 (voir [Lo]; pages 229-231) trouve le 
nombre d’arbres sur [n], où n est impair, laissés fixes par p. 

2. Le calcul de FixA,,(@). U ne endofonction arborescente (on dit aussi contraction) 
est une endofonction n’admettant qu’un seul point périodique (qui est donc un point fixe). 
Si on choisit ce point comme racine et qu’on remplace les flèches (dans le graphe sagital 
de 4) par des arêtes, on obtient une arborescence. Inversement, en orientant les arêtes 
d’une arborescence vers sa racine, où on ajoute une boucle, on obtient une endofonction 
arborescente. On peut donc considérer l’espèce ATS, des arborescences, comme une sous- 
espèce de End ; ainsi FixA r,(p) C FixEna( 

DÉFINITION 2. Une P-endofonction (6, A) sur [n] est dite arborescente si l’endofonction S 
est elle-même arborescente.. Une P-arborescence sur [n] est une ,&endofonction arbores- 
cente (6, A) sur [n] où la racine p E C de 6 est telle que ]pl = 1. 

On désignera par @Ars[n] l’ensemble des @arborescences sur [n]. 
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THÉORÈME 2. II existe une bijection entre les ensembles FixA,(P) et P-AM[~I. 

DÉMONSTRATION: Supposons donnée A, une arborescence sur [n] telle que A = PA/?% 
A étant une endofonction (arborescente), on peut, par le théorème 1, lui associer une p- 
endofonction sur [n], l’(A) = (&A$, q ui elle-même détermine une endofonction A sur C. 

Il est aisé de vérifier (on peut procéder par contradiction) que A est arborescente. D’autre 
part, remarquons que comme A est telle que A = PAp-l, on a pf > 1. En effet, si T f [n] - 
est racine de A alors A(r) = T et T est le seul élément de [n] ayant cette propriété. Comme 

AP@9 = PA@9 = P(,), On a P(4 = T et PI 2 1. Soit p le l-cycle de p contenant T, i.e. p est 
la boucle en T. On a que T est la racine de l’endofonction arborescente A. Réciproquement, 
donnons-nous une P-arborescence (6, A) sur [n]. Associons lui A := I+l (6, A), où I’ est 
la bijection du théorème 1, Il est aisé (toujours par contradiction) de montrer que A est 
arborescente. q 

DÉFINITION 3. Pour tout 1 E [n], soit C(k) 1’ ensemble des cycles de longueur k de & 
Une /3-endofonction de niveuu k ~UT [n] est un couple (Sk, Ak) formé de deux fonctions, 
Sk: C(k) --) CetAk: C(k) + [n], telles que : Vc E C(k), l&(c)] divise ]c] et A~(C) E ~L(C). 
L’ensemble des B-endofonctions de niveau k sera noté B-En&[n]. De plus, on dira que 
(a,, Ah) boucle si l’endofonction Sk admet au moins un cycle. Notons que les éléments 
d’un tel cycle sont eux-même des cycles (en fait tous dans C(k)); pour éviter la confusion, 
on parlera dans ce cas d’un cycle*. 

PROPOSITION 2. Le nombre de P-endofonctions de niveau k qui bouclent est donné par: 

Pk--1 

Ic*pk’ . 

DÉMONSTRATION: Convenons, lorsque (6&, Ah) E @-Endk[n] est définie, de nommer tout 
cycle c f  C(k) tel que 6&(c) E C(k) un cycle rigide. Autrement, c sera dit flezible (6&(c) 6 
C(k)). Ainsi la donnée d’une P-endofonction de niveau k détermine une partition de C(k) 
en deux classes (possiblement vides): celle des cycles rigides, notée R(b&, A&), et l’autre, 
notée F(6&, Ah), des cycles flexibles. Remarquons maintenant qu’une condition nécessaire 
pour qu’une P-endofonction de niveau k, (6&, Ah), boucle, est que R(6&, Ah) # 0. Sinon 
&(C(k)) est un ensemble de cycles tous de longueur strictement inférieure à k et 6& ne peut 
pas avoir de cycle *. Ce dernier raisonnement entraîne, par ailleurs, qu’un cycle flexible ne 
peut jamais faire partie d’un cycle* de 6 &. Fixons T, 1 5 T < P&. Choisissons R un ensemble 
constitué de T cycles (arbitraires) de C(k). 0 n va chercher a dénombrer les (b&, Ak) de 
&&z&[n] qui bouclent, et qui sont telles que R(&&, A&) = R et F(6&, A&) = C(k) \ R = F. 
Pour ce faire on calcule le nombre de manières possibles de définir les fonctions 6& et Ak 
d’abord sur R (en a.), puis sur F (en b.). Il est clair qu’en multipliant ces deux résultats 
on obtient la solution au problème. 

a. Si on veut que les T cycles de R soient rigides, on doit définir la &-image de chacun 
d’eux dans C(k). Il y a donc, a priori, (p# manières de définir 61, sur R. Mais 
de ces dernières, on ne veut dénombrer que l’ensemble de celles qui mènent à au 
moins un cycle* dans 6&. Pour trouver ce nombre il suffit de soustraire de (&$ les 
choix qui ne donnent aucun cycle* à 6& (LaPalisse!). Ce dernier nombre est facile à 
calculer, grâce à l’observation suivante: le nombre de choix qui ne donnent aucun 
cycle* à 6k: est le nombre de forêts de (p& - T) arborescences qu’on peut faire avec 
les pk cycles (C(k) d evient le support de ces arborescences) une fois les (p& - T) 
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racines choisies comme étant les 

[WI) que le nombre de forêts 
cycles flexibles. On 
- r) arborescences 

(voir, par exemple, 
un ensemble de pk 

éléments où les racines ont déjà été détermkées est : 

Ainsi, le nombre de façons de définir 6k sur R de manière à avoir au moins un cycle* 
sera: 

Pk - (Pi - g-l) = q3p. . 

Pour terminer ce premier calcul, il reste seulement à déterminer, pour tout c dans R, 
Ak(c) 1 ors ue k c a e e c q 6 ( ) ‘t’ h oisi. Mais, pour tout c, I&@)l = k et Ak(c) peut être ar- 
bitrairement choisi dans &(c). Bref, on a clairement kf manières de définir A quand 
6 est déterminée. n y a donc k’r(P$-l manières de définir les ,8-endofonct ions 
(&, Ak) de &End&z] sur R, telles que R(61,) Ak) = R et qu’elles bouclent. 

b. En se référant à la proposition 1, on voit facilement que le nombre cherché est 
cet te fois 

la seule distinction apparaissant dans le fait qu’étant voulus flexibles, les (& -ST) 
cycles ne peuvent avoir pour S-image que des cycles de longueur divisant strictement 
k . 

De là, lorsqu’on a fixé les ensembles R et F, IRI = T, on obtient l’expression suivante pour 
le nombre de /3-endofonctions (6k, Ak) de P-End&] qui bouclent, et qui sont telles que 
3(&,Ak) = F et R(&,&) = R. 

Finalement, R étant un sous-ensemble arbitraire (de cardinalité non-nulle) de C(k) , on 
aura au total 
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/3-endofonctions (&, Ak) de /3-End&iJ qui bouclent. On a alors: 

+C 
dl& 

d#k 

Il est clair que toute P-endofonction (6, A) sur [n] admet une décomposition unique 

@yA) = x(Jk,Ak) 

k=l 

en P-endofonctions de niveau k sur [n], non triviales pour tout k où pk > 0. On a aussi 
qu’une P-endofonction sur [n] est une ,&arborescence ssi, pour tout k 2 2 où Pk > 0, 
(&,Ak) ne boucle pas et que &AI) s’identifie à une arborescence sur PI points (qui 

boucle, elle, à la racine). On sait qu’il y  a /3flw1 arborescences possibles avec ces PI cycles 
de longueur 1 (nous avons déjà remarqué que PI 2 1). De plus, un peu comme l’observation 
dégagée plus haut, le nombre total P-endofonctions de niveau k qui ne bouclent pas est 
évidemment le nombre total de P-endofonctions de niveau k moins le nombre total de 
p-endofonctions de niveau k qui bouclent. Le nombre total P-endofonctions de niveau k 
est donné par la proposition 1 et le nombre de celles qui bouclent vient d’être calculé. 
Finalement, une /S-arborescence sera déterminée dès que, pour tout k > 2 où Pk > 1, - - 
sera déterminée une P-endofonction de niveau k ne bouclant pas, et que sera donnée une 
arborescence sur les PI points fixes de p. 

Ces choix étant indépendants les uns des autres on vient de démontrer: 

PROPOSITION 3. Le nombre de ,B-arborescences sur [n] est donné par la formule suivante: 

l 0 sinon. 

Le théorème 2 et la proposition 3 démontrent la formule (w) bijectivement. 

REMARQUE. Pierre Leroux [Le] montre comment obtenir la série indicatrice de cycles de 
l’espèce A (des arbres) à partir de celle des arborescences (dont les coefficients sont donnés 

Par (**)>, g râce à l’équation combinat oire: 

Ars + E2 o Ars = A + (Aw)~, 
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où Ez désigne l’espèce des ensembles de cardinalité deux. Il est donc possible de déterminer 
de façon bijective le nombre d’arbres laissés fixes par l’action d’une permutation donnée; 
ceci est fait dans [CL], où plusieurs autres espèces (d’endofonctions et autres) sont égale- 
ment traitées. 
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