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UNE APPROCHE VARIATIONNELLE DES ORBITES 
QUASI-PÉRIODIQUES DES SYSTÈMES HAMILTONIENS 

JOËL BLOT 

RÉSUMÉ. Après la redémonstration de résultats sur les tores (topologiques) invariants et les 
orbites quasi-périodiques d’une manière fonctionnelle nouvelle, nous énonçons des rudiments 
de Calcul des Variations en Moyenne afin de caractériser les orbites quasi-périodiques des 
systèmes hamiltoniens comme points critiques de fonctionnelles définies sur des espaces de 
Banach. E&n, nous démontrons le Principe de Percival et examinons très brièvement les 
liens avec notre approche variationnelle. 

ABSTRACT. After giving new functional analytic proofs of results on (topological) invariant 
tori and quasi-periodic orbits, we state some elements of the Calculus of Variations in Mean in 
order to characteriee the quasi-periodic orbits of the Hamiltonian systems as critical points of 
certain functional on Banach spaces. Finally, we prove Percival’s Principle and very quickly 
we examine the relations with our variational approach. 

1. Tores et fonctions presque-périodiques. Une fonction z: R + Cd sera dite pres- 
que-périodique si chacune de ses composantes est presque-périodique au sens de Bohr; nous 
noterons AP(Cd) 1’ ensemble de ces fonctions. (AP pour “almost periodic”). La théorie 
des fonctions scalaires presque-périodiques au sens de Bohr est exposée dans [38], [X3], 

PI, Pl. Q ui tt e à travailler composante par composante de très nombreuses propriétés 
s’étendent au cas des fonctions presque-périodiques à valeurs vectorielles, en particulier, 
toute x E AP(êd) p ossède une moyenne temporelle 

M IX)= M {x(t)), = zrn= & J 
T 

x(t) dt E C”I * -T 

Sur le modèle de la représentation des fonctions périodiques par les séries de Fourier, 
les éléments de AP(P) sont représentables par des familles sommables d’exponentielles 
complexes dotées de coefficients vectoriels, précisement, pour x c AP( Cd) et A f R on 
définit le coefficient (vectoriel) de Fourier-Bohr 

a(x, A) = M {x(t)e+}, f Cd 

et l’on écrit 
x(t) w C 42(x, X)e% 

MS 

En fait 3 désignant l’ensemble des parties finies de R, 3 est dirigé par l’inclusion (on 
dit encore filtrant croissant) et ainsi (C,,, u(x, X)e”X(*)),E, est une suite généralisée 
(traduction du terme anglais “net”, c$ e.g. [Ml) d e ont ions qui converge toujours en f t 
moyenne quadratique vers x 

lim M 
FET 

2 

x(t) - Ca( 2, X)eix(*) 

1) 

= 0. 
XF t 
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8 Approche variati .onnelle des orbites quasi .-périodiques des systèmes hamilt oniens 

On a en outre l’égalité de Parseval 

l AP( Rd) = {x E AP(êd) 1 Vt f  R x(t) E Rd} les éléments de AP(W) sont carac- 

térisés parmi ceux de AP@?) par: VA E W &-A) = u(x,X). 

Dorénavant K désignera FI ou c. 

Pour x E AP(Kd), A(x) = (A f  R 1 a(x, A) # 0}, l’égalité de Parseval qui assure la 

sommabilité de la famille (I~(X, X)12)xaR induit ([lQ,p. 2201) que A(x) est au plus 

dénombrable. Nous introduisons aussi Med(x) = {xz=, Ic,X, ) n E N, &, E A(x)} 
appelé le module des fi-équences de x, c’est le Z-module (ou le groupe abélien) 
engendré par A(x). 

Suivant Bohl et Eslangon (cfi [38, p. 471) lorsque Med(x) est un module libre de 
type fini on dit que x est quuhpériodique. Signalons que dans [56] ce terme est 
réservé à des fonctions qui vérifient en outre certaines conditions de décroissance 
exponentielle des coefficients de Fourier-Bohr; nous n’imposons pas ici de telles 
conditions supplémentaires. 

Lorsque des nombres réels 01, 02,. . ., oj sont linéairement indépendants par rapport à 
z, w = (w1,02,... 3 wj) on notera QP(w : Kd) = {x f  AP(Kd) 1 o engendre Mod( x)}. 

l C#,Kd) désign 1 e ‘ensemble des fonctions continues bornées de R dans Kd, et pour 

4 E qvw) Il~lloo = suPw(t)l I t f RI* RaPP e ons 1 que toute fonction presque- 
périodique au sens de Bohr est continue (uniformément et bornée (c$ [l4, p. 341) 
d’où AP(Kd) c C,O(R,Kd) , et que la limite d’une suite uniformément convergente 
de fonctions presque-périodiques au sens de Bohr (c$ [14]) donc AP(Kd) est un 
sous-espace de Banach de C:( R, Kd) pour la norme 11. Iloo. 

. À tout x f  AP(Kd) on peut associer l’ensemble de ses translatés Trans(x) = 
{T~X 1 a E R}, 7,x(t) = x(t + a), on a Trans(x) c AP(Kd) car la presque-périodi- 
cité au sens de Bohr est conservé par translation (c$ [l4]). Nous noterons G(x) = 
cl( Trans( x)) p our la norme II l llbo (cl pour “closure”). Trans(x) est un groupe 
abélien pour la loi ~~2 E3 qx = T=+bx, son élément neutre est x et 87,~ = T-.X. 

LEMME 1. La loi de groupe de Trans(x) se prolonge par continuité pour faire de Ç(x) un 
groupe abélien méttique compact séparable connexe. 

DÉMONSTRATION: En considérant les composantes de x = (x1,. . . , xd), d’après un théo- 
rème de Bochner (c$ [12] ou [lO]) xk est presque-périodique au sens de Bohr ssi Trans(xk) 
est relativement compact dans Ci (R, K), d’où la compacité de Ç(x). 

si (%~g,~ et (%I*>l sont deux suites de translatés de Cauchy pour la norme 11 l Iloo, 

des inégalitzs 

II r(aq+bq)x - r(ap+bp)x Il00 5 11%X - T%do + llv - îb,400 

et II T-a,X-T-ap XII oo = Ta42 - ap Il r 4 b. on déduit aisément que (~,,2 H n,~)~,~ et 

(E%~,,x)~,~ sont des suites de Cauchy. Ainsi les opérations H et E!l sont uniformément 

continueskr respectivement Trans(x) x Trans(x) et Trans(x), et donc se prolongent de 

, 
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manière unique en des opérations continues 83: o(z) x G(z) + Q(z) et El: G(z) + Q(z) 
faisant de G(z), muni de la topologie de la norme 11 l liao, un groupe topologique abélien. 

De l’uniforme continuité de la fonction 2 on déduit aisément que l’application a I+ ~,a: 
est continue de R dans C,O(R,Kd), ainsi Trans(z) est connexe et g(X) est connexe comme 
fermeture d’un connexe. La séparabilité résulte de la densité de {r,.x 1 T E Q}. Cl 

Nous sommes maintenant en mesure d’utiliser sur g(x) la théorie de la dualité de Pon- 
trjagin (c$ [52] ou [16, chap. II]). 

LEMME 2. Soit x = (x1 ,..., ad) f  AP(Kd), g = (SI,. ..,gd) E G(X) et X E A(X). Si 
a(xk;X) # 0 et a(xi;X) # 0 alors 

4%; A) a(gz; A) -cv 
a(xk; A) +z; y 

et ce nombre est de module égl à 1. 

DÉMONSTRATION: Comme g E G(x), il existe (a&f suite de réels t.q. g = lin+, 7~ 

dans (qvw)9 II l IL) 

1 - - lim - 
T-w 2T 

rT 1 
< lim - J 1 - T-w 2T -T 

g(t) - Tz,x(t)I dt 5 119 - 7,*x11w 
on a: 

donc: 

a(gk; A) = lim a (q-+zk; A) = lim a(Xk; X)eiXa, 
q-w q-w 

= a(xk$) Em eixaq 
q+w 

CJ P41 

de même a(gi; A) = a(xi; A) lim,,, eixaq d’où 

a(@; A) -= iXa, _ a(a; A) 

+k; A) 
lime -- 

q-w a(xz; q 

en outre ( eiXaq 1 = 1 implique (lin+, eixaq 1 = 1, d’où le résultat. Cl 

Pour X f A(x), en prenant un& t.q. a(zk; A) # 0, pour tout g f o(x), en vertu du 

lemme 2, la formule xx(g) = a(gk; A) - définit bien une fonction XX : G(x) + U où U = 
+k; A) 

(2 f ê 1 1~1 = 1). De plus pour p E Med(x), p = C~zlpVAy et g c G(X), xx(g) = 
nr=, (x~,(g))‘~ définit une fonction xcl: g(x) + U. 
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PROPOSITION 1. Le groupe dual de g(x) vérifie 

et p H xP est un isomorphisme de groupes ab&ens entre Med(x) et g(x). 

DÉMONSTRATION: Fixons tout d’abord X f A(x), et prenons k t.q. a(zk;A) # 0; pour g, 
h E Ç(x) on a 

b(gk; A) - a(hk; A)I = la(gk - hk; A)I 5 la(g - h; X)l 5 119 - hlloo, 

en multipliant les deux membres par ]a( xi; X)l-’ on obtient ]Xx(g) - xx(h)1 < la(xk; X)l-‘. 

Ils - hlL9 ce qui montre la continuité de xx. En outre par construction de Ç(x) 

g = lim 7,*x, h = lim Q~Z, gHh= 
q-= q-00 

lim Taq+bqX 
q-00 

d’où 

gk = fim Taqxk, hk = &Xl Qqxk, (gmh)k = lim ra +bqxk 
q-= !?-a q+w q 

alors 

xx(s)xx(h) = 
&k; A) +k; A) --- lim 

a(Tiz,xk; A) Em a(nqxk; A) 

a(xk; A) a(xk; A) - Q-= a(xk; A) q-0 a(xk; A) 

lim e iXaq firn eiXbq = lirn ,iXaq+bq 

q-c= q-00 q-00 

lim a(raq+b,% A) a((g q h)k; A) 
q-00 a(xk$) = a(xk; A) 

= xx(g 83 h). 

Ainsi XX E c(x); p ar construction il s’ensuit que pour tout ~1 f Med(x): xIL E g(x). 

Nous allons montrer que ce sont là les seuls éléments de g(x), pour cela nous util- 
isons le concept d’orthogonalité associé à la dualité (cj!, [3O, p. 97]), i.e. si (0, l ) : g(x) x 

Ç(x) + U est 1 e crochet de dualité: A-‘ = 
{ 

&T(x) /VgEA(X,g)=l (resp. BL = 
> 

I 

(9 E w I vx f B (m) = 11) pour A E O(x) (resp. B E 8(x)). 

. 0 Si g E {xx 1 X f A(x)}l alors pour tout X E A(x) on a (xx,g) = 1, et comme 
g=li n+oo Taqx on a aussi a(g; X) = lim,,, a(Taqx; X) = a(x;X)eiXaq de là on 
déduit que A(g) = A(x), et comme on a également a(gk;x) = a(x&)eiXaq on a 
aussi A(gk) = A(zk). 

0 Lorsque a(xk; A) = 0 alors a(gk; A) = 0, donc a(gk; X) = a(xk; A), lorsque a(xk; x> # 
0 on a a(gk; A) = {xX)a(xk; A) = a(xk$), ainsi pour tout k a(gk$) = a(xk;X) et 

A(gk) = +k), 1 a ors en vertu du théorème d’unicité du développement de Fourier- 
Bohr (C~L [l4) on a pour tout k gk = xk, donc g = x. 

On a prouvé que {XX 1 A E A(x c {x} et p UN l q 

a {xx I x E A(# = 

ue x est l’élément neutre de S(z) on 

{x}. Donc({xA 1 X f A(x)}‘)* =C {x}l = G(x). Enfin, cf. [30, 
P* 971, rappelons que l’orthogonal de l’orthogonal d’une partie est exactement égal à la 
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fermeture du Z-module (i.e. sous-groupe abélien) engendré par cette partie ici ç<z) est 
discret car G(z) est compact donc la fermeture d’une partie est égale à cette partie, ainsi 

({xx I x E n(4w est égal au Z-module engendré par {XX 1 X E A(z)] qui est exactement 

(Xr 1 p E Med(x)). Donc:(X, 1 p E Med(x)} = 6(x), ce q ui montre la première assertion 
de l’énoncé. Quant à la seconde assertion, il est aisément vérifiable que p w xP soit 

un homomorphisme de groupes abéliens entre (Mod( z), +) et (g(z), X) , il est surjectif 

d’après la première assertion et il nous reste à établir son injectivité, i.e. que son noyau est 
réduit à 0. Considérons ~1 = ~~=rpV&, E Med(z) t.q. xcL = 1, i.e. Vg E S(æ) Xr(g) = 1, 

en particulier, VT E R &+) = 1, or X&+C) = 
+rxk; L) 

‘+k; Ay> 
=e iXur, donc 

1 = &px) = fi (~x~(T~x))~~ = fi (eiXvr)Pv = eipr 
u=l u=l 

cecipourtoutrfR,d’oùV~ERClrE2?rZ y_ V~ERS~EZ => FbpcZ :=a ~~0. 
Ainsi est prouvé l’injectivité. Cl 

PROPOSITION 2. Soit F E C”(Ç(z);R) a.2 ors l’intégrale (norma&sée) de Haar de F sur 
Ç( 2) vérifie: 

J F(d47 = M {F (w)}, Q(x) (= $t&~;F(i.x)dr) l 

DÉMONSTRATION: Notons 4(~) = F (T,.x), nous commençons par montrer que 4 E AP(R). 
Comme F est continue sur un compact, elle y est uniformément continue, donc VE > 0 
36, > 0 Vg, h E g(x) Ilg - hlloo < 6, + IF(g) - F(h)1 5 E. Comme les composantes 
de x sont presque-périodiques au sens de Bohr, on a pour tout k = 1, . . . , d et tout 
e > 0 l’ensemble E(zkj&) = {T E R 1 llzk - TTzkll é} est relativement dense (cfi [14]) or 
d’aPrès L3b P* 5] n,,,,, E(zk; E) est relativement dense, donc Va > 0 31 = cl( x; a) > 0 
Vr E R 3T E [T,T + Z[t.& ~IX - ~XII, 5 00. Fixons e > 0, alors il existe Z = 1(x;&) > 0 
t.q. VT E R 3 E [T, T + Z[ 

II x - VII, 5 6, e Va f R, comme R = R + s : 11~~~ - TT+~xII, = Ila: - TTxII~ 5 6, 

* VSERIF(~,X)-F( V+~X)~ < e ix. Va E R Id(s) - 4(T + s)l 5 e, _ 

donc VE > 0 3Z= +$,e)(= z (x; 6,)) VT E R 3 E [ y,~ + z[ t.q. Vs E R I~(B) - 4(T + S)I 5 e, 
en outre 4 est continue comme composée de continues donc 4 E AP(R), donc 1M (4) 
exixte dans R. Ceci nous permet de définir la fonctionnelle 1: C0(9(x);R) + FS, I(F) = 
IM (F(T+)],.. La linéarité et la positivité de la moyenne temporelle A4 impliquent que I 
est linéaire et positive. I(1) = M(1) = 1. 

Montrons que I est invariante par translations; soient F f C”@(x);R) et h E G(x), 
la translatée de F sera notée Fh(g) = F(g EEI h), h = limq+oo ~~~2. De la continuité de 
l’application g I+ 11 g EEI h - g Efl T+ x 11 do et du théorème de maximum de Weierstrass, pour 
tout Q > 1 il existe gg dans G(x) t.q. 
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Quitte à prendre une sous-suite, encore notée (g& pour alléger l’écriture, par la compacité 
de G(z), il existe g E G(z) t.q. g* t+ g (g -+ oo); en notant encore (TQ& la sous-suite 
correspondante: 

ainsi 

comme F est uniformément continue sur g(z) on en déduit 

De plus, 

IM{F(7,x~h)-F(7,~~7,12)}~l <M{~F(7FxHh)-F(7TxH7aqx)~} - r 
< sup IF (7,.x H h) - F (7,2 H 7~) 1 

FER 

entraîne: 

M {F(+G~ + h)) = lim M IF (7(r++)x)} 
q-00 

I(Fh) = 

En écrivant 4(~) = F ( 7,x ) onsait que 4 f  AP(R) et ([14]), que IL4 (4(r)}, = A4 {4(r + s)lr 

pour tout s E R. Or I(F) = M ($(T))r et I(FTaqX) = M (4(’ + aq)}r donc I (FTaqX) = 
i(F) pour tout Q 2 1. Ainsi I(Fh) = I(F). En résumé, I est une forme linéaire positive 
invariante par translation sur C”(Ç(x);R) et 1’ unicité de l’inégalité de Haar (normalisée) 
nous permet de conclure. q 

PROPOSITION 3. Soit x E AP(Kd), val(x) = {z(t) 1 t E FI}, soit f E C”(cl(val(z));Ke). 
Alors f  o x f  AP(K’) et Mod( f  o z) c Med(z). 

DÉMONSTRATION: NOUS ne démontrons que le cas e = 1 qui contient toute la difficulté, 
quitte à travailler composante par composante. Comme les fonctions presque-périodiques 
au sens de Bohr sont bornées (C~L [14]), alors cl( val(z)) est un compact de Kd, ainsi f  
est est uniformément continue et par un résultat classique (cf [38]), f  o x E AP(K). 
Construisons une nouvelle fonction f : g(z) + K f(g) = &(f o g) où SO désigne la mesure 
de Dirac en 0. Comme, pour toute g f  8(z) lig- ~+~ll + 0 (g --) oo), on a pour 
tout t c W g(t) = lin++- à: (t + a,), donc val(g) c CI( val( 2)) ainsi f  o g est bien définie 
et f(g) aussi. Soit lihq - hll, + 0 (Q + 00) dans G(z), comme f  est uniformément 
continue lif o h, - f  o hll + 0 (a + 04, et If oh,(q - f O wol 5 IV O h, - f O hll, 
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entraîne 60 (f o h,) + &(f o h) (g + 00) donc f( hd) + f(h) (Q + oo), ceci prouve que 

j E C”@(x); K). 
En outre l’ensemble des caractères de g(z) est un système orthonormal complet dans 

L2 @(x), c) (cfi W,P. 1541), comme K c C, f E C”(G(z); K) et C”(G(z); K) c L2 (G(z), C); 
ainsi nous avons si 3 désigne l’ensemble des parties finies de Med(z): 

2 

lim J / JE3 G(2) 
~w - &Xr(S) d9 = 0 

PEJ 

où cp = J&2) f(s)xJs) d& 
Or, J et les xfi sont continues sur Ç(z) donc f(g) - Cc 

utiliser la proposition 2: 
l’est aussi et l’on peut 

2 

r 0 X(T) - CCP@ 

1) 
. 

PEJ r 

2 

Donc 

J,m,M 
(I 

f 0 X(T) - ccpeiL” 2 
11 

=o 
PEJ r 

l Soit p f FI, alors en appliquant l’inégalité sur chaque intervalle [-T,T] (T E R+) 
on obtient 

5 ( M  {  Ie-iar12}r)1’2 

f  I I  

M  f  0 +)ewiP’ -  &eipr l ëà’r 

2 

11 
112 

r 

d’où 

i.e. 

&ilM 
{ 

f  0 z(r)e-@’ - ~cpeiPr . eeiPr = () 

PEJ 1 

a( f o x;/3) = M {f o z(T)ewi@}+ = ?‘,m7M F,cpeipr l ëiflr 
PEJ r 

= lji. C c,M {eipr l e-@‘), 
PEJ 

= lim C c,sf2 = 
JE3 

x c,6f 
PEJ pEMod(2) 

(6; est le symbole de Kronecker). 

Ainsi ,8 6 Med(z) 1) Vp E Med(z) 6f = 0 :+ a(f o z;p) = 0. Par contraposltlon on 
obtient A( f  o z) c Med(z), d ont Mod( f  o z) c Med(z). Cl 
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COROLLAIRE. Soient o = (ol,. . . ,w,) une liste de nombres réels Z-linéairement indépen- 
dants, x E QP(o;IP) et f  E C”(cl(val(x)),Ke) alors f  o x E QP(o; Ke) 

REMARQUE. La proposition 3 pourrait être démontrée à l’aide d’un théorème d’approxi- 
mation de Weierstrass, car la compacité de G(x) permet d’approcher uniformément f  sur 
G(x) par des polynômes, néanmoins, il existe une théorie des fonctions presque-périodiques 
“du type Bohr” à valeurs dans des espaces de Banach, (cj’. [25, 3]), et dans ce cas si l’on 
sait par ailleurs que G(x) est compact on ne peut affirmer que G(x) est contenu dans un 
sous-espace vectoriel de dimension finie et utiliser Weierstrass, alors que notre argument 
reste valide. 

Considérons l’équation différentielle ordinaire autonome 

2 =X(x) ( > ; = g ( > * 

où X est un champ de vecteurs localement lipschiteien sur Rd. Lorsque x E AP(FP) est 
une solution de (*) sur FI tout entier, il est classique (c$ [5O, p. 3941) de lui associer un 
autre groupe G(x) = cl(val(x)). 

Rappelons que la structure de groupe est définie ainsi pour y  = lim,,, X(V~), z = 

~=++oo x(s*), y@z = liq+oo x(T*++), x(0) est l’élément neutre et -y = lim,,, x(-T*); 
rappelons aussi que l’unicité de la solution des problèmes de Cauchy associés à (*) est 
essentielle pour cette construction de structure de groupe. En outre, cf. [50, p. 3941, G(x) 
est un groupe compact (pour la métrique induite par F?‘) connexe et séparable. 

NOUS noterons x(t, q), pour t E R, q E Rd, la valeur à l’instant t de la solution (lorsqu’elle 

y  existe) du problème de Cauchy Y = X(Y) 

Y(0) = 77 l 

PROPOSITION 4. Soit x E AP(Rd) solution de (*) sur R. AIors 7 ++ x(t,q) est un 
isomorphisme de groupes topologiques de (G(x), @) sur (g(x), H). 

DÉMONSTRATION: Comme x est solution de (*) qui est autonome, pour tout T E R, T+ 
est aussi solution de (*) sur R tout entier. Soit g E p(x), alors il existe une suite (P&>I 
telle que 119 - T~xI~~ * 0 (Q + 00). On a: 

Vq 2 1 Vt E R 7$(t) = X(~y~x(t)) ) Vq 2 1 Vt f Rq*x(t) - 7,,x(O) = 
r 

X(7r,x(s)) ds 
0 

=+ (q + oo)Vt E R g(t) - g(0) = />(g(s)) ds 
0 

- Vt E R i(t) = X(g(t)). 

Ainsi touteg f  Ç( ) t 1 t x es SO u ion de (*) sur R tout entier. Si SO désigne la mesure de Dirac 
en 0, la convergence uniforme impliquant la convergence simple, on a S&?(x)) c G(x) ce 
qui permet de considérer l’application 60 : Ç(x) + G(x) qui est continue. Soit g, h f  Ç(x), 
avec Ilg - ~~~211, + 0 et Ilh - 7,*x11, + 0 (q + 00) ainsi: 

So(g &j) = a,( lim 7Tq+Q) = q-00 60(*limm Gq+aqX) 

= lim x(Tq + Sq) = lim (i(Tq) $ x(sq)) 
!?-+- 

= TYZ x(rq)) $ ( lim x(sq)) = g(O) $ h(O) 
q-00 q-00 

= S,(g) @ SO(h) 
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ce qui prouve que 60 est un homomorphisme de groupes. 
Si 6*(g) = x(0) l’élément neutre de G(z) alors g(0) = x(0) et puisque g et 2 sont solutions 

de (*) elles sont solutions du même problème de Cauchy, X étant localement lipschitzien, 
on a g = z l’élément neutre de g(z), ce qui prouve que 60 est injectif. Si r) f  G(z) alors 
r) = lim,,, ~(y~), et par la compacité de g(z) et Bolzano-Weierstrass, il existe (S&>I 
sous-suite de (r&l t.q. (T&>I soit uniformément convergente vers g E G(z); notons 
qu’alors q = lirn~,~ z(+) et 6&g) = lin+, 6&+c) = limq+oo z(+) = 97; ce qui prouve 

que 60 est surjectif. En résumé, 60 : 9(2) + G(z) est un isomorphisme continu de groupes, 
et la compacité de 8( ) ’ pl’q z lm 1 ue, cfi 143,~. 1411, que 60 est un homéomorphisme, donc 
un isomorphisme de groupes topologiques, et 77 )-) X(m,q) est son inverse, d’où le résultat 
annoncé. Cl 

Nous allons maintenant décrire G(z) le groupe dual de G( 2). Pour ~1 f  Med(z), X~ f  

G(z), 7 E G(z), la formule L~~(V) = xcc(X(~,~)) définit une application cycc: G(z) + U. 

PROPOSITION 5. Si x f AP(Rd) t 1 t’ es SO u 1011 de (*) alors on a 6$x) = {ap 1 p E Med(z)}, 

et de plus, p + cyP est un isomorphisme de groupes de Med(z) sur G( 2). 

DÉMONSTRATION: L’application cycc est composée des applications q -+ X(~J) et de xIL, 
toutes deux homorphismes de groupes topologiques d’après les propositions 1 et 4, donc 

cyp f  G(z). 

Si QI E Ç(z), alors a! o 60 E G(Z) et par la proposition 1 il existe J.J E Med(z) t.q. 
ao&) = xcc, donc pour tout 7 E G(z) x#,$ = ar o 60(q)) = ~y($, d’où o! = cyc(. Ainsi 

C(x) = {CQ 1 p E m0d (2))’ 

si Pl, J-42 E Mo+), * 

donc p + air est un homomorphisme de groupes de Med(z) dans G(z), surjectif par 
la première assertion. Enfin, si a, = 1, l’élément neutre du groupe U alors, pour tout 
q E G(z), ~#!(*,q)) = 1, donc par la proposition 4 xrc = 1 et avec la proposition 1 on a 

cc = 0, ce qui prouve l’injectivité de p + CY~. Cl 

PROPOSITION 6. Soit z E AP(Rd) solution de (*) sur R. Alors z est quasi-périodique, 
i.e. il existe w = (01,. . . 
x E QP(w; Rd). 

,wJ une liste de s nombres réels Z-linéairement indépendants t.q. 

DÉMONSTRATION: Avec ces hypothèses, le groupe G(z) est bien défini et est compact, donc 
est contenu dans un pavé de f3d, ainsi il existe R > 0 t.q. G(z) c [-R, R]C Les propriétés de 
la dimension topologique (d’espaces métriques compacts, c$ [42, p. 261) nous permettent 
d’affirmer dim G(z) < dim( [-R, Rld) et dim( [-R, Rld) = d, donc s = dim G(z) 5 d. 
Alors CJ [52, p. 2591 le rang de G(z) est 5, donc d’ après la proposition 5, le Z-module 
Med(z) est engendré par s éléments indépendants ~1, ~2, . . . , w,; ainsi z f  QP(w; Rd) où 
W= (w>w2,... ,%). 0 

Rappelons deux concepts de la théorie qualitative des équations différentielles ordinaires; 
une partie A de Rd est dite invariante pour (*) si toute les solutions de (*) passant par 
un point de A reste toujours dans A, et A& c Rd est dite oninhale pour (*) si elle est 
invariante et si aucune de ses parties propres non-vides fermées n’est invariante. 
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PROPOSITION 7. Soit o = (~1, w2,. . . ,wJ une liste de s nombres réels Z-linéairement 
indépendants et soit x E QP(o; FId) une solution de (*) sur R. Alors G(x) = cl(val(x)) est 
un s-tore topologique invariant 
connexe donc est un groupe de 

(*). De plus G(x) est localement (et -même minimal) pour 
Lie. En outre s 5 d - 1 

DÉMONSTRATION: Par la proposition 5, G(x) est isomorphe à Med(x), lui-même isomor- 
phe à Z' par&,. ..,k,) I-) C:=r k,w,; donc, cfi [52, p. 2591, l’espace métrique compact 

G(x) est de dimension 5. plus précisément, que G(x) soient isomorphes implique que G(x) 
et Z8 = T” sont isomorphes, or par le théorème de Pontrjagin (ef. [52, p. 2731) nous 

savons que les groupes G(x) et G( x sont topologiquement isomorphes, donc les groupes ) 
G(x) et 1’ sont topologiquement isomorphes, i.e. G(x) est un s-tore topologique et comme 
G(x) = cl(val(x)) c’est aussi un ensemble minimal (cf [SO, p. 3851). 

Comme G(x) est engendré par un nombre fini (égal à s) d’éléments, on sait c$ [52, 
p. 2601, que G(x) est localement connexe. D’après la solution de Pontrjagin du gèrne 
Problème de Hilbert (pour le cas compact), c$ [52, p. 3371 et [58, p. 931, comme G(x) est 
un groupe abélien métrique compact connexe séparable et localement connexe, G(x) est 
un groupe de Lie. 

Enfin, par un argument déjà utilisé on a dim( G(x)) < dim( [-R, Rld) = d et G(x) étant 
un groupe de Lie ne peut être de dimension égale à d donc 0 5 s = dim( G(x)) < d - 1. Cl 

Les propositions 6 et 7 furent pour la première fois établies par Cartwright( [lS]); mais 
notre méthode de démonstration est complétement différente, elle repose sur les propriétés 
de dualité du groupe fonctionnel O(x), q ui nous serviront en d’autres circonstances dans 
le présent travail. 

2. Orbites presque-périodiques sur une surface d’énergie ellipsoïdale. Un système 

hamil .tonien autonome est une équa ,tion différentielle ordinaire au 
XEf9 2N et cr est l’opérateu r linéaire t- symplectique, -a - 6’ = g-1 

0 est représenté par la matrice 
(-il, itlY) 

où idN est la matrice-identité N x IV. 

Les équations de mouvement de la Mécanique Classique et de la Mécanique Céleste sont 
de cette forme (cfi [l], [4]). Adaptant un résultat célèbre de Rabinowitz (cf. [53]) nous 
obtenons: 

tonome: g = 0 
dans une base 

H’(x) où 
adéquate 

THÉORÈME 1. Pour Hi E C2(R2N;R), i = 1, 2, les systèmes hamiltoniens associés sont: 

; = CH;(X). (s 1 i 

Nous supposons qu’existent deux réels hl et h2 t.q. C soit une composante connexe com- 
mune auxniveau d’énergie Hcl((h,}) et HF’((h2)) et que pour tout z E C Hi(z) # 0 et 
HW # 0. 

Alors tout n-tore invariant de (SI) sur C construit sur un orbite w-quasi-périodique de 
(SI) est aussi un n-tore invariant de (S2) sur C. 

DÉMONSTRATION: Des hypothèses et du théorème de la submersion on déduit que C est 
une hypersurface différentielle de R2 N et que pour tout 2 E C, l’espace normal à C en 
z, avec les notations de [ll], est le sous-espace vectoriel engendré par le gradient, i.e. 
NS = R*H; = R*H;. Donc pour tout x f  C, il existe un unique T(Z) f  R t.q. 
H;(z) = r(z)&(%), t e comme les gradients ne s’anullent pas, T(Z) ne s’annule jamais sur 

C. Fixant zo E C, H;(%o) # 0 implique qu’il existe un k t.q. 
dH 
c(zo) # 0, d’où, par 
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continuité, il existe V voisinage de zo dans C t.q. si z E V alors 
dH 
aE;z(z) # 0; comme 

s(z) = +)2(z) il vient pour z E V: T(Z) = 2(z) (z(z)) 
-1 

on a , ce qui 
k k 

prouve que T est continue en zo et puisque x0 était arbitrairement choisi, on a-montré que 
T E CO(C;R), et d ont le signe de T() est constant car C est connexe. 

Considérons u E Qp(w; Rd) une solution de (&) sur C avec o = (OI,. . . , on), ainsi 

G( > U = cl( val(u)) est un n-tore invariant de (S 1 ; comme G(u) c C, car C est invariant, ) 
nous pouvons supposer sans perte de généralité que T(Z) > 0 sur C. 

Posons S(t) = JlT(u(e))d& t E R, alors S(t) E Cl(FI,FI) et pour tout t S(t) = T(u(t)) > 
0; comme G(u) est compact et T continue inf(r(z) 1 z f G(u)} = min(r( z) 1 z f G(u)} = 
~0 > 0; ainsi pour tout t 2 0 S(t) 2 1; rodt = h-0, d’où S(t) + 00 (t + 00) et pour tout 

t 5 0 S(t) = Jto -T(U(())~( < Jto -r& = tro d’où S(t) + -00 (t + -00); ainsi S(R) = R 
et s est un C1-difféomorphisme de R sur R; nous noterons T = S-l l’inverse de S, on a T 
de classe Cl. 

Posons D(S) = u( T(s)) p our tout 8 E S; alors val(v) = val(u) et 

s,(;( s 
1 1 

= T(u(T(s)))‘(T(“)) = ,,(u(T(s))) cH;(u(T(S))) 

= &;(~(T(S))) = aH;(v(s)). 

Ainsi ‘u est solution de (&). Cl 

Nous avons là un exemple de tore invariant construit sur une fonction quasi-périodique 
qui n’est pas une solution quasi-périodique. 

COROLLAIRE. Soit H E C2(R 2N; R), le système hamiltonien associé est 

2 = dr’(x). (SI 

Supposons qu’il existe h E R et C une composante connexe du niveau d’énergie H-‘({h}) 
telle que C soit une (hyper-)eUipse de RzN; i.e. C = {z E R2N 1 (l/Z)Az 9 z = 1) où 
A E L(R 2N, R2N) est symétrique définie positive; supposons encore que pour tout x f C 
H’(z) # 0. 

Alors sur C toutes les orbites de (S) sont des tores invariants ou des orbites périodi- 
ques. De plus, la dimension la plus grande des tores invariants de (S) sur C est m égal au 

maximum des termes Z-linéairement indépendants parmi 
h- 

-!S- Il < Ic < N où les 
aN+k - - > 

aV, 1 < v < 2N, - - sont les valeurs propres de A; et en outre sur I3, (S) possède des tores 
invariants de toutes les dimensions s comprise entre I (orbites périodiques) et m. 

DÉMONSTRATION: À partir de l’opérateur linéaire A nous définissons la fonction quadra- 
tique K(z) = (1/2)A z l z à laquelle nous asssocions le système hamiltonien linéaire 

/ $ = aAx w 
puisque K’( 2) = Ax. Nous avons C = K-‘((1)) et comme A est défini positif pour tout 
z E C, on a z # 0 donc K’(z) # 0. 
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Les hypothèses du théorème 1 sont vérifiées donc il suffit d’établir les conclusions du 
présent énoncé pour (,C). 

Comme A est défini positif, (C) se ramène à un système de N oscillateurs harmoniques 

scalaires ‘ik + okqk = 0, k = 1, . . ., N où z =.(ql,qz,.. . 
dNd%P2v l a YPn Y Pk )  

= iik 

(cfi P, P* 4911, [4, Pm 1081). Ainsi, la solution générale de (L) est, cf[4, p. 1101, [5, p= 1741, 

x(t) = (q(t), P(O) !?(t> f RN, p(t) = Q(t) f RN avec 

q(t) = Re ($ckeiwktt) 

Où ck f c, & f RN. 
On voit que toutes les solutions de (C) sont quasi-périodiques, en particulier sur C, 

ainsi sur C il n’y a que de tores invariants. Soit w = {wk 1 1 5 k 5 N), on voit que le 
module des fréquences d’une solution de (C) est inclus dans le Z-module engendré par 0. 
Si nous prenons s éléments Z-linéairement indépendants dans w, wiI, . . . , wi,, comme C 
coupe tous les sous-espaces vectoriels de R2N on peut choisir des valeurs initiales dans C 
pour construire une solution de (L) sur C dont le module des fréquences est exactement 
engendré par {wiI,. . . , wi, }. En notant m le nombre maximal d’éléments de w Z-linéai- - 
rement indépendants, on a donc des tores de toutes les dimensions s comprises entre 1 
et m. 

Enfin comme A est symétrique définie positive on peut trouver une base de R2N dans 
laquelle A est représentée par une matrice diagonale dont la diagonale principale est con- 
stituée par les aV (v = 1, . . . , 2N), les valeurs propres de A. Si l’on note Al ( resp. AZ) 
la matrice diagonale N x N dont la diagonale principale est constituée par al, . . . , UN 
( r -p*  UN+I, l l .y  U~N) alors les k réels X qui vérifient det(A2 - XAI) = 0 sont exactement 

ak -, k = 1, . . . , N et comme, cf. [4, p. 1081, 0 = on a bien la 
aN+k 

caractérisation annoncée de m. Cl 

3. Calcul des variations en moyenne. Nous noterons Cc(R,Rd) = {z E Cn(R,Rd) 1 

VZJ = 1,...,?2, g E C”(R,Rd)}, en la munissant de la norme ]]z II n 

c’est clairement un espace de Banach. Nous considérons aussi les espaces AP”(Rd) = {z Ë 

Cn(R,Rd) ] Vv = l,...,n, g E AP(Rd} et si w = (wl,...,w,) est une liste de nombres 
-- - 

réels Z-linéairement indépendants QPn(w; Rd) = {x E Cn(R, R”) 1 Vv = 1,. . . , rt, 
d”x 
dtE 

QP(w; Rd}. On a QPn(w; Rd) c AP”(Wd) c Cc(R,Rd) et du fait que la limite uniforme 
d’une suite de fonctions presque-périodiques (resp. w-quasi-périodiques) est presque-pério- 
dique (resp. w-quasi-périodique) on déduit aisément que, munis de la norme 11 l I!n, AP”(Rd) 
et QPN(w; Rd) sont des sous-espaces de Banach de Cr(R,Rd). 

Motivons l’introduction de ces sous-espaces; rappelons que la dérivée d’une fonction pres- 
que-périodique de classe C1 n’est pas automatiquement presque-périodique, ce qui nous 
contraint à faire des hypothèses supplémentaires sur ces dérivées si nous voulons qu’elles 
soient presque-périodiques (pour l’hypothèse minimale cJ [12, p. 61) mais lorsque nous 

cherchons des solutions d’une équation différentielle ordinaire ZI = X(x) qui soient pres- 
que-périodiques on remarque que de telles solutions sont nécessairement dans AP1(Rd), 
d’après la proposition 3 de la section 1. 
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PROPOSITION 1. SW f E C1 (Rd, Re) construisons l’opérateur de Niemytski F: AP(Rd) + 
AP(R”), F(y) = f o y. Al ors F est F’réchet C1 sur AP(Rd) et pour y, 6y f AP(Rd) et 
tcR 

(F’(Y)6YW) = f’(Y(t))6yo. 

DÉMONSTRATION: Fixons y f AP(Rd). P OUT Sy # 0 dans AP(Rd) et t E R, comme f  est 
de classe Cl, existe 

Comme cl(val(y)) t es compact dans Rd, puisque y est bornée, et comme Rd est localement 
compact, il existe (I! > 0 t.q. K = (7 E Rd 1 dist(7; cl(val(y)) 5 a} soit compact dans Rd 
(c$ (28, ch. III]) t e puisque f’ f C”(Rd,L(Rd; R”)), f’ es uniformément continue sur K t 
donc 

Ve > 0 36, h,972 E K, 1771 - 7721 < se * llf’(m) - f'(772)ll < &a 

Pour e > 0 arbitrairement fixé, ê= &IISyll,l, posons 82 = 6#yll~, alors pour 0 < 8 < 8, 
on obtient par une formule de la moyenne (c$ [45, p. 1031) pour tout t E R 

I(f(y(t) + eSY( - f(Y(Q) - f’(Y(mw)l 

< WY(t) SUP lV’((1 - /@)Y@) + @(y(t) = OSY - f(Y(t))ll - 
OSBLl 

< IsY(9l SUP IIf’(Y(9 = WY(t)) - f’(y(t))ll - 
O<Kl 

or9 WSy(t)l 5 I@l Isy(t)l 5 I@l ll~Yll00 L & d ont par l’uniforme continuité de f’: 

Ilf’(y(t) + wY(t)ll < Ê= 4l~Ylloo; 

ainsi pour tout t E R 

If(YW + eSY( + /@eSY( - f’(y(t))@Sy(t)l 5 e~Y(t)l&ll~YIl&l 5 @E, 

\ en divisant par 8 et en passant à la borne supérieure sur t E R, il vient 

II iF(Y + 0 SY) - F(Y) - f’(Y(~))~Y(m)lloo s t 

dès que 0 < I@l,&; ce qui prouve que: 

; WY + @SY) - F(Y)) = f’(Y(m))6Y(*) (en norme II ’ Iloo) 

ce qui est la dérivée directionnelle de F en y dans la direction Sy que l’on note DF(y; Sy) = 

f’(YWY(*) ceci pour tous y, 6y E AP(Rd). Évidemment DF(y; a): Sy + DF(y; Sy) est 
linéaire de AP(Rd) dans AP(Re) et en outre, 

IIDF(21; fiY)llw = s”P If’(Y(wY(t)l 5 suP(llf’(Y(t))ll lay(t)l) 2 llf’(Y(*))Il II~Ylloo, 
tER tER 
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ce qui prouve que DF(y; 0) es t un opérateur linéaire continu de AP(Rd) dans AP@“), donc 

(cfi PQ, P* 2551) que en tout y  E AP(W), F est Gâteaux-dérivable et sa Gâteaux-dérivée 
est D~F(y)by = DF(Yi SY) = f’(Y(WY(*)* 

Pour y, y  f  AP(Rd) on a 

tiDGF(Y> - DGF(Y)llL = s”P IIDGF(Y)b - DGF(~)blluo 
IIWI il 

= SUP suPw’(Yw - f’(W>)ll ISY@)I) 
IlW<l ta 

5 IlfGo) - f’W>)ll = IV’ O Y - f’ O Glloo~ 

Par un argument déjà utilisé, il existe CI! > 0 t.q. K = {q E Rd 1 dist( 7; Cl( val(c))) < a} 
soit un voisinage compact de cl( val( y)) d ’ ans R et comme f’ est uniformément continue 
sur K, en notant 6, le module d’uniforme continuité, avec un E > 0 arbitrairement fixé, A 
6 = m.in{cr,&) > 0, pour y  E AP(lV), lly - gloo < 6, on a pour tout t f  R ly(t) - 

&)l < 6, et y(t) f K d Ont Ilf’(Y(Q) - f’w)>ll L & donc IV’ O Y - f O a00 5 &9 
d’où IIDGF(y) - DGF(g)IIL 5 &a Ceci prouve que DGF est continue de AP(Rd) dans 
L(AP(Rd); AP(R”)), al ors c$ [39, p. 2571, F est Fréchet C1 et de plus pour y, 6y E AP(Rd) 

F’(Y)b = DGF(Y)b = f’(Y( ‘>>aY( ‘)a 0 

COROLLAIRE. Surf E @(Rd, Re) construisons l’opérateur de Niemytski Fw : QP(w; Rd) + 
QP(w;FQe), F,(Y) = f 0 Y. Al ors Fw est Fréchet C1 et (F:(y)Sy)(t) = f’(y(t))Sy( t). 

DÉMONSTRATION: On remarque que Fw est simplement la restriction de F. Cl 

Si f  E C1(R2N,RN ), pour z f AP1(RN) on a (2,;) E AP(R2N) et ainsi f  o (2,;) E 
AP(R), cfi section 1, donc l’opérateur 

w = MU(% Q = M{f(z(t)$(t)}t 
a: AP1(RN) -+ R 

est bien défini, nous appelerons alors problème de Calcul des Variation~ en moyenne un 
problème du type: 

Trouver les extrémales de @ sur une partie de AP1 (RN). 

Notamment, nous pouvons considérer la restriction aw de @ à QP’(w; RN) et chercher les 
extrémales de 9,. 

PROPOSITION 2. Si f  f  C1(R 2N,R) alors @ est Fréchet C1 sur API et pour x, 
Sa: E AP1(RN), 

Q(x)Sx = M { $.,z)sz + $(x,$x} . 

DÉMONSTRATION: @ = M o F o T où T: API + AP(R2N), F: AP(R2N) + AP(R), 

T(x) = (x,2), F(y) = f  oy, et M es t 1 a moyenne temporelle de AP(R) dans R. L’opérateur 
T est linéaire continu d’après le choix des normes donc Fréchet C1 et T’(x)Sz = T(Sx) = 

(Sx, I,), l’opérateur de Niemytski F est Fréchet C1 par la proposition précédente et F’(y) = 
f’(y(+)Sy(a), enfin M est 1’ méaire continue donc Fréchet C1 et M’{u)Gu = M{~U). Alors 
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@ est Fréchet C1 comme composée de trois applications Fréchet C1 et par la formule de 
dérivation en chaîne: 

W(x)Sx = M’{F 0 T(x)}F’(T( x))T’(x)Ga 

= M{F’(T(x))T’(x)Sx} = M(F’(x,Q(ax, ix) 
= M{f’(x,;)(6x,ix)} = M { g(x,a)6x + ~(x,:)s,} . Cl 

PROPOSITION 3. Soit f  f  C2(R2N,R) et a(x) = M{f(x,Bx)}. @: AP2(RN) + R et 
la restriction a, : QP2(w; RN) + R sont Fréchet C1 et les deux assertions suivantes sont 
équivalentes pour x E AP2 (R N, (resp. QP2(w; RN)): 

(i) Q’(x) = 0 (resp. *L(x) = 0). 

( > ii x est solution sur R tout entier, presque-périodique (resp. o-quasi-périodique) de 
l’équation différentielle 

DÉMONSTRATION: Tout d’abord, 9, considéré comme application de QPl(w, RN) est de 
classe Cl presque restriction d’une application qui est de classe C1 d’après la proposition 2. 
Les injections canoniques de AP2(RN) d ans API et de QP2(w; RN) dans QP’(w; RN) 
sont linéaires continues puisque 11 . 112 2 II l 111, d ont de classe C1 et coïncident avec leur 
dérivée, ainsi a: AP2(RN) + R et 9,: QP2(w; RN) + R sont Fréchet C1 et avec la 
formule de dérivation en chaîne leur dérivée est donnée par l’expression qui figure dans 
la proposition 2. Ainsi, en fixant x E AP2(RN) (resp. QP2(u;RN)) si W(x) = 0 (resp. 

@L(x) = 0) alors pour tout 6x E AP2(RN) (resp. QP2(w;RN)) on a @(x)6x = 0 (resp. 

9:(2)6x = 0), i.e. M { g(x,+x + $(x,$x} = 0. 

Posons momentanément 24(t) = ainsi, cf section 1, u f  AP(RN) (resp. 

QP(w; RN)) et 

ii(t) = - d (-(,(t), g(t))) = %(x(t), qt))qt) + S(x(t),qt))qt) 
dt a; X 

et comme f” est continue et x, 2, F f  AP(RN) (resp. QP2(u;RN)) donc u E AP1(RN) 
(resp. QP’(w; RN)). , pour tout T > 0 une intégration par parties donne 

J 
T 

u( t);x( t) dt 
-T 

= u(t)6Z(tfT - JT u(t)Jx(t)dt 
-T 

comme u, Sx E AP(RN) (resp. QP(u; RN)) 11 e es sont bornées donc u( t)Sx(t) lzT est bornée 

uniformément par rapport à T ainsi 1/2T u(t)Sl(t)iTT + 0 (T + oo), ce qui implique: 

1+6x) = ;irn= & J T 

--b 
u( t)6x(t) dt = - Thmm & J 

T 

u(t)Sa(t) dt = -M{G 6x}. 
-T * -T 
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Nous avons donc pour tout 62 of AP2(RN) (resp. QP2(~;F?N)): 

alors pour tout A f R (resp. X = C:=I kyoy, k, f Z) en prenant Sz(t) = COS At, puis 
6x(t) = sin At, en multipliant le deuxième terme par 4 on obtient: 

= 0 alors le théorème d’unicité de la série de Fourier- 

conclure que pour tout t E R: 

Le. 

Ceci démontre l’implication (i) :+ (ii). Pour justifier l’implication réciproque il suffit de 
faire en sens inverse les calculs qui précèdent. Cl 

L’équation de l’assertion (ii) est l’équation d’Euler-Lagrange habituelle du Calcul des 
Variations (c$ [26], [41], [2]). N ous avons donc, au moins en ce qui concerne la condition 
du le' ordre, une généralisation convenable du Calcul des Variations. Notons que si nous 
restreignons @ à l’espace des fonctions C1 qui sont T-périodiques nous obtenons alors 

qui est bien la fonctionnelle usuelle à la constante multiplicative l/T près. 

4. Principes de moindre action en moyenne. Commençons par établir le Principe de 
Maupertuis en moyenne. 

THÉORÈME 2. SoitH E C2(R 2N; FI); le système hamiltonien associé est 

2 = OH’(X). 

Considérons la fonctionnelle 

J: AP1(R2N) --+ R 

J(x) = M +;a x + H(x) 

alors 

(i) J est Fréchet C1 sus AP(F?2N). 
(ii) Pour x f AP1(R2N), J’(x) = 0 ssi x est solution de (S). 

(SI 
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DÉMONSTRATION: 
1 

Si IIOUS définissons f : R2N xR2N + R par f(a, W) = zb~.z+H( Z) alors 

f E C2(R2N x R2N, R) et J(z) = M(f(z,g)}, donc d’après la section 3 J: AP1(R2N) + R 
est une application bien définie qui est Fréchet Cl, ce qui justifie (i). Compte tenu de la 
forme particulière de f nous allons établir l’équation d’Euler-Lagrange associée à .7 qui 
sera exactement (S), dans AIP(R~~) sans passer par AP2(R2N). En effet, par la section 3, 
pour z et 62 f AP1(R2N) on a 

J’(x)Gz = A4 

{  

+7x. 6x + ; , a ,  l 2 + H’(x)6x 

> 

,  

or A&{& .z} = M{a2 l Sz} donc .7’(z)& = M{(g; + H’(z))&). Si J’(z) = 0, on 
a pour tout 6% f AP1(R2N), J’(z)Sz = 0, alors qui à prendre des 62(t) ayant toutes 
ses composantes nulles sauf une égale à cas Xt ou sin& on obtient pour tout X f R, 
M{(d(t)+H’(~(t))e-~~~ )t = 0, soit a(bg + H’(z); A) = 0; ce qui implique par le théorème 

d’unicité de Fourier-Bohr que pour tout t E R, A(t) = H’(z(t)) = 0 i.e. g(t) = aH’(z(t)), 
ainsi 2 est solution de (S). On termine la preuve de (ii) comme celle de la proposition 3 
de la section 3. Cl 

COROLLAIRE. Sous les hypothèses du théorème 2 pour w = (Ut,. . . , od) une liste de s 
nombres réels Z-linéairement indépendants on définit Jw : QP(u;R~~) + R par J,(x) = 

M{(1/2)cG" 2 +H(x)),alors 
(i) Jw est F’réchet C1 sur QP’(w;R~~) 

(ii) Pourx E QP’(w;R~~) J:(2) = 0 ssi x est solution de (S). 

DÉMONSTRATION: Jw est la restriction à QPl(w; R2N) de J, ainsi (i) découle directement 

de la première assertion du théorème 2. Pour (ii) si J;(x) = 0 on a M{(~~+H(x))62) = 0 

pour tout 62 E QP’(o; R2N) donc a(& + H(Z);~) = 0 pour tout A dans le Z-module 
engendré par w, et par le corollaire de la proposition 3 de la section 1 on sait que 

a; + H(x) E QP(w; R2N) d ont par le théorème d’unicité, a: + H(x) = 0, i.e. g = aH’(x). 
Réciproquement on utilise la densité dans QPl(w; R2N) des combinaisons vectorielles 
réelles de t + eiXt, avec X dans le Z-module engendré par o. Cl 

En fixant T > 0 et en prenant s = 1, w = 27r/T, l’espace QPl(w; R2N) est exactement 
l’espace des fonctions C1 T-périodiques de R dans R2N, et sur cet espace: 

JC > 
1 x =- 
T 

JT ($+)x(l) + H(i(t))) dt 
0 

c’est-à-dire, au coefficient l/T près, que nous obtenons le Principe de Maupertuis classique 
du cas périodique (c$ [44, p. 2071, [Q, p. 281). P ar analogie avec la terminologie mécanique 
classique, nous pouvons appeler J(x) l’action moyenne et M{(1/2)cG 2) l’action réduite 
moyenne. 

PROPOSITION 1. SOUS les hypothèses du théorème 2: 

(1) Pour x C AP1(R2N), si J’(x) = 0 alors il existe w = (01,. . . ,o,) avec 1 < s < 2N 
t.q. x E QP’(w;R~~); en particulier cl( Val( x)) est un s-tore invariant de FS) .- 

(2) Pour x f QP’(w;R~~), J:(x) = 0 ssi J’(x) = 0. 
(3) Si x est une solution périodique de (S) alors J’(x) = 0. 
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DÉMONSTRATION: (1) est une conséquence directe du théorème 2 et de la proposition 6 
de la section 1. Pour (2), J’(z) = 0 entraîne .7;(z) = 0 par restriction; réciproquement, 
J:(z) = 0 implique par le corollaire qui précède, que z est une solution o-quasi-périodique 
de (S) donc une solution presque périodique de (S) donc .7’(z) = 0 par le théorème 2. 
Enfin (3) découle de (2) et des remarques qui précèdent. Cl 

Pour la recherche des solutions périodiques dans les systèmes hamiltoniens a été créée 
une méthode variationnelle différente du Principe de Maupertuis, le Principe de Moindre 
Action Duale de F.H. Clarke et 1. Ekeland (qui fut aussi introduit dans un autre contexte 
par J.P. Aubin et 1. Ekeland [SI). L es articles originaux sont [20], [21], [23], [24], [31], 
WI, WI, P our des exposés plus didactiques citons [QI, [22], [27], [48]. Avec ce principe, 
Ekeland et Lasry ont donné le premier théorème global sur le nombre d’orbites périodiques 
à niveau d’énergie fixé (c$ [35]). E n u 1 t’li sant la théorie moderne des Points Critiques sur 
ce principe Willem a obtenu de nouveaux théorèmes (c$ [49],[50]). Gaussens a utilisé 
ce principe, sous forme discrétisée, pour la construction numérique d’orbites périodiques 
(cf. [40]). Une esquisse de l’étude des liaisons entre ce nouveau principe et les méthodes 
perturbatives figure dans [l3] et dans [34]. S’g 1 na ons 1 encore que ce principe a été adapté 
pour des Équations des Ondes par Brézis-Coron-Nirenberg [17]. Voir [36] pour une version 
abstraite. 

Nous allons maintenant établir ce principe de Moindre Action Duale pour les solutions 
presque-périodiques. 

Considérons H E C2(R 2N* R sur laquelle nous construisons le système , ) 

2: = OH’(X) (SI 

par l’opération fondamentale de la théorie de la dualité convexe (cfi [54, ch. 121, [37, p. lS]), 
en assimilant (RzN)* à R2N, nous associons à H une fonction convexe H* : R2N + RU { oo}, 

H*(z) = sup{zaw-H(z) ] z f R2N} q ui est appelée la conjuguée (ou la polaire, ou la duale 
au sens de Moreau, ou adjointe, ou transformée de Young-Fenchel) de H. Lorsque H* est 
dérivable, H* coïncide avec la notion plus ancienne de transformée de Legendre de H et 
dans ce cas on a w = H*‘(z) <* z = H’(w), i.e. H*’ = (H’)% La transformation de 
Legendre est l’opération qui dans le Calcul des Variations permet de traduire les équations 
d’Euler-Lagrange en leur forme canonique, i.e. en système hamiltonien (c$ [dl, p. 711, [4, 
p. 671, cette opération peut aussi être interprétée en termes de dualité de la géométrie 
projective (cf [6, p. 331). 

Par souci de simplicité nous nous placerons dans le cas où H* E C1(R2N; R) ce qui 
se traduit sur H (cfi [54, ch. 261) en la condition nécessaire et suffisante suivante H 
est convexe et IH’(xi)l + oo (i --) 00) pour toute suite vérifiant ]Xi] + oo (i + 00). 
Comme nous avons supposé H E C2(R 2N* R ) 
H.*E@(R ) 

une condition un peu plus forte assurant que 
2N.R est la condition d’ellipiicité uniforme: il existe c > 0 t.q. pour tous z, 

Sz E R2N H”(&~Z) 2 clSz12. S ur cette question, voir aussi [59, p. 18-231. 

THÉORÈME 3. Soit H E C2(R2N; R) pour laquelle il existe c > 0 t.q. pour tous z, Sz f R2N, 
H”(z)@&) > CI&~~. Pour y f AP1(R2N) posons 

I ( y )  = M  $i l y + H*(i) 9 

alors 

(i) 1: AP1(R2N + R est une fonctionelle de classe Fréchet Cl. 
(ii) I’(y) = 0 ssi il existe r) E R2N t.q. x = ~(y + q) soit solution presque-périodique 

du système (S). 
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DÉMONSTRATION: Soit ~(w,z) = 
1 
26. z + H(w) alors on a f E C1(R4N;R) et par la 

proposition 2 de la section 3 puisque I(y) = M{f(y, y)}, I est de classe Fréchet C1 sur 
AP(R2N), ce qui justifie (i); en outre pour y, Sy E AP1(R2N), 

.  

Si I’(y) = 0 alors pour tout Sy E AP1 (R2N) on a M{(-ay l :y + H*‘(i) l ;y} = 0, alors 
quitte à prendre Sy(t) ayant toutes ses composantes nulles sauf une égale à COS(-M) ou 
sin( -M) puis à additionner on arrive à pour tout X E R 

M { (-oy + a.‘(Y(t)))$ (ë”‘)} = 0, 
t 

i.e. 4X l a(-ay + H*‘(i); X) = 0, donc pour tout X E R \ {0), a(-ay + H*‘(i); X) = 0. 
Posons 771 = a(-ay + H*$$;O) = M{-ay + H*‘(Y)}’ E R2N, alors pour tout X E R 

a( -ay - VI+ H*‘(Y); A) = 0, or -ay - r)l + H*‘(Y) E AP(R2N) donc le théorème d’unicité 

(cf. [14]) -ay - ql + H*‘(i) - 0, i.e. H*‘(Y) = ay + ql; posons r) = -a~1 et z = ~(y + 77) 
alors il vient i = -cg et H*‘(G) = x ce qui équivaut à -a: = H’(x), soit -a: = H(x). 
Ainsi x f AP1(R2N) et résout (S). 

Réciproquement, Si x résout (S) et est de la forme x = a(y+q) avec y E AP1 (R2N) alors 
+;= cH’(a(y + q)) i.e. y  = H’(a(y + 7)) i.e. H*‘(i) = ~‘y+ aq donc -ay+ H*‘(i) = 
a~ = constante vectorielle; ainsi pour tout Sy E AP1(R2N) 

I’(y)6y = M{(-ay + H*‘(i)) l g,} = M(ur) l :y} 

- - M = M{O l ay} = 0 

d’où I’(y) = 0. q 

COROLLAIRE. Sous les hypothèses du théorème 3, si w = (01,. . . , oI) est une liste de s 
nombres Z-linéairement indépendants, pour y E QP’(w; R2N), I,(y) = I(y) alors 

(i) I: QP’(w; R2N) + R est de classe Fréchet C? 
(ii) IL(y) = 0 ssi il existe 7 f R2N t.q. x = a(y + 7) soit solution presque-périodique 

du système (S). 

DÉMONSTRATION: Puisque Iw est la restriction de 1, l’assertion (i) découle directement 

du théorème 3. Quant à (ii), si I”(x) = 0, d’où M{(-ay + H*‘(&iy} dès que Sy E 
QPl(w, R2N), ce qui entraîne en raisonnant comme dans la preuve du théorème 3 que 
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pour tout X # 0 dans le Z-module engendré par w a(-ay + H*‘(y); X) = 0 or si X c Fp n’est 

pas dans ce Z-module, comme -ay+ H*‘(y) E QPl(w, R2N), le coefficient de Fourier-Bohr 

correspondant est nul, donc pour tout A E R \ (0) a(-ay + H*‘(y); A) = 0; et l’on conclut à 
l’existence d’un ‘1;1 E R2N t.q. z = c( y  + 7) soit solution, nécessairement w-quasi-périodique, 
de (S). Réciproquement on procède comme dans la preuve du théorème 3. 0 

Comme pour le Principe de Maupertuis, pour T > 0, s = 1, w = 27r/T on a IW(y) = 

WT) J~w/z)4~t)Y(l) + H*m)) 4 ce qui est, au scalaire l/T près, la fonctionnelle de 
Clarke-Ekeland du Principe de Moindre Action Duale utilisée pour la recherche d’orbites 
périodiques de (S). 

PROPOSITION 2. SOUS les hypothèses du théorème 3 

(1) Pour tout y  f  AP1(R2N) et tout q E W2N I’(y + 7) = I’(y). En particulier 
I’(y) = 0 * I’(y + 77) = 0. 

(2) Pour y  E AP1(R2N), si I’(y) = 0 alors il existe o = (WI,. . . , os) pour laquelle 
y  f  QP’(w;R~~) et IL(y) = 0, donc il existe q f  F12N t.q. cl(val(a(y+ TJ))) soit un 
s-tore invariant de (S). 

(3) Pour y  E QP’(w;R~~) I,(y) = 0 ssi I’(y) = 0. 
(4) Si x est une solution périodique de (S) alors I’(-ax) = 0. 

DÉMONSTRATION: (1) 

I’(y + 7) l Sy = M -~(y + q) + If*’ 

= M (-c + H*‘(i)) l ;y  

}  -M(adY} 

= I’(y)Sy + M { -&PY} = I’(Y)6Y+og 

(2) Si I’(y) = 0 1 a ors il existe, d’après le théorème 3, un r) E F?2N t.q. x = a(y + 7) 
soit solution presque-périodique de (S), donc, par la proposition 6 de la section 1, 
ilexistew = (of,... ,w,) pour laquelle x f  QP’(w; F32N), ainsi y  E QP’(w; W2N) et 
par l’assertion (ii) du corollaire précédent IL( y) = 0. En outre x étant une solution 
w-quasi-périodique de (S), cl(val(x)) est un s-tore invariant de (S). 

(3) Fixons y  f  QP’(w;R~~), p U~S l q 

I:(Y) = 

ue IW est une restriction de 1, I’(y) = 0 implique 
0; et réciproquement, si IL( y) = 0 alors, par le corollaire ci-dessus, pour 

un certain r) E R2N, a( y  + 7) résout (S) et est presque-périodique, donc I’(y) = 0 
d’après le théorème 3. 

(4) Si x est solution périodique de (S) 1 a ors x est solution presque-périodique de (S) 
donc par le théorème 3 il existe r) E R2N, x = a( y  + v), on a I’(y) = 0 donc par 
l’assertion (l), 1(-Cx) = 0. Cl 

L’assertion (1) d e cette dernière proposition nous indique que pour la fonctionelle I nous 
pourrions quotienter AP1(R2N) par les constantes de RâN, ce qui est possible compte tenu 
de la décomposition en sous-espaces vectoriels fermés topologiquement supplémentaires 
AP(Rd) = kerM $ W, la.décomposition d’un élément étant x = (x - M(z)) + M(x). 
Ainsi on pourrait restreindre I à AP’(R2N) n ker M, l’espace des éléments de AP1(R2N) 
qui sont de moyenne temporelle nulle, précisement: 
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PROPOSITION 3. Sous les hypothèses du théorème 3, en notant p (resp. $1 la restriction 
de I à AP1(R2N n kerM (resp. I. à &P(U; R2N) n kerM) on a pour y f AP1(R2N n kerM 
(resp. y E QP(u;R~~) n kerM) (p)‘(y) = 0 (resp. (I:)‘(y) = 0) ssi I’(y) = 0 (resp. 

I:(Y) = 0). 

DÉMONSTRATION: Comme p est la restriction de I à un sous-espace vectoriel fermé de 
1, elle est aussi régulière que I et pour tout h E AP1(R2N) n kerM P’(y). h = I’(y). h = 

M{-ay + H*‘(i) l i}. Ainsi I’(y) = 0 implique I”(y) l h = 0 pour tout h E AP1(R2N) n 
kerM or si Sy E AP1(R2N) alors Sy = h + k où h E kerM et k est une constante donc 

i = 0, et I’(y)Sy = I’(y)h + I’(y)- = I’(y)k = M{-cry + H*‘(Y)L} = 0. Les autres cas 
s’obtiennent mutatis mutandis. Cl 

PROPOSITION 4. Sous les hypothèses du théorème 2; si E = AP1(R2N) (resp. QPl(w; R2N)) 
et @: E + R est fD = J (resp. J,), pour z E E on a pour tout x f G(z) 

0 a(z) = a(x); 
l 0 W(x) = 0 implique W(z) = 0. 

DÉMONSTRATION: Nous effectuons la preuve du cas @ = J, pour Q = JW le raisonnement 

étant mutatis mutandis, le même. Pour tout T E R, (1/2)&x~7,2+H(~,.x) = 7,((1/2)& 
x + H(x)) et comme la moyenne temporelle est invariante par translations (cfi [14]) on a 
J(qx) = J(x); si z E Q(x) 1 a ors il existe une suite réelle (V&>I telle que 11% - TTqxli + 0 
(q + oo), et comme J est continue J(z) = lirng+- J(7pFqx) 5 J(x). Si J(x) = 0 alors, 
d’après le théorème 2, x est une solution du système (S) qui est autonome donc pour 
tout T E R rTx est encore solution de (S) donc J’(T,.x) = 0, pour z E G(x) comme J’ est 
continue J’(z) = lice+,- J’(T~*x) = J’(x) = 0. 0 

PROPOSITION 5. Sous les hypothèses du théorème 3, si E = AP1(R2N) (resp. QPl(w; R2N), 
resp. AP1(R2N) n kerM, resp. QP’(u;R~~) n kerM) et !If = I (resp. Iw, resp. p, resp. 
ru), pour y  E E et w E G(y) 

. Ww) = *(Y); 
00 W(y) = 0 implique W(w) = 0. 

DÉMONSTRATION: Nous effectuons la preuve du cas E = AP1(R2N), \5i = J, les raison- 
nements étant les mêmes mutatb mutandis dans les autres cas. Pour tout T f  R 1/2arTy* 

WY + H*(TrY) = 7,(1/2~Y *Y + H*(y)), en appliquant M à ces deux membres, la moyenne 
temporelle étant invariante par translation, on obtient I(t, y) = I(y). Si w E G(y) 
il existe une suite réelle (y&>~ telle que 11~1 - ~~~y11 + 0 (q + 00) et par la con- 
tinuité de I I(w) = lirng+- I(qq y) = I(y). Au passage en considérant l’opérateur 

r E C(AP1(R2N,AP1(R2N) nous avons vu que 107, = 1, donc pour tout Sy E AP1(R2N) 
0: a (1 0 rp)‘(y)6y = I'(Y)SY, P ar ailleurs la formule de dérivation en chaîne donne 
(1 o r,.)‘(y)Sy = I’(~~y)r~y car ~:(y) = rr par linéarité, donc on a I’(T,.Y)T,.~Y = I’(y)Sy; 
donc pour tout h E AP1(R2N) il vient I’(q.y)h = I’(y)rmTh. Lorsque I’(y) = 0 on 
en déduit automatiquement que I’(q.y) = 0 et pour w E G(x) par continuité de I’ 
I’(w) = lin+oo I’(rTq y) = 0. Cl 

L’invariance décrite dans ces derniers énoncés peut se traduire en terme d’action de 
groupe. Si E désigne l’un des espaces fonctionnels de ces propositions l’application de R x E 
dans E (T,x) + ~,a:, satisfait les deux axiomes (c$ [29, pg 461) 70~ = x et TrTaX = ~-+8x, 

donc est une opération à gauche de R sur E qui est de plus continue, i.e. (R, +) opère 
continûment dans E. Le stabilisateur de x E E est réduit à 0 sauf si x est périodique 
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auquel cas la stabilisateur est exactement l’ensemble des périodes de z. Le groupe F? 
opère fidèlement sur E puisqu’il existe dans E des fonctions non-périodiques donc des 
stabilisateurs nuls mais il n’opère pas librement car il existe des fonctions périodiques dans 
E, et bien sûr il n’opère pas transitivement. Ainsi les propositions 4 et 5 indiquent que 
l’on peut considérer les fonctionnelles @ et !l! comme applications sur l’espaces d’orbites 
E/F?, mais cet espace n’est pas séparé puisque les classes d’équivalence, i.e. les orbites pour 
l’opération considérée, sont du type Trans(z), ensemble en général non-fermé. 

5. Lien avec la méthode de Percival. Percival a formulé un principe variationnel pour 
trouver des tores invariants (c$ [5l], [46]). N ous reformulons et justifions sa méthode; 
il appelle toroz’de de dimension N dans R2N l’image du N-tore TN par une applica- 
tion u f  C”(T N+?2N), on peut de façon équivalente considérer u comme un élément , 
de Ck(RN,R2N) qui est %-périodique en chaque variable. Pour un hamiltonien H E 

C”(R 2N* fQ , il cherche des tores (toroïdes) invariants pour le système hamiltonien 1 > 

% = OH’(Z). (s) 

Pour ceci, il considère les fonctionnelles I,,: Ck(TN; R2N + R (v = 1, . . . , N), Iv(u) = 
1 

2 JTN %v 
au(,) l u(e) de où l’intégrale est l’intégrale de Haar normalisée sur TN; Iv(u) 

est appelée valeur moyenne de la ve action intégrale sur le toroïde U(T~); l’énergie 
moyenne sur le même toroïde est E(u) = &?N H(u(B)) dB, ce qui donne une fonctionnelle 
E: Ck(TN;R2N) + R. Pour w = (WI,. . . , 0~) E RN il formule alors une fonctionnelle 
bâtie à l’aide des précédentes; C,: Ck(TN, R2N) + R 

N 

C,(u) = E(u) - &I,,(u) = E(u) - w l f(u) 
v=l 

+ 
en posant I(u) = (Il(u), 

l l l J?&(u)). 

Nous pouvons voir ceci comme un lagrangien, au sens de la Théorie de l’optimisation, 
où le w, seraient des multiplicateurs de Lagrange. Rechercher les extrémales de C, est un 
problème de Calcul des Variations avec intégrale multiple. 

LEMME. Si m > 1, k > 1, alors E et Ïsont de classe Fréchet C1 sur C(TN; R2N) et pour 
tout v  = 1, . . . , -N, ettous u, Su E Ck(TN;W2N) on a 

E’(u)& = J P(u(B)). su(e) de 
TN 

I:(zc)Su = - 
J TN 

*&(e) . su(e) de. 
v 

DÉMONSTRATION: Décomposons la fonctionnelle I,, en trois application 

dU 
U-+ -. u --) Iv(u) 

de V 

Ck(TN; R2N) + C”(TN; R2N) + C”(TN; R) + w 

La première application est linéaire continue, compte tenu de l’écriture des normes, donc 
Fréchet Cl, la dernière application est l’intégrale de Haar normalisée donc linéaire continue 
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donc Fréchet Cl; enfin celle du milieu est, en notant [q; (1 = 
W2N l’opérateur bilinéaire B(f, g)(e) = [f( 0); g(e>] 

UT~[ le crochet symplectique de 

par Cauchy-Schvvarz, donc Fréchet Cl. 
q ui est clairement bilinéaire continu, 

Ainsi par composition IV est Fréchet C1 et la 
formule de dérivation en chaîne nous donne 

I;(u)& = t J ( OU 86 

2 TN 
bBB.6UfUgg-~U de 

u Y > 

en utilisant le fait que u est %-périodique en chaque variable, une intégration par parties 
nous donne 

J TN 

dU 
ce qui implique IL(u) = QdB l Sud& 

Soit F: Ck(TN;R2N) + c”(TN;R), F(u) 
sur H; comme TN 

= H o u, c’est l’opérateur de Nemytski bâti 
est compact, la démonstration donnée dans [2, p. 1681, se transpose 

complètement ici et nous permet de dire que F est Fréchet C1 avec (F’(u) du)(O) = 
qu(8)yiu(e). L f t* a ont lonelle d’énergie se décompose en E = p o F où p est l’intégrale de 
Haar normalisée sur TN qui est linéaire continue donc Fréchet C1 et ainsi E est Fréchet 
C1 et par la formule de dérivation en chaîne 

E1(u)Su = P’(f(U)>F’(U)~U = q(e))h(e) de. 0 

THÉORÈME (PRINCIPE VARIATIONNEL DE PERCIVAL). Soient H E C1(R2N;R),~ E RN 
et k > 1, alors C, Ck(TN;R2N) + R est Fréc 
équi&tes pour u E Ck(TN, R2N) 

het C1 et les deux assertions suivantes sont 

0 i 2(u) = 0; 

(ii) VO E TN d(O) .W = aH’(u(8)). 

N A 

NOTE: u’(0) . w = c g(O) . wy. 

u=l U 

DÉMONSTRATION: Compte tenu du lemme C, est Fréchet C1 comme combinaison linéaire 
de Fréchet C1 et en fiant u f Ck(TN; R2N) pour tout SuC(TN; R2N) 

L I w = E’(u)& - gwuI;(u)6u = JTN (HpL)lh + gwuu-$ l h) de 
= u=l U 

J ( 
N - - h’(u(8)) 

TN 
+ c wuc7$p 

) 
. 6u(e)de. 

u=l Y 

Si u satisfait (ii) alors H’(O) = -m’(e) 00 donc H’(u) + xfu=, wug = 0, donc pour tout 

su L#.4 = 0, ainsi L:(u) = 0, et u satisfait (i). Réciproquement, supposons (i) vérifiée 

par u alors L:(u)& = 0. On a H’(u) + Cf!.zl wyo WV r E C”(TN;R2N), pour CV. = 1, 

. . . ,2N notons fa la CY’ composante de cette fonction veLorielle, ainsi, fa E C”(TN; R) c 
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L2(TN; R) et par hypothèse quitte à prendre des 6u ayant 2N - 1 composantes nulles, on a 
pour tout < f  @(TN; R) JTN j&?)c(6) de = 0; et pour (1, (2 f  @(TN; R), par la formule 
usuelle de passage aux fonctions complexes 

J fa(q(t(e)+ iC2(@)p9 = J fa(qt(qdQ + i 
TN TN J fc@)c2(q de 

TN 

on a pour tout h E Ck(TN;ê) &N fa(0)h(O)dO = 0, ainsi pour tout p E ZN le coef- 
ficient de Fourier a*&) = &N f4(@)e-‘p*’ de = 0, alors par la formule de Parseval 
pour séries de Fourier multiples (c$ [57, p. 2481) JTN Ifz(6)12d6 = zpEZN lap( = 

0, donc f41 est Haar-presque partout nulle sur TN donc par continuité Fcy = 0; ainsi 

H’(U) + xf!, wug = 0, d’où (ii). El 
u 

PROPOSITION. Soit H f @(FI 2N; FI), le système hamiltonien associé est 

2 = CH’(~); (SI 

soit Ic > N/2 un entier. Soient w = (WI,. . . , WN) des nombres Z-linéairement indépendants, 
et u E Ck(T N; R2N) un poin t critique de la fonctionnelle C, de Percival alors x(t) = u(tw), 
pour t f  FI, est solution w-quasi-périodioque de (S) sur R tout entier. 

DÉMONSTRATION: Il est clair que z E C1(R, FI”“) et pour tout t f  R g(t) = xf!=, w l 

Y 

wu 
= cH’(u(tw) = bH’(x(t)); d ont z est solution de (S) sur R tout entier. Nous avons 

u(e) c pEZN aPe ‘Poe et compte tenu de l’hypothèse sur k, on sait que (lapi)pczN est 
une f:mille sommable (cfi f57, p. 249]), d ont la série de Fourier multiple de u converge 
uniformément u(0) = xpEZN apeaipoe donc 2 = CpEZN apeiPowt et comme la convergence 
est uniforme, c’est la série de Fourier-Bohr de z (cf. [M]) qui est donc w-quasi-périodi- 
que. Cl 
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