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UNE APPROCHE VARIATIONNELLE DES ORBITES
QUASI-PERIODIQUES DES SYSTEMES HAMILTONIENS

JoEL BLOT

RESUME. Apresla redémonstration de résultats sur les tores (topologiques) invariants et les
orbites quasi-périodiques d’une maniére fonctionnelle nouvelle, nous énongons des rudiments
de Calcul des Variations en Moyenne afin de caractériser les orbites quasi-périodiques des
systémes hamiltoniens comme points critiques de fonctionnelles définies sur des espaces de
Banach. Enfin, nous démontrons le Principe de Percival et examinons trés briévement les
liens avec notre approche variationnelle.

ABSTRACT. After giving new functional analytic proofs of results on (topological) invariant
tori and quasi-periodic orbits, we state some elements of the Calculus of Variations in Mean in
order to characterize the quasi-periodic orbits of the Hamiltonian systems as critical points of
certain functional on Banach spaces. Finally, we prove Percival’s Principle and very quickly
we examine the relations with our variational approach.

1. Tores et fonctions presque-périodiques. Une fonction z: R — C? sera dite pres-
que-périodique si chacune de ses composantes est presque-périodique au sens de Bohr; nous
noterons AP(C?) 'ensemble de ces fonctions. (AP pour “almost periodic”). La théorie
des fonctions scalaires presque-périodiques au sens de Bohr est exposée dans [38], [12],
[14], [10]. Quitte & travailler composante par composante de trés nombreuses propriétés
s’étendent au cas des fonctions presque-périodiques & valeurs vectorielles, en particulier,
toute z € AP(C?) posséde une moyenne temporelle

M {z} = M {=(t)}, = Jim — / 2(t)dt € C¢

Sur le modele de la représentation des fonctions périodiques par les séries de Fourier,
les éléments de AP(C?) sont représentables par des familles sommables d’exponentielles
complexes dotées de coefficients vectoriels, précisement, pour z € AP(C?%) et A € R on
définit le coefficient (vectoriel) de Fourier-Bohr

a(z,\)=M {z(t)e'”“}t ect

et I'on écrit .
z(t) ~ Z a(z, \)ert,
A€ER
En fait F désignant I’ensemble des parties finies de R, F est dirigé par I'inclusion (on
dit encore filtrant croissant) et ainsi (E/\EF a(z, 1)) rex €st une suite généralisée

(traduction du terme anglais “net”, cf. e.g. [43]) de fonctions qui converge toujours en
moyenne quadratique vers z
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8 Approche variationnelle des orbites quasi-périodiques des systémes hamiltoniens

On a en outre 1’égalité de Parseval

M {|z(1)}, = D la(=z, )"

A€ER

o AP(R?) = {z € AP(C?) |Vt €R z(t) € R?} les éléments de AP(R?) sont carac-
térisés parmi ceux de AP(C?) par: VA € R a(z,—)) = a(z, \).
Dorénavant K désignera R ou C.
o Pourz € AP(K?), A(z) = {) € R| a(z, ) # 0}, ’égalité de Parseval qui assure la
sommabilité de la famille (|a(z,A)I2)AeR induit ([19,p. 220]) que A(z) est au plus
dénombrable. Nous introduisons aussi Mod(z) = {d__, k., A, | n €N, A, € A(z)}

v=1
appelé le module des fréquences de z, c’est le Z-module (ou le groupe abélien)
engendré par A(z).

e Suivant Bohl et Eslangon (cf. [38, p. 47]) lorsque Mod(z) est un module libre de
type fini on dit que z est quasi-périodique. Signalons que dans [56] ce terme est
réservé a des fonctions qui vérifient en outre certaines conditions de décroissance
exponentielle des coefficients de Fourier-Bohr; nous n’imposons pas ici de telles

conditions supplémentaires.

Lorsque des nombres réels w;, wy,..., w; sont linéairement indépendants par rapport a
Z, w = (w;,ws,...,w;) on notera QP(w : K%) = {z € AP(K?) | w engendre Mod(z)}.

e CJ(R,K?) désigne I’ensemble des fonctions continues bornées de R dans K¢, et pour
¢ € CY(R,K?) ||¢lleo = sup {|¢(t)| | t € R}. Rappelons que toute fonction presque-
périodique au sens de Bohr est continue (uniformément et bornée (cf. [14, p. 34])
d’ott AP(K?) C C?(R,K?) , et que la limite d’une suite uniformément convergente
de fonctions presque-périodiques au sens de Bohr (cf. [14]) donc AP(K?) est un
sous-espace de Banach de CJ(R,K?) pour la norme ||  ||co-

e A tout z € AP(K?) on peut associer I'ensemble de ses translatés Trans(z) =
{7az | a € R}, 7,2(t) = z(¢ + a), on a Trans(z) C AP(K?) car la presque-périodi-
cité au sens de Bohr est conservé par translation (cf. [14]). Nous noterons G(z) =
cl(Trans(z)) pour la norme || - ||o (cl pour “closure”). Trans(z) est un groupe
abélien pour la loi T,z BB nyz = 7,442, son élément neutre est z et Br,z = 7_,z.

LEMME 1. La loi de groupe de Trans(z) se prolonge par continuité pour faire de G(z) un
groupe abélien métrique compact séparable connexe.

DEMONSTRATION: En considérant les composantes de z = (z;,...,24), d’aprés un théo-
réme de Bochner (cf. [12] ou [10]) z; est presque-périodique au sens de Bohr ssi Trans(z;)
est relativement compact dans CJ(R,K), d’oti la compacité de G(z).

Si (T“q)q>1 et (‘t‘l,q)qu sont deux suites de translatés de Cauchy pour la norme || - ||oo,
des inégalités

”T(aq"’bq)z - T(“p"'bp)x”oo < “Taqz - T"'Px“oo + ”quz - Tbrz“oo

et ”T_Gq:c—‘r._apz”w = ”Taqz——'r,,,z“w on déduit aisément que (Taquﬂnqm)qZI et
(Braqz)pl sont des suites de Cauchy. Ainsi les opérations H et EH sont uniformément

continues sur respectivement Trans(z) x Trans(z) et Trans(z), et donc se prolongent de
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maniére unique en des opérations continues H: G(z) x G(z) — G(z) et B: g(z) — G(z)
faisant de G(z), muni de la topologie de la norme || - ||, un groupe topologique abélien.
De I'uniforme continuité de la fonction = on déduit aisément que 1’application a — T,z
est continue de R dans C?(R, K %), ainsi Trans(z) est connexe et G(X) est connexe comme
fermeture d’un connexe. La séparabilité résulte de la densité de {r.z | » € Q}. O

Nous sommes maintenant en mesure d’utiliser sur G(z) la théorie de la dualité de Pon-
trjagin (cf. [52] ou [16, chap. II]).

LEMME 2. Soit z = (zi,...,24) € AP(K%), g = (91,-..,94) € G(z) et A € A(z). Si
a(zk;A) # 0 et a(z1; ) # 0 alors

a(ge; A) _ alg;A)
a(zp; )  a(z;A)

et ce nombre est de module égal a 1.

DEMONSTRATION: Comme g € §(z), il existe (a4)>1 suite de réels t.q. g = limg_, o 74,2
dans (CI?(R’ Kd)’ - lloo)

la(g; X) — a(7a,z;N)| = |a(g — Ta x5 )| = | M {(9(2) — 7a,2(2))e~} |

T .
/ (g(t) - Ta, :c(t)) e Mgt
-T

1

= _—
T_I.Eo 2T
T

< Jim o [ 100 - 7,2 ()] dt < lo - gz,
o(g;)) = lim a(ra,2; )
donc:

a(gu; ) = lim a (7,243 A) = lim a(zs; A)etes

= a(zii) lim ™ of. [14]

de méme a(gi; A) = a(z1;A) limg_o0 €2%2 d’olt

a(geiA) _ o e, _ g A)

a(zk;A) g ~a(z; )

en outre Ie‘““"l =1 implique |limq_.°° e”‘“"l =1, d’olut le résultat. [J
Pour A € A(z), en prenant unk t.q. a(zx;A) # 0, pour tout g € G(z), en vertu du

M définit bien une fonction xx: G(z) —» U ou U =
a(zk; )
{z€ C||z| =1}. De plus pour p € Mod(z), p = >o_, P et g € G(z), x2(9)
[T)—1 (xx,(g))? définit une fonction x,: G(z) — U.

lemme 2, la formule xi(g) =
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PROPOSITION 1. Le groupe dual de G(z) vérifie
3(2) = {xu | 1 € Mod(2)}

et p+ x, est un isomorphisme de groupes abéliens entre Mod(z) et G(z).

DEMONSTRATION: Fixons tout d’abord A € A(z), et prenons k t.q. a(zx; ) # 0; pour g,
heg(z)ona

la(gr; A) — a(hr; A)| = la(gk — he; A)| < la(g — h3A)| < 19 = Rfloos

en multipliant les deux membres par |a(zx; A)| ™" on obtient [xa(g) — xA(k)| < |a(zk; A)| 7}
llg — R|lco, ce qui montre la continuité de x». En outre par construction de G(z)

9= lm 7.z, h=limmnge gBh= lim 7, 4,2
d’ol
gk = lim 7, x4, hp = lim n, zg, (gEBhR)r= lim Tag+bg Tk
g—o0 g—oo g—o©
alors

a(gk; A) a(he; A) lim a(7a,Zk; A) lim a(my, zi; A)

h) = =
x(9)xa() a(zk; A) a(ze; A)  ga—oo  a(zk;A) a—oo  a(zk;A)
lim eika,, lim e = lim e**%atde
g—o0 g—oo g—o0
lim a(Tag+b,Tk; A) _ a((gBh)k;A)
g—oo  a(zr; ) a(zr; )
= xA(g HA).

Ainsi x), € 5(1:); par construction il s’ensuit que pour tout u € Mod(z): x, € G(z).

Nous allons montrer que ce sont la les seuls éléments de §(z), pour cela nous util-
isons le concept d’orthogonalité associé & la dualité (cf. [30, p. 97]), i.e. si (,-): é(:z:) X
G(z) — U est le crochet de dualité: AL = {x € é(z) IVge A(x,9) = 1} (resp. Bt =

{9 €9(z) | Yx € B(x,9) = 1}) pour A € G(z) (resp. B € §(z)).

o Sige {xa|XeA(z)}" alors pour tout A € A(z) on a (xx,9) = 1, et comme
9 = limg 0 Ta,z on a aussi a(g; \) = limy_o a(7a,2;)) = a(z;A)e**% de 12 on
déduit que A(g) = A(z), et comme on a également a(gi; ) = a(zx;A)e™*% on a
aussi A(gk) = A(zk)-

o Lorsque a(zx; A) = 0 alors a(gi; A) = 0, donc a(gk; A) = a(zk; A), lorsque a(zx; A) #
0 on a a(gk; A) = {xa}a(zs; A) = a(zr; A), ainsi pour tout k a(gr; A) = a(zk; ) et
A(gr) = A(z+x), alors en vertu du théoréme d’unicité du développement de Fourier-
Bohr (¢f. [14]) on a pour tout k g; = x4, donc g = z.

On a prouvé que {xx | X € A(:c)}'L C {z} et puisque z est I’élément neutre de G(z) on
a {xa| X € A(z)}* = {z}. Donc({xa | X € A(z)}*)* =C {2}* = §(=). Enfin, cf. 30,

p. 97], rappelons que l'orthogonal de I’orthogonal d’une partie est exactement égal 4 la



J. Blot 11

fermeture du Z-module (i.e. sous-groupe abélien) engendré par cette partie ici G(x) est
discret car G(z) est compact donc la fermeture d’une partie est égale a cette partie, ainsi
({xx | A € A(z)} 1)L est égal au Z-module engendré par {x» | A € A(z)} qui est exactement
{xu | # € Mod(z)}. Donc:{x, | # € Mod(z)} = G(z), ce qui montre la premiére assertion
de ’énoncé. Quant i la seconde assertion, il est aisément vérifiable que p — x, soit
un homomorphisme de groupes abéliens entre (Mod(z), +) et (é(z), x), il est surjectif
d’apres la premiére assertion et il nous reste & établir son injectivité, i.e. que son noyau est
réduit & 0. Considérons g = > 7_, p,A, € Mod(z) t.q. x, =1, i.e Vg € G(z) xu(9) =1,
a(Trzr; Ay) _

a(zk;Ay) -

en particulier, Vr € R x,(7r2) =1, or x»,(7rz) = e, donc

1= xu(r2) = [[ on () = [T (7)™ =

v=1

ceci pourtout r € R,d'ouVr e Rure27Z = VseRsp€eZ = R-uCZ = p=0.
Ainsi est prouvé linjectivité. O

PROPOSITION 2. Soit F € C%G(z);R) alors 'intégrale (normalisée) de Haar de F sur
G(z) vérifie:

1T

oo F(g)dg = M {F(7,z)}, (— Tan:O é—f[_TF(T,z) dr) .
DEMONSTRATION: Notons ¢(r) = F (7.z), nous commengons par montrer que ¢ € AP(R).
Comme F est continue sur un compact, elle y est uniformément continue, donc Ve > 0
36, > 0 Vg,h € G() ||g — hllo < 6 => |F(g) — F(h)| £ €. Comme les composantes
de z sont presque-périodiques au sens de Bohr, on a pour tout £k = 1, ..., d et tout
€ > 0 I’ensemble E(zx;¢) = {T € R | ||zx — 7rzi| €} est relativement dense (cf. [14]) or
d’apres (38, p. 5] [, <x<q E(zk;€) est relativement dense, donc Vo > 0 3l = cl(z;a) > 0
Vr € R 3T € [r,r + [ t.q. ||z — 77z||, < co. Fixons ¢ > 0, alors il existe ! = I(z;8,) > 0
t.q. VP e RIAT € [r,r + [

|z — rrz||, < 6. => Vs €ER,commeR=R+s: |7,z — m74,2|, = ||z — 71|l < 6
= Vs € R|F(752) — F(rr4,z)| < e ie. Vs € R|¢(3) — ¢(T + )| <,

donc Ve > 03l = l(¢,e)(=1(z;8.)) Vr € RIAT € [r,r + [ t.q. Vs € R|P(s) — H(T + s)| < ¢,
en outre ¢ est continue comme composée de continues donc ¢ € AP(R), donc M {¢}
exixte dans R. Ceci nous permet de définir la fonctionnelle I: C°(G(z);R) — R, I(F) =
M {F(7,z)},. La linéarité et la positivité de la moyenne temporelle M impliquent que I
est linéaire et positive. I(1) = M(1) = 1.

Montrons que I est invariante par translations; soient F € C°(G(z);R) et h € G(z),
la translatée de F sera notée Fi(g9) = F(g B h), b = limy_,o 7,,2. De la continuité de
Papplication g — “ gBh—-gH T,,q:c”oo et du théoréme de maximum de Weierstrass, pour
tout ¢ > 1 il existe g, dans G(z) t.q.

Jup l9Bh— 9Bz, = llog Bh g Bz,
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Quitte & prendre une sous-suite, encore notée (g, ), pour alléger I’écriture, par la compacité
de G(z), il existe g € G(z) t.q. g — g (¢ — o0); en notant encore (7,,z), la sous-suite
correspondante:

llgg +h— gg+ Tag2ll g = g + 2 — g+ 72|, (@ 00),
ainsi
g;gg)”g@h—gﬁﬂfaqz”w—éo (g — )
= sup”r,.zEEh—T,zEE-raqa:”m—rO (g — o)
rER

comme F est uniformément continue sur G(z) on en déduit

sup |F (r,e Bh) — F (r,z B 'r.,q:c)l —0 (g— o0).
reR

De plus,

’M {F(‘r,.:c Bh)-F (‘r,z H -r.,qz)}r| <M {IF(T,.:c Bh)-F (‘r,:c &3] f,,q:c)l}r
< sup ]F(T,.z Bh)-F (r,.:c 53] raqz)|
r€R

entraine:

M{F(r,z+h)}= qlirgoM {F (trta)z)}
or I(Fy) = M{F (r,)}, I (Fr, 2) = M {F ((r4a,)%)}, donc
I(Fy) = lim I (Frupe) -

En écrivant ¢(r) = F (7,z) onsait que ¢ € AP(R) et ([14]), que M {¢(r)}, = M {$(r + s)}.
pour tout s € R. Or I(F) = M {¢(r)}, et I (F z) = M {¢(r +a,)}, donc I (F,“qz) =

qu
I(F) pour tout ¢ > 1. Ainsi I(F)) = I(F). En résumé, I est une forme linéaire positive
invariante par translation sur C°(G(z);R) et I'unicité de 'inégalité de Haar (normalisée)
nous permet de conclure. []

PROPOSITION 3. Soit z € AP(K?), val(z) = {z(¢) | t € R}, soit f € C°(cl(val(z)); K®).
Alors foz € AP(K®) et Mod(f o z) C Mod(z).

DEMONSTRATION: Nous ne démontrons que le cas e = 1 qui contient toute la difficulté,
quitte & travailler composante par composante. Comme les fonctions presque-périodiques
au sens de Bohr sont bornées (cf. [14]), alors cl(val(z)) est un compact de K¢, ainsi f
est est uniformément continue et par un résultat classique (cf. [38]), foz € AP(K).
Construisons une nouvelle fonction f: G(z) — K f(g) = 8o(f o g) o1 §, désigne la mesure
de Dirac en 0. Comme, pour toute g € G(z) ]|g—'r,,qa:” — 0 (¢ —» o), on a pour
tout ¢ € R g(t) = limg_,o (¢ + a4), donc val(g) C cl(val(z)) ainsi f o g est bien définie
et f(g) aussi. Soit llhq — k||, — 0 (¢ — o0) dans G(z), comme f est uniformément
continue ||[f ohy — foh| — 0 (¢ — ), et |fohy(0)— foh(0)] < ||fohyg— foh|_
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entraine 8(f o hy) — 8(f o h) (¢ — o) donc f(ha) — f(h) (¢ = o), ceci prouve que
f € C°(G(=); K).

En outre I’ensemble des caractéres de G (:c~) est un systéme orthonormal complet dans
L? (G(=), C) (cf. [47,p. 154]), comme K C C, f € C°((z);K) et C°(G(=); K) C L* (¢(2), C);
ainsi nous avons si F désigne I’ensemble des parties finies de Mod(z):

2
i/, ds =0

F(9) =D cuxuls)

pneJ

ou Cy = fg(,,) f(g)Xu(.‘l) dg. 2

Or, f et les X, sont continues sur G(z) donc
utiliser la proposition 2:

F(9) = Y cuxa

neJ

Pest aussi et 'on peut

2
/ f-(g) - Ecpxp dg
o(=) weJ
2 2
=M {(f(9) =) cuxu =M |foz(r)— D cue™ .
neJ » neJ .
Donc
2
treflresr- e} -0
ueJ
.
e Soit B € R, alors en appliquant I'inégalité sur chaque intervalle [-T,T] (T € Ry)
on obtient
M {f o z(r)e P — ch,e "'p'}
p€J r
2 1/2
< (M {le_iﬂrlz},)l/z M |foz(r)e P — Zc,,,e"“" .e T
n€J ,
d’ou
. _'p _ e _
e
w€J
i.e.

a,(fo z;ﬂ) =M {f o z(.,.)e—iﬂr}r — }’é’},M {Ecpeipr . e—iﬁr}

peJ
= lim Z cuM {e*r. e“"ﬂ"}r

JEF
ueJ
— 1 B8 _ E B
= }IGHJI" cuby, = cuby,
peJ nEMod(z)

(868 est le symbole de Kronecker).

Ainsi B ¢ Mod(z) => Vu € Mod(z) 62 =0 => a(f oz;8) = 0. Par contraposition on
obtient A(f o z) C Mod(z), donc Mod(f oz) C Mod(z). O
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COROLLAIRE. Soient w = (wy,...,w,) une liste de nombres réels Z-linéairement indépen-
dants, z € QP(w; K?) et f € C%(cl(val(z)),K®) alors f oz € QP(w;K*)

REMARQUE. La proposition 3 pourrait étre démontrée & 1’aide d’un théoréme d’approxi-
mation de Weierstrass, car la compacité de G(z) permet d’approcher uniformément f sur
G(z) par des polyndmes, néanmoins, il existe une théorie des fonctions presque-périodiques
“du type Bohr” & valeurs dans des espaces de Banach, (cf. [25, 3]), et dans ce cas si ’on
sait par ailleurs que G(z) est compact on ne peut affirmer que G(z) est contenu dans un
sous-espace vectoriel de dimension finie et utiliser Weierstrass, alors que notre argument
reste valide.

Considérons I’équation différentielle ordinaire autonome
o o dz
=X = — *
i=xe (3=%) (*)

ot X est un champ de vecteurs localement lipschitzien sur R%. Lorsque z € AP(R?) est
une solution de () sur R tout entier, il est classique (cf. [50, p. 394]) de lui associer un
autre groupe G(z) = cl(val(z)).

Rappelons que la structure de groupe est définie ainsi pour y = limg_,o0 2(7y), 2 =
limg o0 2(84), yB2 = limg_ o0 2(7q+34), (0) est ’élément neutre et —y = limg_, o0 z(—74);
rappelons aussi que 1’unicité de la solution des problémes de Cauchy associés & () est
essentielle pour cette construction de structure de groupe. En outre, cf. [50, p. 394], G(z)
est un groupe compact (pour la métrique induite par R?) connexe et séparable.

Nous noterons X (,7), pour t € R, 7 € R?, la valeur & l'instant ¢ de la solution (lorsqu’elle

y=X()
¥(0)=n

PROPOSITION 4. Soit ¢ € AP(R?) solution de (*) sur R. Alors n — X(t,n) est un
isomorphisme de groupes topologiques de (G(z),®) sur (G(z), H).

y existe) du probléeme de Cauchy

DEMONSTRATION: Comme z est solution de (*) qui est autonome, pour tout r € R, 7,z
est aussi solution de (*) sur R tout entier. Soit g € G(z), alors il existe une suite (r)g>1
telle que ||g — Trz|loc — 0 (¢ = 00). On a:

oo
Vg > 1Vt € Ry z(t) = X(7r,2(t)) => Vg > 1Vt € R7, 2(t) — 7, 2(0) = / X(1r,2(s))ds
0

— (= oM R o(0) = 5(0) = | X(g(s)) ds

=Vt € R g(t) = X(g(t)).

Ainsi toute g € G(z) est solution de (*) sur R tout entier. Si §o désigne la mesure de Dirac
en 0, la convergence uniforme impliquant la convergence simple, on a §o(G(z)) C G(z) ce
qui permet de considérer 'application §y: G(z) — G(z) qui est continue. Soit g, h € G(z),
avec ||g — 7 Z|lcc = 0 €t ||h — 7, Z||c — 0 (¢ — 00) ainsi:

S(gHBg) = 60(.;1320 Trota,T) = 6o(qlin;1° Try+sgT)
= qlin;lo 2(rq + 8) = qlif{.lo(‘c(rq) @ z(s,))
= (lim =(ry)) @ (lim a(s,)) = 9(0) @ h(0)
= 8o(g) @ 8o(R)
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ce qui prouve que §p est un homomorphisme de groupes.

Si 8o(g) = =(0) I’élément neutre de G(z) alors g(0) = z(0) et puisque g et = sont solutions
de (*) elles sont solutions du méme probléme de Cauchy, X étant localement lipschitzien,
on a g = z ’élément neutre de G(z), ce qui prouve que &y est injectif. Si n € G(z) alors
7 = limg_,o0 z(7g), et par la compacité de G(z) et Bolzano-Weierstrass, il existe (s4)g>1
sous-suite de (74)y>1 t.q. (74, )g>1 soit uniformément convergente vers g € G(z); notons
qu’alors 7 = limgy_, o0 2(84) €t &o(9) = limg_o0 60(7,,2) = limy_, o 2(84) = 7; ce qui prouve
que &g est surjectif. En résumé, éy: G(z) — G(z) est un isomorphisme continu de groupes,
et la compacité de G(z) implique, cf. [43,p. 141], que §, est un homéomorphisme, donc
un isomorphisme de groupes topologiques, et 7 — X'(-,7) est son inverse, d’ou1 le résultat
annoncé. [J

Nous allons maintenant décrire G(z) le groupe dual de G(z). Pour p € Mod(z), x, €
@(z), n € G(z), la formule a,(n) = xu(X(-,7)) définit une application a, : G(z) — U.
PROPOSITION 5. Siz € AP(R?) est solution de (*) alors on a G(z) = {a, | p € Mod(z)},

et de plus, p — a, est un isomorphisme de groupes de Mod(z) sur @(z)
DEMONSTRATION: L’application a, est composée des applications n — X(-,7) et de x,,
toutes deux homorphismes de groupes topologiques d’aprés les propositions 1 et 4, donc
a, € G(z).

Si a € G(z), alors a 0§ € G(z) et par la proposition 1 il existe p € Mod(z) t.q.
a o 8o = xu, donc pour tout n € G(z) xu(X,n) = aoso(n)) = a(n), d’ott @ = a,. Ainsi
8(z) = {on | € mod (2)}.

Si p1, p2 € Mod(z), :

a#1+#2(’7) = Xpr+pa (X(’ 7]))
= Xp, (X(-3m))xp,(X(-;n)) par la proposition 1
= oy, (n)a“, (77);

donc 4 — a, est un homomorphisme de groupes de Mod(z) dans @(z), surjectif par
la premiere assertion. Enfin, si @, = 1, ’élément neutre du groupe U alors, pour tout
n € G(z), xu(X(:,n)) = 1, donc par la proposition 4 x, = 1 et avec la proposition 1 on a
# = 0, ce qui prouve l'injectivité de p — a,. O

PROPOSITION 6. Soit z € AP(R?) solution de (*) sur R. Alors = est quasi-périodique,
ie. il existe w = (w1,...,w,) une liste de s nombres réels Z-linéairement indépendants t.q.

z € QP(w;R9).

DEMONSTRATION: Avec ces hypotheses, le groupe G(z) est bien défini et est compact, donc
est contenu dans un pavé de R?, ainsi il existe R > 0 t.q. G(z) C [—R, R]®. Les propriétés de
la dimension topologique (d’espaces métriques compacts, cf. [42, p. 26]) nous permettent
d’affirmer dimG(z) < dim([—R, R]%) et dim([-R, R]%) = d, donc s = dimG(z) < d.
Alors cf. [52, p. 259] le rang de @(:c) est s, donc d’ apres la proposition 5, le Z-module
Mod(z) est engendré par s éléments indépendants w;, ws, ..., w,; ainsi z € Q P(w;R?) ot
w=(w1,ws,...,w,). O

Rappelons deux concepts de la théorie qualitative des équations différentielles ordinaires;
une partie A de R? est dite invariante pour (*) si toute les solutions de (*) passant par
un point de A reste toujours dans A, et M C R est dite minimale pour (x) si elle est
invariante et si aucune de ses parties propres non-vides fermées n’est invariante.
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PROPOSITION 7. Soit w = (w1,ws,...,w,) une liste de s nombres réels Z-linéairement
indépendants et soit z € QP(w;R?) une solution de (%) sur R. Alors G(z) = cl(val(z)) est
un s-tore topologique invariant (et méme minimal) pour (). De plus G(z) est localement
connexe donc est un groupe de Lie. En outre s <d —1

DEMONSTRATION: Par la proposition 5, G(z) est isomorphe & Mod(z), lui-méme isomor-
phe & Z° par (ki,...,k,) = > ._, k,w,; donc, cf. [52, p. 259], 'espace métrique compact
G(z) est de dimension s. plus précisément, que @(z) soient isomorphes implique que G(z)
et Z° = T* sont isomorphes, or par le théoréme de Pontrjagin (cf. [52, p. 273]) nous
savons que les groupes G(z) et a(z) sont topologiquement isomorphes, donc les groupes
G(z) et T* sont topologiquement isomorphes, i.e. G(z) est un s-tore topologique et comme
G(z) = cl(val(z)) c’est aussi un ensemble minimal (cf. [50, p. 385]).

Comme @(:c) est engendré par un nombre fini (égal & s) d’éléments, on sait cf [52,
p- 260], que G(z) est localement connexe. D’aprés la solution de Pontrjagin du 5*™¢
Probléme de Hilbert (pour le cas compact), cf. [52, p. 337] et [58, p. 93], comme G(z) est
un groupe abélien métrique compact connexe séparable et localement connexe, G(z) est
un groupe de Lie.

Enfin, par un argument déja utilisé on a dim(G(z)) < dim([—R, R]%) = d et G(z) étant
un groupe de Lie ne peut étre de dimension égale & d donc 0 < s =dim(G(z)) <d-1. O

Les propositions 6 et 7 furent pour la premiére fois établies par Cartwright( [18]); mais
notre méthode de démonstration est complétement différente, elle repose sur les propriétés
de dualité du groupe fonctionnel G(z), qui nous serviront en d’autres circonstances dans
le présent travail.

2. Orbites presque-périodiques sur une surface d’énergie ellipsoidale. Un systeme
hamiltonien autonome est une équation différentielle ordinaire autonome: z = o H'(z) out
z € R?N et o est 'opérateur linéaire symplectique, —o = o* = 0~ dans une base adéquate
idy
—idy O
Les équations de mouvement de la Mécanique Classique et de la Mécanique Céleste sont
de cette forme (cf. [1], [4]). Adaptant un résultat célebre de Rabinowitz (cf. [53]) nous
obtenons:

o est représenté par la matrice ou idy est la matrice-identité N x N.

THEOREME 1. Pour H; € C*(R*N;R), i = 1, 2, les systémes hamiltoniens associés sont:
z = o Hi(z). (S:)

Nous supposons qu’existent deux réels hy et hy t.q. T soit une composante connexe com-
mune aux niveau d’énergie H{ '({h1}) et H;({h;}) et que pour tout z € £ H}(z) # 0 et
H,(2) # 0.

Alors tout n-tore invariant de (S;) sur ¥ construit sur un orbite w-quasi-périodique de
(S1) est aussi un n-tore invariant de (S;) sur Z.

DEMONSTRATION: Des hypothéses et du théoréme de la submersion on déduit que ¥ est
une hypersurface différentielle de R?V et que pour tout z € I, ’espace normal & T en
z, avec les notations de [11], est le sous-espace vectoriel engendré par le gradient, i.e.
N.Z = R-H] = R-H;. Donc pour tout z € X, il existe un unique 7(2) € R t.q.
H{(z) = r(z)Hj(z), et comme les gradients ne s’anullent pas, r(z) ne s’annule jamais sur

. Fixant zp € X, H)(29) # 0 implique qu’il existe un % t.q. %Hz (z0) # 0, d’ol1, par
Zk




J. Blot 17

OH.
continuité, il existe V voisinage de zy dans £ t.q. si z € V alors —>(z) # 0; comme

Oz,
on a Z—H——(z) = (z) (z) il vient pour z € V: r(2) = 6H1( )(8H2 (Z)) , ce qui

prouve que 7 est contmue en zg et puisque 2, était arbltralrement choisi, on a montré que
r € C°(Z;R), et donc le signe de r(-) est constant car ¥ est connexe.

Considérons u € QP(w;R?) une solution de (S;) sur & avec w = (wy,...,wn), ainsi
G(u) = cl(val(u)) est un n-tore invariant de (S;); comme G(u) C X, car ¥ est invariant,
nous pouvons supposer sans perte de généralité que 7(z) > 0 sur I.

Posons S(t) = f: r(u(€)) d¢, t € R, alors S(t) € C*(R,R) et pour tout ¢ S(t) = r(u(t)) >
0; comme G(u) est compact et r continue inf{r(z) | z € G(uv)} = min{r(2) | z € G(u)} =
ro > 0; ainsi pour tout ¢ > 0 S(¢) > fot rodé = trg, d’otr S(t) — oo (t — o0) et pour tout
t <0 5(t) = J) —r(u(€))de < [, —rodé = tro d’olt S(t) —» —oo (t = —oo); ainsi S(R) = R
et s est un C*-difféomorphisme de R sur R; nous noterons T' = $~! l'inverse de S, on a T
de classe C!.

Posons v(s) = u(T'(s)) pour tout s € S; alors val(v) = val(u) et

o(s) = UT(s))T(s) = mrme—zul(T(s))

S'(T( )
1 o _
= oHy(u(T(s))) = o Hy(v(s))-

Ainsi v est solution de (S;). O

Nous avons la un exemple de tore invariant construit sur une fonction quasi-périodique
qui n’est pas une solution quasi-périodique.

o H; (u(T(s)))

COROLLAIRE. Soit H € C%(R?*N;R), le systéme hamiltonien associé est
z =oH'(z). (S)

Supposons qu’il existe h € R et £ une composante connexe du niveau d’énergie H~({h})
telle que T soit une (hyper-)ellipse de R*V; i.e. & = {z € R*N | (1/2)Az -z = 1} ot
A € L(R*N R?N) est symétrique définie positive; supposons encore que pour tout z € T
H'(z) # 0.

Alors sur ¥ toutes les orbites de (S) sont des tores invariants ou des orbites périodi-
ques. De plus, la dimension la plus grande des tores invariants de (S) sur X est m égal au

|1§k5N} ot les

maximum des termes Z-linéairement indépendants parmi {
AN+k

a,, 1 < v < 2N, sont les valeurs propres de A; et en outre sur X, (S) posséde des tores

invariants de toutes les dimensions s comprise entre 1 (orbites périodiques) et m.

DEMONSTRATION: A partir de Vopérateur linéaire A nous définissons la fonction quadra-
tique K(z) = (1/2)Az - z & laquelle nous asssocions le syst¢éme hamiltonien linéaire

z=oAz (£)

puisque K'(z) = Az. Nous avons ¥ = K~1({1}) et comme A est défini positif pour tout
z€X,onaz#0donc K'(z) #0.
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Les hypothéses du théoreme 1 sont vérifiées donc il suffit d’établir les conclusions du
présent énoncé pour (L).
Comme A est défini positif, (£) se rameéne & un systéme de N oscillateurs harmoniques

scalaires oqok + wﬁQk =0,k=1,..., Nouz ='(QI’QZa"-’qNapl’PZ’“',Pn)’ P = ;k
(cf. [1, p. 491], [4, p. 108]). Ainsi, la solution générale de (L) est, cf (4, p. 110], (5, p. 174],

2(t) = (a(t), p(t)) a(#) € RY, p(t) = §(t) € RN avec

q(t) = Re (zn: ckeiwkt£k>

k=1

oucr€C, & € RY,

On voit que toutes les solutions de (£) sont quasi-périodiques, en particulier sur X,
ainsi sur ¥ il n’y a que de tores invariants. Soit w = {wi | 1 < k < N}, on voit que le
module des fréquences d’une solution de (£) est inclus dans le Z-module engendré par w.
Si nous prenons s éléments Z-linéairement indépendants dans w, w;,, ..., w;,, comme X
coupe tous les sous-espaces vectoriels de RV on peut choisir des valeurs initiales dans &
pour construire une solution de (£) sur £ dont le module des fréquences est exactement
engendré par {w;,,...,w;,}. En notant m le nombre maximal d’éléments de w Z-linéai-
rement indépendants, on a donc des tores de toutes les dimensions s comprises entre 1
et m.

Enfin comme A est symétrique définie positive on peut trouver une base de R*"V dans
laquelle A est représentée par une matrice diagonale dont la diagonale principale est con-
stituée par les @, (v =1, ..., 2N), les valeurs propres de A. Sil’on note A; ( resp. A;)
la matrice diagonale N x N dont la diagonale principale est constituée par ay, ..., an
(resp. an+1, ..., az2n) alors les k réels A qui vérifient det(A; — AA;) = O sont exactement
a:rik’ k=1,..., N et comme, cf. [4, p. 108}, w = { a:r:.k 1<k < N} on a bien la
caractérisation annoncée de m. O

3. Calcul des variations en moyenne. Nous noterons C?(R,R?) = {z € C™(R,R?) |

d’z o d . n d’z
70 € C°(R,R?%)}, en la munissant de la norme ||z, = Y ._, T

c’est clairement un espace de Banach. Nous considérons aussi les espaces AP™(RY) = {z €

v
CrR,RY) |Vy =1,...,n, &2

Vv =1,...,n,

Ty = € AP(R%} et si w = (wy,...,w,) est une liste de nombres
v

réels Z-linéairement indépendants QP™(w;R?) = {z € C*(R,R%) | Vv =1,...,n, T €
QP(w;R%}. On a QP™(w;R?) C AP™(R?) C CP(R,R?) et du fait que la limite uniforme

d’une suite de fonctions presque-périodiques (resp. w-quasi-périodiques) est presque-pério-
dique (resp. w-quasi-périodique) on déduit aisément que, munis de la norme ||-||», AP™(R?)
et QP (w;R?) sont des sous-espaces de Banach de C*(R,R%).

Motivons I’introduction de ces sous-espaces; rappelons que la dérivée d’une fonction pres-
que-périodique de classe C! n’est pas automatiquement presque-périodique, ce qui nous
contraint & faire des hypothéses supplémentaires sur ces dérivées si nous voulons qu’elles
soient presque-périodiques (pour I’hypothése minimale c¢f. [12, p. 6]) mais lorsque nous
cherchons des solutions d’une équation différentielle ordinaire =X (z) qui soient pres-
que-périodiques on remarque que de telles solutions sont nécessairement dans AP*(R?),
d’apres la proposition 3 de la section 1.
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PROPOSITION 1. Sur f € C*(R%,R®) construisons I'opérateur de Niemytski F: AP(R%) —
AP(R®), F(y) = foy. Alors F est Fréchet C* sur AP(R?) et pour y, §y € AP(R?) et

teR
(F'(y)6y)(t) = f'(y(2))by(2).

DEMONSTRATION: Fixons y € AP(R?). Pour §y # 0 dans AP(R?) et t € R, comme f est
de classe C, existe

F(u()5u(2) = lim = (F(u() + 053(8)) — F(u(1)
= lim 2 (F(y +063)(t) ~ F(u)(8)).

Comme cl(val(y)) est compact dans R?, puisque y est bornée, et comme R? est localement
compact, il existe & > 0 t.q. K = {n € R? | dist(n; cl(val(y)) < a} soit compact dans R¢
(cf. [28, ch. IIT]) et puisque f' € C°(R?, £(R?;R®)), f' est uniformément continue sur K
donc

Ve>036 Vm,m € K, |m —m| <8 = |If'(m)— f'(m)ll <e.

Pour € > 0 arbitrairement fixé, € = ¢||6y||5, posons 8; = §.||6y||Z2, alors pour 0 < 8 < 4,
on obtient par une formule de la moyenne (cf. [45, p. 103]) pour tout ¢t € R

|(f(3(2) + 6 83(2)) — f(y(2)) — f'(y(2))85(t)|
< 616y(2) o I1F((1 — B)y(2) + B(y(t) = 8 63(2)) — f'(w()l

< Is(0)] sup 11£'(u(t) = 80 63(8) ~ £ (WO

or, |80 6y(t)| < |0 |6y(t)] < 6] ||6Y|loo < 8¢ donc par 'uniforme continuité de f':

I1£'(u(2) + B8 y()|| < &= el|8ylloo;

ainsi pour tout t € R
|£((t) + 6 8y(t)) + B8 8y(t)) — f'(y(1))8 8y(t)| < 88y(t)lel|byll ' < e,
en divisant par @ et en passant a la borne supérieure sur ¢ € R, il vient
1
I5F(y +66y) — F(y) — f'(y())6y( Mo < &

des que 0 < ||, 8,; ce qui prouve que:

lim = (F(y +96y) — F(3)) = /'(#())y() (en norme | - [)

ce qui est la dérivée directionnelle de F' en y dans la direction §y que ’on note DF(y; §y) =
F'(y(-))éy(-) ceci pour tous y, §y € AP(R?). Evidemment DF(y;-): 6y — DF(y;6y) est
linéaire de AP(R?) dans AP(R®) et en outre,

IDF(y;69)llo = sup £ (y($)8y(t)] < sup(|LF' (v 183 < 1 WDIHE3lleo,
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ce qui prouve que DF(y; ) est un opérateur linéaire continu de AP(R?) dans AP(R®), donc
(cf. [39, p. 255]) que en tout y € AP(R?), F est Gateaux-dérivable et sa Gateaux-dérivée
est DgF(y)by = DF(y; 6y) = f'(y(-))6y(")-

Pour y, € AP(R?) on a

IDGF() ~ DaF(@lc = sup D)6y ~ DF (@6l
LA

= sup sup(||f'(y(2)) — F'(F)Il 16y(2)])

llévli<1 teR

<N @) = FENI=11f oy — f © Flleo-

Par un argument déja utilisé, il existe a > 0 t.q. K = { € R? | dist(n; cl(val(y))) < a}
soit un voisinage compact de cl(val(y)) dans R? et comme f' est uniformément continue
sur K, en notant §, le module d’uniforme continuité, avec un ¢ > 0 arbitrairement fixé,
b, = min{a,8.} > 0, pour y € AP(R%), ||y — §llc < & on a pour tout ¢ € R |y(t) —
Yt)| < 8. et y(t) € K, donc ||f'(y(2)) — f'(H2))|l < € donc [[f' oy — foFle < ¢,
d’olr |DgF(y) — DgF(¥)|lc < €. Ceci prouve que DgF est continue de AP(R?) dans
L(AP(R?); AP(R®)), alors cf. [39, p. 257], F est Fréchet C* et de plus pour y, §y € AP(R?)
F'(y)éy = DaF(y)éy = f'(y(-))éy(-). O

COROLLAIRE. Sur f € C*(R?,R®) construisons 'opérateur de Niemytski F,,: QP(w;R%) —
QP(w;R®), F,(y) = foy. Alors F,, est Fréchet C* et (FL(y)8y)(t) = f'(y(2))éy(2).

DEMONSTRATION: On remarque que F,, est simplement la restriction de F. O

Si f € CY(R?*N,RN), pour z € AP'(RN) on a (z,z) € AP(R?N) et ainsi f o (z,z) €
AP(R), cf section 1, donc 'opérateur

8(2) = M{f(=,2)} = M{f(=(t),2()}:
®: AP'RM) >R

est bien défini, nous appelerons alors probléme de Calcul des Variations en moyenne un
probléme du type:

Trouver les extrémales de ® sur une partie de AP*(R™N).

Notamment, nous pouvons considérer la restriction ®,, de & & QP(w; RN ) et chercher les
extrémales de ®,,.

PROPOSITION 2. Si f € CY(R*M,R) alors & est Fréchet C* sur AP!(RV) et pour z,
§z € AP(RN),

17 ° 7] 0,2
O(z)bz =M {%(z,z)&c + é(z,z)&c} .

DEMONSTRATION: = M o FoT ou T: AP}(RY) — AP(R?M), F: AP(R?*N) — AP(R),
T(z) = (z,z), F(y) = foy, et M est la moyenne temporelle de AP(R) dans R. L’opérateur
T est linéaire continu d’apres le choix des normes donc Fréchet C* et T'(z)éz = T(6z) =

(6z,éz), Popérateur de Niemytski F' est Fréchet C! par la proposition précédente et F'(y) =
f'(y(+))6y(-), enfin M est linéaire continue donc Fréchet C! et M'{u}éu = M{§u}. Alors
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® est Fréchet C' comme composée de trois applications Fréchet C! et par la formule de
dérivation en chaine:

®'(z)bz = M'{F o T(z)}F'(T(=))T'(=)é=
= M{F'(T(z))T'(z)éz} = M{F'(z,z)(éz, 6z)

= M{f’(m,;:)(ﬁm,gz)} =M {%(z,i)&c + -gé—(z,::)sz} . O

PROPOSITION 3. Soit f € C*(R*M,R) et &(z) = M{f(z,Bz)}. ®: AP?(RN) - R et
la restriction ®,: QP?(w;RN) — R sont Fréchet C? et les deux assertions suivantes sont
équivalentes pour z € AP*(R™N) (resp. QP%*(w;RN)):
(i) ®'(z) =0 (resp. ®,,(z) =0).
(ii) =z est solution sur R tout entier, presque-périodique (resp. w-quasi-périodique) de
Péquation différentielle

af( z,T )—daf( z,z )

DEMONSTRATION: Tout d’abord, ®,, considéré comme application de QP*(w,RN) est de
classe C! presque restriction d’une application qui est de classe C? d’apres la proposition 2.
Les injections canoniques de AP?(RV) dans AP!(R") et de QP%(w;RY) dans Q P!(w;R™)
sont linéaires continues puisque || - ||z > || - ||1, donc de classe C? et coincident avec leur
dérivée, ainsi ®: AP?(RN) —» R et &,: QP%(w;R") — R sont Fréchet C? et avec la
formule de dérivation en chaine leur dérivée est donnée par ’expression qui figure dans
la proposition 2. Ainsi, en fixant z € AP?(RN) (resp. QP%(w;RY)) si ®'(z) = 0 (resp.
®!,(z) = 0) alors pour tout éz € AP?(RV) (resp. QP?(w;R™)) on a ®(z)éz = 0 (resp.

®, (z)bz =0),ie. M { &f ——(z,z)bz + Z—(z z)&c}

Posons momentanément u(t) = ;;(:c(t),:c(t)), ainsi, cf. section 1, u € AP(RV) (resp.
z
QP(w;RM)) et

o

u(t) = % (%;—(z(t),;:(t))) =

Bzf o [ oo
= (@(t).e z(t)) z (1)

et comme f" est continue et z, z, z € AP(RN) (resp. QP%(w;RY)) donc u € AP'(RYN)
(resp. Q P'(w;RM)); pour tout T > 0 une intégration par parties donne

" (ba(t) dt = u(t)ba(t)|” " a(belt) d
[, st =uaz|” - [ i

T
comme u, §z € AP(RYN) (resp. QP(w; RN)) elles sont bornées donc u(t)éz(t) r est bornée

T
uniformément par rapport & T ainsi 1/2T u(t)&z(t)l = 0 (T — o0), ce qui implique:

1 (7 o
M{u bz} =1}1_{1;1° ﬁ/Tu(t)ﬁz(t) dt = — hm % u(t)&z(t) dt = —M{u bz}.
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Nous avons donc pour tout §z € AP?(R™) (resp. QP%(w;RM)): ‘
0=M {g—i(z,:%)&c + %(::,5)32} =M {g(z,fe’)&z} +M { %(z,é)ﬁz}
-M {g(z,;)éz} M { ( d 8f(z z)) 52}
=M{( 9 (z,8) - ‘“’f(x :c))&n}

alors pour tout A€ER(resp. A = Y0_ kywy, k, € Z) en prenant §z(t) = cos A, puis
§z(t) = sin At, en multipliant le deuxieme terme par —i on obtient:

S (=), 3(0) — ob(=(0,3(0) ) ) =0
w{ (3

t

daf

soit a ( —(z, = ) —(=,2); )\) = 0 alors le théoréme d’unicité de la série de Fourier-

z
Bohr (cf. [14]) nous permet de conclure que pour tout ¢t € R:

o (=(t), (1)) - d“uMAm—o

52 =(0,50) = £ 7L =(0), 5(0).

Ceci démontre I'implication (i) = (ii). Pour Justlﬁer Pimplication réciproque il suffit de
faire en sens inverse les calculs qui précedent. [J

d of

L’équation de ’assertion (ii) est I’équation d’Euler-Lagrange habituelle du Calcul des
Variations (cf. [26], [41], [2]). Nous avons donc, au moins en ce qui concerne la condition
du 1°F ordre, une généralisation convenable du Calcul des Variations. Notons que si nous
restreignons ® & ’espace des fonctions C! qui sont T'-périodiques nous obtenons alors

T
3(e) =1 [ Salt), 30 d

qui est bien la fonctionnelle usuelle & la constante multiplicative 1/T pres.

4. Principes de moindre action en moyenne. Commengons par établir le Principe de
Maupertuis en moyenne.

THEOREME 2. Soit H € C%(R?M;R); le systéme hamiltonien associé est
| z=oH'(z). (S)
Considérons la fonctionnelle
J: APY(R*N) 5 R
J)=M {an z+ H(z )}

alors

(i) J est Fréchet C* sur AP(R*V).
(i) Pourz € APY(R?N), J'(z) = 0 ssi z est solution de (S).
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1
DEMONSTRATION: Si nous définissons f: RN xR?N — R par f(z,w) = an-z-f-H(z) alors

f € C?(R*N x R?N R) et J(z) = M{f(=,z)}, donc d’aprés la section 3 J: AP*(R*N) - R
est une application bien définie qui est Fréchet C?, ce qui justifie (i). Compte tenu de la
forme particuliere de f nous allons établir I’équation d’Euler-Lagrange associée a J qui
sera exactement (S), dans AP*(R?V) sans passer par AP?(R?"). En effet, par la section 3,
pour z et §z € AP}(R?M) on a

J'(z)bz = M{-;-a':c -z + %a%z -z + H'(z)&z} ,

or M{cbz -z} = M{oz - 6z} donc J'(z)éz = M{(oz + H'(z))éz}. Si J'(z) = 0, on
a pour tout éz € AP(R?MN), J'(z)éz = 0, alors qui & prendre des §z(t) ayant toutes
ses composantes nulles sauf une égale & cos At ou sin Af, on obtient pour tout A € R,
M{(cz(t)+ H'(z(t))e~*}, = 0, soit a(oz+ H'(z); ) = 0; ce qui implique par le théoréme
d’unicité de Fourier-Bohr que pour tout t € R, 0z(t) = H'(z(t)) = 0 i.e. z(t) = o H'(z(t)),
ainsi z est solution de (S). On termine la preuve de (ii) comme celle de la proposition 3
de la section 3. O

COROLLAIRE. Sous les hypothéses du théoréme 2 pour w = (wi,...,w,) une liste de s
nombres réels Z-linéairement indépendants on définit J,,: QP(w;R*N) — R par J,(z) =
M{(1/2)0z - z + H(z)}, alors

(i) Jo est Fréchet C* sur QP*(w;R2N)

(ii) Pourz € QP(w;R?N) J.(z) = 0 ssi z est solution de (S).

DEMONSTRATION: J,, est la restriction a QP*(w;R?N) de J, ainsi (i) découle directement
de la premiére assertion du théoréme 2. Pour (i) si J'(z) = 0 on a M{(cz+ H(z))bz} =0
pour tout 6z € QP(w;R?N) donc a(oz + H(z);\) = 0 pour tout A dans le Z-module
engendré par w, et par le corollaire de la proposition 3 de la section 1 on sait que
oz + H(z) € QP(w;R?N) donc par le théoréme d’unicité, oz + H(z) = 0, i.e. z = o H'(z).
Réciproquement on utilise la densité dans QP!(w;R?*N) des combinaisons vectorielles
réelles de t — e**t, avec A dans le Z-module engendré par w. [J

En fixant T > 0 et en prenant s = 1, w = 2m/T, 'espace QP*(w;R?") est exactement
I’espace des fonctions C! T-périodiques de R dans R2V, et sur cet espace:

J(z) = % /o ! (%a;:(t)z(t) + H(:c(t))) dt

c’est-a-dire, au coefficient 1/T pres, que nous obtenons le Principe de Maupertuis classique
du cas périodique (cf. [44, p. 207], [9, p. 28]). Par analogie avec la terminologie mécanique

classique, nous pouvons appeler J(z) I’action moyenne et M{(1/2)a':: z} Paction réduite
moyenne.

PROPOSITION 1. Sous les hypothéses du théoréme 2:
(1) Pour z C AP}(R?VN), si J'(z) = 0 alors il existe w = (wy,...,w,) avec1l < s < 2N
t.q. ¢ € QP'(w;R?N); en particulier cl(val(z)) est un s-tore invariant de (S).
(2) Pour z € QP (w;R2N), J! (z) =0 ssi J'(z) = 0.
(3) Siz est une solution périodique de (S) alors J'(z) = 0.
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DEMONSTRATION: (1) est une conséquence directe du théoréme 2 et de la proposition 6
de la section 1. Pour (2), J'(z) = 0 entraine J,(z) = 0 par restriction; réciproquement,
J!,(z) = 0 implique par le corollaire qui préceéde, que z est une solution w-quasi-périodique
de (S) donc une solution presque périodique de (S) donc J'(z) = 0 par le théoréme 2.
Enfin (3) découle de (2) et des remarques qui précédent. [J

Pour la recherche des solutions périodiques dans les systémes hamiltoniens a été créée
une méthode variationnelle différente du Principe de Maupertuis, le Principe de Moindre
Action Duale de F.H. Clarke et I. Ekeland (qui fut aussi introduit dans un autre contexte
par J.P. Aubin et I. Ekeland [8]). Les articles originaux sont [20], [21], [23], [24], [31],
[32], [33], pour des exposés plus didactiques citons [9], [22], [27], [48]. Avec ce principe,
Ekeland et Lasry ont donné le premier théoréme global sur le nombre d’orbites périodiques
a niveau d’énergie fixé (cf. [35]). En utilisant la théorie moderne des Points Critiques sur
ce principe Willem a obtenu de nouveaux théorémes (cf. [49],[50]). Gaussens a utilisé
ce principe, sous forme discrétisée, pour la construction numérique d’orbites périodiques
(cf. [40]). Une esquisse de I’étude des liaisons entre ce nouveau principe et les méthodes
perturbatives figure dans [13] et dans [34]. Signalons encore que ce principe a été adapté
pour des Equations des Ondes par Brézis-Coron-Nirenberg [17]. Voir [36] pour une version
abstraite.

Nous allons maintenant établir ce principe de Moindre Action Duale pour les solutions
presque-périodiques.

Considérons H € C?(R?N;R) sur laquelle nous construisons le systéme

z=0cH'(z) (S)

par l'opération fondamentale de la théorie de la dualité convexe (cf. [54, ch. 12], [37, p. 16]),
en assimilant (R?V)* 4 RN, nous associons & H une fonction convexe H*: R2¥ — RU{},
H*(z) = sup{z-w—H(z) | z € R®N} qui est appelée la conjuguée (ou la polaire, ou la duale
au sens de Moreau, ou adjointe, ou transformée de Young-Fenchel) de H. Lorsque H* est
dérivable, H* coincide avec la notion plus ancienne de transformée de Legendre de H et
dans ce cas on a w = H*'(2) < z = H'(w), i.e. H*' = (H')~!. La transformation de
Legendre est 'opération qui dans le Calcul des Variations permet de traduire les équations
d’Euler-Lagrange en leur forme canonique, i.e. en systéme hamiltonien (cf. [41, p. 71], [4,
p. 67], cette opération peut aussi &tre interprétée en termes de dualité de la géométrie
projective (cf [6, p. 33]).

Par souci de simplicité nous nous placerons dans le cas ot H* € C!(R?N;R) ce qui
se traduit sur H (cf. [54, ch. 26]) en la condition nécessaire et suffisante suivante H
est convexe et |H'(z;)] — oo (i — oo) pour toute suite vérifiant |z;| — oo (i — o0).
Comme nous avons supposé H € C?(R*M;R) une condition un peu plus forte assurant que
H* € C*(R?N;R) est la condition d’ellipticité uniforme: il existe ¢ > 0 t.q. pour tous z,
6z € R*N H"(z)(62,6z) > c|6z|*. Sur cette question, voir aussi [59, p. 18-23].

THEOREME 3. Soit H € C%(R?N;R) pour laquelle il existe ¢ > 0 t.q. pour tous z, 6z € R2V,
H"(z)(62,6z) > c|6z|*. Pour y € AP*(R*N) posons

1) = { %«r;-yw*(z‘})},

alors
(i) I: AP'(R*N — R est une fonctionelle de classe Fréchet C*.
(i) I'(y) = 0 ssi il existe n € R?N t.q. = = o(y + n) soit solution presque-périodique
du systéme (S).
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. . 1
DEMONSTRATION: Soit f(w,z) = 272 + H(w) alors on a f € C}(R*N;R) et par la

proposition 2 de la section 3 puisque I(y) = M{f(y, ;13)}, I est de classe Fréchet C! sur
AP(R2N), ce qui justifie (i); en outre pour y, §y € AP(R?N),

af o f . oy .0
"(y)6y = M { Z=(v,9)6y + —=(v,9)6
I'(y)éy {ay(y y)éy + ay(y y) y}

1 o 1 ¢ oy 2
50V 8y + ;08y -y + H*'(y) -Sy}

u
=M {—vy Sy + HY(3) - zy}
m{(-ou+ G By}

Si I'(y) = 0 alors pour tout §y € AP'(R?N) on a M{(—oy &y + H*'(y) - 6y} = 0, alors
quitte & prendre §y(t) ayant toutes ses composantes nulles sauf une égale & cos(—At) ou
sin(—At) puis & additionner on arrive & pour tout A € R

M {(-out) + BGO) 5 ()] =0,
ie. —iX-a(—oy+ H*'(;);/\) = 0, donc pour tout A € R\ {0}, a(—oy + H*'('z/);/\) = 0.
Posons 7, = a(—0oy + H*'(Q);O) = M{-oy + H*'(;)}'G R2N, alors pour tout A € R
a(—oy—m + H*'(y);\) =0, or —oy—m + H*'(y) € AP(R?N) donc le théoréme d’unicité
(cf. [14]) —oy — m + H*'(y) — 0, i.e. H*'(y) = oy + m; posons n = —amy et z = o(y + )
alors il vient y = —oz et H*'(—0z) = z ce qui équivaut & —oz = H'(z), soit —oz = H(z).
Ainsi z € APY(R?N) et résout (S).
Réciproquement, Si  résout (S) et est de la forme z = o(y+7) avec y € AP*(R?N) alors
oY==z = oH'(o(y+n)) i.e. Y= H'(o(y+n)) i.e. H*'(;) = oy+ondonc —oy+ H*'(;) =
on = constante vectorielle; ainsi pour tout §y € AP(R2N)

I'(y)6y = M{(~oy + B*'(3)) - by} = M{on - 6y}
= M{—%(an)-&/} = M{0-5y} =0

d’oh I'(y) =0. O
COROLLAIRE. Sous les hypothéses du théoréme 3, si w = (wy,...,w,) est une liste de s
nombres Z-linéairement indépendants, pour y € QP*(w;R?Y), I,(y) = I(y) alors

(i) I:QP*(w;R?*N) - R est de classe Fréchet C*.
(if) I.(y) = O ssi il existe n € R?N t.q. z = o(y + ) soit solution presque-périodique
du systéme (S).

DEMONSTRATION: Puisque I, est la restriction de I, I’assertion (i) découle directement

du théoréme 3. Quant a (ii), si I/,(z) = 0, dou M{(—0oy + H*'(;(‘;))ﬁy} dés que by €
QP (w,R2N ), ce qui entraine en raisonnant comme dans la preuve du théoréme 3 que
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pour tout A # 0 dans le Z-module engendré par w a(—a’y+H*'(§); A)=0orsi ) €Rn’est
pas dans ce Z-module, comme —oy+ H*'(3) € QP!(w,R?N), le coefficient de Fourier-Bohr
correspondant est nul, donc pour tout A € R\ {0} a(—oy+H*'(); A) = 0; et 'on conclut &
’existence d’un 7 € R?¥ t.q. 2 = o(y+7) soit solution, nécessairement w-quasi-périodique,
de (S). Réciproquement on procéde comme dans la preuve du théoreme 3. [J

Comme pour le Principe de Maupertuis, pour T' > 0, s = 1, w = 27 /T on a I,(y) =
(1/T) foT((1/2)a§(t)y(t) + H*(y(t)) dt, ce qui est, au scalaire 1/T prés, la fonctionnelle de
Clarke-Ekeland du Principe de Moindre Action Duale utilisée pour la recherche d’orbites
périodiques de (S).

PROPOSITION 2. Sous les hypothéses du théoréme 3

(1) Pour tout y € AP*(R?N) et tout n € R*N I'(y + ) = I'(y). En particulier
I'(y)=0 = I'(y+n)=0.

(2) Pour y € AP(R?N), si I'(y) = 0 alors il existe w = (w,...,w,) pour laquelle
y € QPY(w; R?N) et I!,(y) = 0, donc il existe n € R?N t.q. cl(val(o(y + 1)) soit un
s-tore invariant de (S).

(3) Pourye€ QPY(w;R?*N) I,(y) = 0 ssi I'(y) = 0.

(4) Siz est une solution périodique de (S) alors I'(—oz) = 0.

DEMONSTRATION: (1)

I'(y+n)-6y=M {—v(y +n) + H' (%(y + n)) : zy}
= m{(-em G du) - mr{on 3}
=I'(y)by + M {%(an) . 5y} = I'(y)éy +0.

(2) Si I'(y) = 0 alors il existe, d’aprés le théoreme 3, un 7 € R?N t.q. z = o(y + 7)
soit solution presque-périodique de (S), donc, par la proposition 6 de la section 1,
il existe w = (wy,...,w,) pour laquelle z € QP*(w; R*"), ainsi y € QP*(w;R*N) et
par l’assertion (ii) du corollaire précédent I',(y) = 0. En outre = étant une solution
w-quasi-périodique de (S), cl(val(z)) est un s-tore invariant de (S).

(3) Fixons y € QP!(w;R?*M), puisque I,, est une restriction de I, I '(y) = 0 implique
I,(y) = 0; et réciproquement, si I,(y) = 0 alors, par le corollaire ci-dessus, pour
un certain 7 € R?N, o(y + n) résout (S) et est presque-périodique, donc I'(y) = 0
d’apres le théoreme 3.

(4) Siz est solution périodique de (S) alors z est solution presque-périodique de (S)
donc par le théoréme 3 il existe n € R*N, z = o(y + 7), on a I'(y) = 0 donc par
Passertion (1), I(—oz) =0. O

L’assertion (1) de cette derniére proposition nous indique que pour la fonctionelle I nous
pourrions quotienter A P!(R?™) par les constantes de R2"V, ce qui est possible compte tenu
de la décomposition en sous-espaces vectoriels fermés topologiquement supplémentaires
AP(R?) = kerM & R?, la décomposition d’un élément étant z = (¢ — M{z}) + M{z}.
Ainsi on pourrait restreindre I & AP!(R?") N ker M, I'espace des éléments de AP(R2N)
qui sont de moyenne temporelle nulle, précisement:
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PROPOSITION 3. Sous les hypothéses du théoréme 3, en notant I° (resp. IC) la restriction
de I 4 APY(R®N Nker M (resp. I, 4 QP(w;R?*N)Nker M) on a pour y € AP*(R*N nker M
(resp. y € QP(w;R*N) N ker M) (I°)'(y) = 0 (resp. (I%)'(y) = 0) ssi I'(y) = O (resp.
I,(y) =0).

DEMONSTRATION: Comme I? est la restriction de I & un sous-espace vectoriel fermé de
I, elle est aussi réguliére que I et pour tout h € APY(R?N)nker M I (y)-h=1I'(y)-h =

M{-oy + H*'(3) - ;z} Ainsi I'(y) = 0 implique I°'(y) - A = 0 pour tout h € AP}(R2N)n
ker M or si éy € AP*(R?V) alors 6y = h + k ou h € ker M et k est une constante donc

k= 0, et I'(y)éy = I'(y)h + I'(y)k = I'(y)k = M{—0oy + H*'(;J)I:} = 0. Les autres cas

s’obtiennent mutatis mutandis. [J

PROPOSITION 4. Sous les hypothéses du théoréme 2; si E = AP*(R2N) (resp. QP! (w;R2N))
et 8: E — R est ® = J (resp. J,), pour ¢ € E on a pour tout z € G(z)
o &(z) = ¥(z);
ee &'(z) = 0 implique ¥'(z) = 0.

DEMONSTRATION: Nous effectuons la preuve du cas & = J, pour & = J,, le raisonnement
étant mutatis mutandis, le méme. Pour tout r € R, (1/2)07,z- oz + H(rpz) = 7((1/2)02-
z + H(z)) et comme la moyenne temporelle est invariante par translations (cf. [14]) on a
J(rrz) = J(z); si z € G(z) alors il existe une suite réelle (r;),>; telle que ||z — 7 z|| — 0
(g — o0), et comme J est continue J(z) = limg—.oo J(7r,z) = J(z). Si J(z) = 0 alors,
d’aprés le théoréme 2, = est une solution du systéme (S) qui est autonome donc pour
tout » € R 7,z est encore solution de (S) donc J'(7,z) = 0, pour z € G(z) comme J' est
continue J'(z) = limy_, o J'(7r,z) = J'(z) = 0. O

PROPOSITION 5. Sous les hypothéses du théoréme 3, si E = AP(R?N) (resp. Q P!(w; R?N),
resp. AP*(R*N) N ker M, resp. QP*(w;R?*N)Nker M) et ¥ = I (resp. I, resp. I°, resp.
I), poury € E et w € G(y)
o Y(w)=1Y(y);
ee V'(y) = 0 implique ¥'(w) = 0.

DEMONSTRATION: Nous effectuons la preuve du cas E = AP(R2VN), ¥ = J, les raison-
nements étant les mémes mutatis mutandis dans les autres cas. Pour tout r € R 1/207,y-
.y+ H*(rry) = 7.(1/20y-y+ H*(y)), en appliquant M & ces deux membres, la moyenne
temporelle étant invariante par translation, on obtient I(t,y) = I(y). Si w € G(y)
il existe une suite réelle (rg)g>1 telle que ||w — 7, y|| — 0 (¢ — oo) et par la con-
tinuité de I I(w) = limg_, o I(7r,y) = I(y). Au passage en considérant l'opérateur
7 € L(AP*(R?N, AP'(R?V) nous avons vu que I o7, = I, donc pour tout §y € AP*(R2V)
on a (I o7)(y)éy = I'(y)dy, par ailleurs la formule de dérivation en chaine donne
(I o 7.)'(y)éy = I'(7,y)1ry car 7M(y) = 7 par linéarité, donc on a I'(7.y)7.8y = I'(y)éy;
donc pour tout b € AP}(R?V) il vient I'(r,y)h = I'(y)7—+h. Lorsque I'(y) = 0 on
en déduit automatiquement que I'(7,y) = 0 et pour w € G(z) par continuité de I'
I'(w) = limg—, o0 I'(7r,y) = 0. O

L’invariance décrite dans ces derniers énoncés peut se traduire en terme d’action de
groupe. Si E désigne l’un des espaces fonctionnels de ces propositions ’application de R x E
dans E (r,z) — 7z, satisfait les deux axiomes (cf. [29, p. 46]) Toz = z et TrTsT = Trt,2,
donc est une opération a gauche de R sur E qui est de plus continue, i.e. (R,+) opére
continiment dans E. Le stabilisateur de z € F est réduit & 0 sauf si  est périodique
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auquel cas la stabilisateur est exactement I’ensemble des périodes de z. Le groupe R
opére fidélement sur E puisqu’il existe dans F des fonctions non-périodiques donc des
stabilisateurs nuls mais il n’opére pas librement car il existe des fonctions périodiques dans
E, et bien siir il n’opére pas transitivement. Ainsi les propositions 4 et 5 indiquent que
Pon peut considérer les fonctionnelles & et ¥ comme applications sur ’espaces d’orbites
E /R, mais cet espace n’est pas séparé puisque les classes d’équivalence, i.e. les orbites pour
l’opération considérée, sont du type Trans(z), ensemble en général non-fermé.

5. Lien avec la méthode de Percival. Percival a formulé un principe variationnel pour
trouver des tores invariants (cf. [51], [46]). Nous reformulons et justifions sa méthode;
il appelle toroide de dimension N dans R?VN l'image du N-tore TV par une applica-
tion u € C¥(TN;R2VN), on peut de fagon équivalente considérer u comme un élément
de C*(RN,R?N) qui est 27-périodique en chaque variable. Pour un hamiltonien H €
C™(R?N;R), il cherche des tores (toroides) invariants pour le systéme hamiltonien

¢ =oH'(z). (S)

Pour ceci, il considére les fonctionnelles I,: C*(TV;R*N - R (v =1,..., N), I,(u) =
%J‘TN agTu(O) - u(0) df ol l'intégrale est 'intégrale de Haar normalisée sur TV; I, (u)
v

est appelée valeur moyenne de la v° action intégrale sur le toroide u(TN); I'énergie
moyenne sur le méme toroide est E(u) = [, H(u(6))df, ce qui donne une fonctionnelle

E: C¥(TV;R*N) - R. Pour w = (wy,...,wn) € RV il formule alors une fonctionnelle
batie & l’aide des précédentes; £,,: C¥(TVN,R?N) —» R

N
Lo(u)=E(w) - Y w,L(u) = B(x) - w- I(u)

v=1

en posant f(u) = (L1i(u),...,In(u)).

Nous pouvons voir ceci comme un lagrangien, au sens de la Théorie de ’Optimisation,
ou le w, seraient des multiplicateurs de Lagrange. Rechercher les extrémales de £, est un
probléeme de Calcul des Variations avec intégrale multiple.

LEMME. Sim > 1,k > 1, alors E et I sont de classe Fréchet C? sur C(TN;R?N) et pour
toutv=1,..., N, et tous u, u € C*(TV;R?N) on a

E'(u)éu = / H'(u(9)) - 6u(0) do
T~
I (u)u = — / o 2% () . su(9) do.
T~ 90,
DEMONSTRATION: Décomposons la fonctionnelle I, en trois application

ou ou
v | 5 ——vaﬁ-u—)Iy(u)
v v
C*(TN;R™N) - ¢°(TV;R*M) - C°(TV;R) - R

La premiére application est linéaire continue, compte tenu de 1’écriture des normes, donc
Fréchet C?, la derniere application est I'intégrale de Haar normalisée donc linéaire continue
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donc Fréchet C!; enfin celle du milieu est, en notant [m; €] = on-£ le crochet symplectique de
R?N, lopérateur bilinéaire B(f,g)(8) = [f(8);9(6)] qui est clairement bilinéaire continu,
par Cauchy-Schwarz, donc Fréchet C'. Ainsi par composition I, est Fréchet C! et la
formule de dérivation en chaine nous donne

1 Ou Obu
I (u)bu = = o— but+o— - ujdf
v(u) 2 /I'" ( 86, a9, )
en utilisant le fait que u est 27-périodique en chaque variable, une intégration par parties

nous donne 5 5
u u
LNUaov'sude— TNam-uda,

ce qui implique I} (u) = agTu - Sudéf.

Soit F': C*(TV;R?N) — C°(TN;R), F(u) = H o u, c’est 'opérateur de Nemytski bati
sur H; comme TV est compact, la démonstration donnée dans [2, p. 168], se transpose
complétement ici et nous permet de dire que F est Fréchet C' avec (F'(u)du)(d) =
H'(u(6))éu(8). La fonctionelle d’énergie se décompose en E = po F o u est 'intégrale de
Haar normalisée sur TV qui est linéaire continue donc Fréchet C! et ainsi E est Fréchet
C? et par la formule de dérivation en chaine

E'(u)bu = ' (f(w))F'(u)bu = p(F'(u)bu) = /;N H'(u(6))6u(6)ds. O

THEOREME (PRINCIPE VARIATIONNEL DE PERCIVAL). Soient H € C'(R?M;R), w € RN
et k > 1, alors £, C*(TN;R?*N) — R est Fréchet C* et les deux assertions suivantes sont
équivalentes pour u € C*(TN,R2V)
. OC
() S2w=0;
(i) V8e TN u'(6) -w=coH'(u(d)).

N
NOTE: v'(0) - w = Z

DEMONSTRATION: Compte tenu du lemme £,, est Fréchet C' comme combinaison linéaire
de Fréchet C! et en fixant u € C*(TV;R2N) pour tout §uC(TV; R2N)

N N
ou
' _ 1 — ' .
L, = E'(u)éu E wy I, (u)bu [rN (H (u)bu + ,,Ezl w,,a'aou 6u) dé

v=1

, . du(6)
- /T i} <h (u(0))+u2=:1w,,aw> - 6u(6)df.

Si u satisfait (ii) alors H'(0) = —ou'()-w donc H'(u)+ N, w,,gTu
bu L,6u = 0, ainsi L,(v) = 0, et u satisfait (i). Réciproquement,ysupposons (1) vérifiée
par u alors £,(u)éu = 0. On a H'(u) + Ei\;l w,,a'age(e) € C°(TN;R?N), pour a = 1,

v

-+ 2N notons f, la a® composante de cette fonction vectorielle, ainsi, f, € C’(TN;R) c

= 0, donc pour tout
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L%(T¥;R) et par hypothése quitte & prendre des §u ayant 2N — 1 composantes nulles, on a
pour tout ¢ € C¥(TN;R) fTN f«(8)€(8) d8 = 0; et pour &1, & € C*¥(TV;R), par la formule
usuelle de passage aux fonctions complexes

[, £a(0)(E1(6) + ita(6)) do = [, £t a8+ / Fa(0)2(6) do
™ ™ ™

on a pour tout h € C¥(TN;C) [ » fa(6)R(6)d = 0, ainsi pour tout p € ZVN le coef-
ficient de Fourier ap(fa) = [rn fa(0)e™P?d6 = 0, alors par la formule de Parseval
pour séries de Fourier multiples (cf. [57, p. 248]) [in |f2(0)?d0 = 3 ez~ lap(fo)l* =

0, donc f, est Haar-presque partout nulle sur TV donc par continuité F, = 0; ainsi

H(u)+ XN wyaT" =0, dols (ii). O

PROPOSITION. Soit H € C!(R*V;R), le systéme hamiltonien associé est
z =oH'(z); (S)

soit k > N/2 un entier. Soient w = (w1,...,wnN) des nombres Z-linéairement indépendants,
et u € C*(TN;R?N) un point critique de la fonctionnelle £,, de Percival alors z(t) = u(tw),
pour t € R, est solution w-quasi-périodioque de (S) sur R tout entier.

N Ou(tw)
=1"3¢,
w, = oH'(u(tw) = o H'(z(t)); donc = est solution de (S) sur R tout entier. Nous avons
u(f) ~ EPGZN ape’?? et compte tenu de ’hypothése sur k, on sait que (lepl)pezn est
une famille sommable (cf. [57, p. 249]), donc la série de Fourier multiple de u converge
uniformément u(6) = 3~ a,e 7% donc z = 2 pezy a,e’?“t et comme la convergence
est uniforme, c’est la série de Fourier-Bohr de z (cf. [14]) qui est donc w-quasi-périodi-
que. O

DEMONSTRATION: Il est clair que z € C*(R,R?") et pour tout t € R z(¢) = ¥

Remerciements. Je remercie le Professeur Georges Lion de 'Université de Limoges pour
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