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MOTS CIRCULAIRES ET POLYNÔMES IRRÉDUCTIBLES 
Christophe Reutenauer 

Abstract 

This paper is a short survey on some results related to the following well- 

known fact : there are as many irreducible polynomials of degree n over the finite 

field with q elements as primitive circular words of length n over an alphabet 

with q elements. Several interpretations and bijections explaining this equality 

are given. 

Résumé 

Ce texte est celui d’un exposé au Séminaire de combinatoire de NJQAM, le 

9 mai 1986. Il ne s’agit pas de résultats originaux, mais d’une exposition de plu- 

sieurs résultats et techniques, centrés autour du fait remarquable et classique sui- 

vant : il y a le m&ne nombre de polynQmes irréductibles sur un corps fini à q élé- 

ments de degré n que de mots circulaires primitifs de longueur n sur un alphabet 

à q éléments. 

Ces nombres interviennent encore dans plusieurs autres contextes: groupe 

libre, algèbre de Lie libre, identité cyclotomique. Il nous a semblé intéressant 

de rassembler les résultats relatifs à ces nombres dans un même article, en y ajou- 

tant des références qui permettront au lecteur d’approfondir le sujet. 



1. L’identité cyclotomique 

C’est l’identité 

1 II 1 -= 
1 -qx nZ1 (lwxn)‘n 

9 est un nombre entier > 0 et où les a n 
dépendent bien sQr de 

Les an sont entièrement déterminés par cette relation. En effet, en pas- 

sant aux dérivées logarithmiques, on obtient 

n-l 
9 

annx 
-= c 
l-q’ n21 7 ’ 

On multiplie par x et on développe 

et 1 9 ’ = C 
&l n, k21 

mnx 

Autrement dit 

a q = 1 nctn. 
nll 

Grâce à Monsieur Mobius, on obtient 

na n = 1 Pwsn’d 
dln 

ou encore 

l 1 Lwln’d* a =ÎY n 
dln 

EXEMPLE. (q = 2) (~l~)~>l = (2,1,2,3,6,9,18,30,56,...). 

2. Colliers 

Soit A un alphabet à 9 lettres. Deux mots sur A sont dits canju$& 

si l’un s’écrit UV, et l’autre vu. Par exemple les mots abaab et aabab sont 

conjugués . Un mak ticu&&e est une classe de conjugaison, comme {aabab, ababa, 

babaa, abaab, baaba). On peut représenter un mot circulaire par un mot écrit en 
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rond, avec un sens de lecture qui serait, disons, le sens des aiguilles des montres 

(celles qui ont encore des aiguilles...) 

EXEMPLE. Voir Figure 1. 

b a 

figure 1 

1Jn CU&%!!A est un mot circulaire ~20~ péhhdiyffe. Il revient au même de dire qu'un 

collier est une classe de conjugaison de mots primitifs: un mot est @ha6 s'il 

n'est pas de la forme un = u*u...u avec n 2 2. 

THÉORÈME. % 
n. 

PREUVE. Soit L3, le nombre de colliers de longueur n. Il suffit de montrer que 

qn = 1 dB,* 
db 

En fait, cette relation exprime que l'ensemble des 9 mots de longueur n se par- 

titionne en classes de conjugaison. Tout mot de longueur n est une puissance 

k 
W =u; alors divise d'un unique mot primitif: d= longueur ( 1 U et n W pos- 

sède d conjugués. 0 

3. Polynômes irréductibles 

Soit IF 
9 

le corps à q éléments. 

THÉORÈME. TLya a n 
po~yuto"m~ (en uw wti6.h) im4%fu~6~~ eft: uti- 

&WLU (i..e. de /tame dominant 1) de de@ n AUA Fq8 
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PREUVE. Soit y, le nombre de polynômes irréductibles et unitaires de degré n. 

Ilya qn polynômes unitaires de degré n. Comme IFq[tl est factoriel, on obtient 

1 qn2cn = n (1+x%x 2n+ 'n . ..) . 
nr0 n2l 

C'est encore l'identité cyclotomique. IJ 

EXEMPLE. Voir Figure 2 (avec q = 2). 

Polyndmes irréductibles Colliers 

n=l t,t+1 

n=2 tL+t+l 

3 
n=3 t +t+1 

3 2 
t +t +l 

0 0 1 

0 0 1 

1 

n n 

0 

1 a 0 

0 
n=4 t+t+t+t+1 

I;lt;+;, (Jo (Jo (+J, ' 

0 1 1 

figure 2 

4. Une autre interprétation 

L'identité cyclotomique peut se relever en une identité sur les mots. Soit 

donc A un alphabet de q lettres, totalement ordonné. On ordonne A* selon 
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l’ordre du dictionnaire. Un MUX de fyNfW2 est un mot primitif qui est le plus petit 

parmi tous ses conjugués. Par exemple, aabab est un mot de Lyndon sur l’alphabet 

(a<b). Un théorème de Lyndon affirme que tout mot A* s’écrit d’une et 

d’une seule manière comme w = L, l L, . . . tn où n 2 0 et où les 1. sont des 1 

mots de Lyndon décroissants: 1 2 1 2 . . . 2 l 1 2 no 
Dans l’algèbre des séries formel- 

les non commutatives sur A, ceci s *écrit 

c w= II (1+l+12+. . .) 
weA* 1 mot de Lyndon 

où le produit II est pris dans l’ordre décroissant. Mais le membre de gauche est 

(1 - 1 a)-’ et 2 l+RtR t . . . = (1-&. 
SA 

En envoyant chaque lettre sur la mZ!me variable x, on obtient donc 

1 B 
l-qx= n (A) n 

n21 l-xn 

où f3 n est le nombre de mots de Lyndon de longueur n, i.e. le nombre de colliers 

de longueur n. 

REMARQUE. Si A = hJ,...,q) W est une permutation de A, i.e. 

w= a(l)a(2) . ..O(q) avec CT E Sq, alors sa décomposition en mots de Lyndon 
. . 

corres- 

pond à la transformée de Foata de o. Par exemple, w  = 4 5 7 6 2 8 1 3 = (4576) 

(28) (13) l  
Décomposer un mot en mots de Lyndon est donc très proche de décomposer 

une permutation en cycles. Cela est d’autant plus frappant que cycles et mots de 

Lyndon (i.e. colliers) sont des objets ayant une représentation naturelle en rond. 

Pour les polynômes irréductibles, on a aussi une autre interprétation que 

la factorialité de IFq[t], comme utilisée à la Section 3. Ceci nous donnera une 

bonne transition vers les corps finis, On a en effet 

tqn - t = n P, 

où le produit est pris sur tous les polynômes irréductibles unitaires dont le degré 

divise n. Une variante du théorème de Fermat affirme en effet que tout élément 

du corps à qn éléments vérifie cc qn = a (preuve: le groupe multiplicatif IFqn\O 



a en effet qn-1 éléments). Par suite, 

Mais tout a dans Fqn est racine d’un unique polynôme unitaire dans FqCt] de 

degré minimal, son pa&nâme mhdmat ; si celui-ci est de degré r, alors FqCal est 

le corps à qr éléments, donc qn est une puissance de qr (puisque IF n est un 
9 

espace vectoriel sur ce corps): donc r divise n. De plus, un polynôme minimal 

est toujours irréductible. Réciproquement, si P est un polyn6me irréductible dont 

le degré r divise n et a une racine de P, alors IF Cal 
9 

est un corps à qr 

éléments; alors 0 implique Pqr c iFqn, et les autres racines de P, qui sont les 

a9 a9 
2 

> ,... sont aussi dans Fqn. La relation ci-dessus exprime alors le fait que 

Fqn a une partition dont les blocs sont formés des éléments ayant même polynôme mi- 

nimal sur IF 
ci 

5. Corps finis 

Pour toute puissance q d’un nombre premier, il existe un et un seul 

corps à q éléments. Si r, s sont deux entiers, on a lFqr c lFqs si et seulement 

si r divise s. Notons F 00 
9 

la cldture algébrique de IF : c’est la réunion de 
q 

tous les v= 
De plus, onapour a EF~: 

9 

a E IF r <=> a 
9 

= a. 

L’application a » aq3 est un automorphisme de chacun de ces corps finis. Les 

éléments a ~3’ oq 
2 

9 9 ,. . . s’appellent les COnjuguéA sur IF de ~1: ce sont exacte- 
9 

ment les racines du polynôme minimal de a. Lt ensemble des automorphismes 

a+a qs (s E w 

est exactement le groupe de Galois sur IF 
9 

de chacun de ces corps finis; chacun 

d’eux laisse fixe F l  

9 ’  leeo 

a& ==>aq=a. 

4  

Les conjugués d’un élément a sont 

donc les éléments de l’orbite de 

de Galois de lFqr est cyclique d * ordre 

sous l’action du groupe de Galois. Le groupe 

r, engendré par 1 ~aut~marrptime de 
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EXEMPLE : Voir Figure 3 (avec q = 2). 

/ t 
7 

F 16 

figure 3 

Les corps F2, b$ FS) F16 et leurs orbites sous le groupe de Galois ( . -+ 
a b 

si- 

2 gnifie que b = a ). A chaque orbite, on a mis le polynôme irréductible corres- 

pondant. 

6. Deux bijections 

Je vais donner ici brièvement deux bijections entre polynômes irréductibles 

unitaires de degré n sur le corps à q éléments et colliers de longueur n sur 

un alphabet à q éléments. 

En fait, on utilisera la bijection canonique entre polynômes irréductibles 

de degré n et orbites de cardinal n du groupe de Galois de IFqn. 
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Soit donc une bijection a + a de iF 
9 

dans CO,1 - ,...,q-11, qui nous per- 

mettra d'identifier les éléments de F 
9 

comme des digits en base q. Un&JZmeti 

p4imti6 a du corps Pqn est un générateur du groupe multiplicatif (qui est cy- 

clique) Pqn\O. On définit pour tout mot w  = ao. ..an 1 sur l'alphabet IF l'élé- 
9 

ment G(w) par 

G(w) = ab où b = a+ t zlq t 
n-l . ..+a 11-1 q . 

On vérifie simplement que G(a, lao...an 2) = (G(ao...an l))q, donc que les images 

G de mots conjugués sont des éléments conjugués de lFqn. De plus, si est 

primitif, alors ces n conjugués sont distincts, et l'on obtient ainsi une bijec- 

tion entre colliers et orbites. 

Pour l'autre bijection, nous utiliserons la notion de bue nokmde. 

base normale de Fqn SUI' IF 
4 

est une base de la forme 

e,eq 
n-l 

9.**t eq . 

Une telle base e~ti/te XaujoW. 

REMARQUE. Les conjugués d'un élément ne sont pas toujours linéairement in- 

dépendants. Par exemple, l'élément 0 de IF8 ayant pour polynôme minimal 

t 3 t t t 1 sur F2 vérifie: e4 t e2 t 8 = 0, donc ses conjugués sont linéaire- 

ment dépendants. Par contre, les racines de t 3 2 t t t 1 forment une base normale 

de F8 sur fF2. 

n-1 
Soit donc e,eq,...,eq. une base normale de Pqn sur F . A un mot 

9 
primitif w  = a . ..an 1 sur l'alphabet 0 - F 

9' 
associons l'élément B de Fqn donné 

Par 
n-l 

f3 = ao0 t ale 9, . . . t a eq n-l l  

Il est facile de voir qu'alors les conjugués de 6 correspondent aux conjugués de 

W, et qu'ils sont au nombre de On a en effet 

. 
c 2 ai0 = c 

OLiin-1 O<i<n-1 
biOq= 
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si et seulement si Vi, ai = bi. De plus 

2 n-l 
Bq = a eq t aleq t 

0 
. . . t a n-2 9’ ta 8 n-l ’ 

n 
puisque eq = 8. Donc Bq correspond au mot an,lao.. .anm2. 

La bijection ci-dessus s’étend facilement en une bijection de 8: 00 (la 
9 

clôture algébrique de FS) sur l’ensemble des applications périodiques Z -+ IF 
9* 

Pour cela, on considère une suite (On)n,l telle que pour tout n 

n-l 
8 eq,.. .,eq n’ n n 

soit une base normale de IF n et que pour toute factorisation n = rs 
9 

on ait 

( > * 
(r-l) s 

eS 
= en t eft . . . t eq n 

D’après les théorèmes de non vacuité des limites projectives, une telle suite existe 

toujours. Soit alors 

f:Z+lF 
9 

une fonction périodique et n une période de f. On lui associe 1Wément de Fqn 

égal à 

n-l 
f(o)en t f(l)ez t . . . t f(n-i)e,4 . 

A cause de ( > * 9 cet élément ne dépend pas de la période n choisie. On obtient 

ainsi une bijection de 1 *ensemble des éléments périodiques de l+ 
4 

sur IF 00: 
9 

cette 

bij ection est du reste IF -1 
9 

inéair 6 comme on s’en rend compte aussitôt. 

7. Encore les an 

Ces nombres interviennent encore dans le contexte des algèbres de Lie li- 

bres et des groupes libres. 

l’algèbre des polynômes non commutatifs sur 1 *alphabet 

9 éléments; soit L<A> la sous-algèbre de Lie de engendrée par les lettres. 



On sait que c‘est l'algèbre de Lie libre sur A. Alors l'espace des polyn&nes de 

Lie homogèngde degré est un 

exemple en associant une base de 

E-module libre de dimension 

aux mots de Lyndon. 

a 
n' On le voit par 

EXEMPLE. a -+ a, b -+ b, ab + ab-ba, aab + aab-Zabatbaa ,= Ca,ab-bal, 

abb + abb-Zbabtbba = Cab-ba,bl. 

Base des polynames de Lie homogènes de degrés 1, 2, 3 sur l'alphabet A = (a,b). 

Soit F(A) le groupe libre engendré par A. La &k& CG%.&&? de F(A) 

est définie comme la suite de sous-groupes F. = (11, FI = F(A), F n-+1 = CF(A),F,I 

où tG,ti désigne le CUbWUbdUh de G et H, i.e. le groupe engendré par les 

ghg -1 -1 h , g c G, h é H. 

Alors Fn/Fn 1 est un groupe abélien libre de rang on (formule de Witt). 
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