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À PROPOS DES IDÉAUX LOCAUX:CORRIGENDUM ETADDENDUM 
G. Mason et R. Raphael 

P, Stewart a fait remarquer que le Théorème 2 ainsi que la Proposition 1 

de [Z] étaient incomplets. Toutefois, si l’hypothèse globale que R est semi- 

premier 12, p. 60-J est remplacée par “R est réduit*‘, la preuve donnée pour le 

Théorème 2 est correcte (puisque lorsque R est réduit, ab = 0 ssi aRb = 0). 

En outre, la Proposition 1 a été démontrée indépendamment par Cornish Cl, théorème 

3.51 et Shin [4, théorème 1.8] pour des anneaux réduits. Le reste de l’article de- 

meure valide pour les anneaux réduits, sauf pour ce qui est de la Proposition 4a, 

puisque Rnxn n’est pas réduit si n > 1, Il reste à savoir si les résultats sont 

effectivement valides pour les anneaux semi-premiers, étant donné qu’aucun contre- 

exemple n’est encore connu. 

Nous profitons de la présente publication pour corriger aussi quelques er- 

reurs typographiques, Dans le Théorème 4, il y en a deux: d’abord la ligne 

” c ( 1 => (d) d’après la Proposition 1” a été omise par mégarde et devrait être in- 

sérée à la place qui lui revient. Deuxièmement, dans la démonstration que 

(g) <=> (h), le signe 5 devrait être remplacé par 2 . Enfin, dans la dernière 

ligne de la preuve du Théorème 3, le symbole $J devrait être remplacé par x. 

Par ailleurs, Parmenter et Stewart C3] ont obtenu des résultats semblables 

pour une autre classe d’anneaux, soit les anneaux dits p.t.f., dans lesquels le pro- 

duit de deux idéaux de type fini est de type fini, En fait, nous allons montrer 

qu’il existe une classe d’anneaux qui renferme à la fois les anneaux réduits et les 

anneaux p.t.f. semi-premiers et pour lesquels le Théorème 2 et la Proposition 1 

:-’ 
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tiennent, soit les anneaux qui satisfont à la condition ttptt , introduite après le 

Lemme 1 ci-dessous. Nous utilisons la terminologie et certains résultats de cl]. 

Tout au long de cet article, R sera considéré comme un anneau semi- 

premier unifère. Soit [SI 1 ‘idéal engendré par un sous-ensemble S C R et défi- 

nissons XLY ssi [~][y] = 0. Posons S’ = {x 1 x 1 s pour tout s E SI et 

écrivons x ’ pour {xl* = Cx]? B(R) = ES 1 S 5 R, S = Y’ pour certains Y c RI 

est un treillis complet et orthocomplémenté, par rapport à VS a = (US& et à 

l’intersection. 

LEMME 1 Cl, théorèmes 3.3, 2.6, 2.71. (a) Puuk h~b &A x,y E R, 

X Ll n yLL = (~xlcyl)~L. 

(b) PU~A /~UUA .&Q a1 ,... ,a n E R, Cal ,... ,a Il1 = va’? = (1 Ca.l)“. n 1 1 

Un idéal J est appelé un l-idéal ssi [FIL1 c J pour tous les sous- - 

ensembles finis F de J. <J> désigne le I-idéal engendré par J, donc 

<J> = {U[Fl” 1 F est fini, F c J). - Un idéal P est l-premier ssi 

a ” /l b” c P implique que a E P ou b E P. De toute évidence, les idéaux 

l-premiers sont pseudo-premiers dans le sens de C23. Enfin, nous posons que 

D(R) = {[FI” 1 F est un sous-ensemble fini de RI. Par conséquent Cl, p. 8641, 

D(R) est un treillis ssi il est fermé par rapport à des intersections finies et, 

dans ce cas, il est distributif. 

La classe d’anneaux semi-premiers dont nous discutons maintenant est celle 

de ceux qui possèdent la propriété (de Cornish Cil) : pour tous x,y E R, il 

existe des a ,...,a 1 n E CxlCyl tels que x IL Il y” = Ca,,. . . ,anll'. A noter que 

D(R) est un treillis ssi de tels ai existent mais sans la restriction qu’ils ap- 

partiennent à CxlCyl. Nous citons maintenant une partie de Cl, théorème 3.41. 

THÉORÈME 1. (a) R ph&cfe rrPrt bai D(R) eA un fici-.&% ti &A 



A noter que les anneaux réduits posskdent ltPtr (puisque xLL n y” = 

Cxyl”), de même que les anneaux p.t.f. semi-premiers (en vertu du Lemme l(a)). No- 

tons également qu’en utilisant la distributivité de D(R) et le Lemme l(b), la pro- 

priété rtP1r s’étend de manière finie: pour tout xl,. . .,x,, il existe un ensemble 

b19 . . . . bm E Cx13Cx21...Cxnl tel que : x1’ = 
1 i 

[bl>...>b ?. m 

Rappelons de L-21 qu’un idéal 1 est sur-premier s *il contient un idéal 

premier, et qu’il est local ssi Cx-xllCx-x21 . ..Cx-x 1 = 0 et x. E 1 n 1 

(i = 1 ,..*,n) implique Xe 1. 

THÉORÈMEZ 2. (a) S/i R UX un anneau poaAEdan$ fcPcc, aha chaque i.d&d 

1 1. 

PREUVE. Supposons que x 8 1. Nous allons démontrer qu’il existe un idéal sur- 

premier B3 1 tel que x 4 B. Posons que S = (I-idéaux J I J ne renferme pas 

une intersection de la forme (x-x,) IL n (x-x2)i* n . . . n (x-xnlLL pour Xi E 11. 

Alors (0) E s, car si une telle intersection était égale à zéro, alors puisque 

Cal = a IL pour tous les a E R, nous aurions c~-~,I n c~-~,I n . . . n cx-x I = 0 n 

alors que Cx-x$x-x21.. .Cx-x 1 = 0. Ceci contredit le fait que 1 est local sauf n 

lorsque x 8 1. Par conséquent, S + 0, Soit {Ji} une chaîne d* idéaux dans S . 

Il est évident que J = UJi est un l-idéal. Nous voulons démontrer que J E S. 
n 

Supposons que J 3 n Cx-xi]“. 
1 

n 
En vertu de la propriété P, il existe un ensemble bl, . . . , bm tel que 

n (x-xi)” = (bl,..., b,}“. Etant donné que J 3 (bl,..., bm}“, J 3 Ibl,..., bm} 
1 
et pour un k en particulier, Jk -) ibl,.“,m>. Mais alors Jk 7 {bl,...,bm? 

puisque Jk est un l-idéal. Donc f; (x-x )IL c Jk ce qui contredit le fait que 4 i 

Jk E s. 

Par conséquent, S est inductif, de sorte que par le lemme de Zorn, S 

possède des éléments maximaux. Soit K égal à l’un de ces éléments. Nous démon- 

trons que K est I-premier. Supposons que a 4 K, b 6 K et a” n b” c K. En 

vertu de la maximalité de K, <K,a> et <K,b> cent iennent chacun une intersection 
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de la forme n” ~x-xi]lL et, par conséquent, L = +a> n <K,b> est de même. Nous 
1 

montrons que K 1 L, ce qui contredit le choix de K E s . Maintenant, si x E L, 

alors x E [a,fl,f2,...,fsILL fi Cb,gl'".,gtlL' pour fi,gj E K. En se servant du 

Lemme l(b), de la distributivité de D(R) et de la propriété *(PI’, nous avons 

x E (a” n b”) v F” où F est un sous-ensemble fini de K. Puisque nous suppo- 

sons que aL’ n b” c K, cela démontre que x E K, i.e. L c K comme énoncé. 

K est donc l-premier et ainsi par le Théorème l(a), K est premier. 

Donc B = 1 + K est un idéal sur-premier qui contient 1. De plus, x 8 B, car si 

x= i + k pour i E K, k E K, alors k = x-i et ainsi (x-i) 11 c K puisque K 

est un l-idéal. Mais ceci contredit le choix de K E S. 

Parmenter et Stewart [3, théorème 1 J sont arrivés à une conclusion sembla- 

ble pour tout anneau p.t.f. De fait, le résultat suivant montre que, lorsque 1 ‘on 

parle des idéaux locaux d’un anneau p.t.f., on peut supposer que R est semi- 

premier sans perte de généralité. Soit W le radical de Wedderburn, c’est-à-dire 

la somme des idéaux nilpotents. Alors W est le plus petit idéal local de R et, 

quand R est un anneau p. t. f., W est 1 T intersection des idéaux sur-premiers (voir 

CSl; a noter que le terme ltpseudo-premierf* est utilisé à la place de “sur-premier”). 

Le résultat suivant nous a été communiqué par P. Stewart. 

THÉORÈME 3. Sati R uy1 anwzu pA.6. 

1) Si I ut un id&& &cc~C de R, &OU I = I/W ti/t un Lied bcde de 

w = R. 
W 

DÉMONSTRATION. 
--- - -- - 

1) Si R(x-x,)R(x-x2)R.. .(x-xn)R = 0 avec xi E Ï alors 

J = R(x-xl)R.. . (x-xn)R c W et J est un idéal de type fini. Donc il existe m E Z 

tel que J” = 0 et puis x E 1 parce que 1 est local. Alors x E Ï. 

2) Supposons que T/W soit un idéal nilpotent de R/W. Si t E T alors 

il existe n E Z tel que w  
n 

= w. Alors (t) n R est un - est de type fini car 

anneau p.t.f. Donc w  
n est contenu dans une somme &Ltie d * idéaux nilpotents et 
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alors w  
n est nilpotent. Il en résulte que (t) 5 W et T/W = (0). 

Il s'ensuit que le Théorème 2 ci-dessus généralise à la fois [3, théorème 11 

et le Théorème 2 (révisé) de C2I. 

Nous allons maintenant démontrer que si Rn est l'anneau des matrices 

nxn à coefficients dans R, alors R possède rrP*r ssi Rn possède rtPcv. Rap- 

pelons qu'il existe une correspondance biunivoque entre les idéaux J de R et 

les idéaux Jn de Rn. Si A = (aij) E Rn, alors CA1 = ( 1 Caijl)n. 
i,j 

LEMME 2. Pautt titi &a nati-etimbh S c R, (S") n = (S )Il. n (Ainsi 

la notation Sn' est non équivoque.) 

PREUVE, Si A= (aij) E (S*)n, alors a.. 
13 

1 s pour tous les s E s, et tous les 

i, j. Par conséquent, A E (Sn)'. D'autre part, si CAICXI = 0 pour tous les 

X E Sn, alors CAICsEij] = 0 pour tous les s et tous les i, j, OÙ E.. est 
111 

l'élément canonique qui contient 1 en position i,j et 0 partout ailleurs. Par 

conséquent, CaktlCsl = 0 pour tous les s, tous les k, l et ainsi A E (Sl> n' 

Donc, (Sn) 
1 

= (sLln et il s'ensuit que PJ 
II = ((Sl)i = (P),. 

THÉORÈME 4. R ponai?de "P" hsa/i Rn pon@de "Pr'. 

PREUVE. ( => ) Si A,B E Rn, alors 

= (V[a. .l 
13 

IL f-l vCbijlL’), par le Lemme l(b) 

V (a.. .lL n bk')n, 
i,j,k,l lJ 

puisque D(R) est un treillis distributif 

= [FIL1 n pour un ensemble fini F tel que pour tous les x E F, il 

existe i,j,k,l tels que x E [a..][bk$. 
1J 

Par conséquent, A" fl B'* = CF,]" où Fn est un ensemble fini de matrices, cha- 

cune étant contenue dans [AICBI. 
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( c= ) Etant donné x,y E R, alors puisque Rn possède ‘(PT’, 

CXlp 0 [yJ:l = [Al,.. .,A,Jl’ où Ai E cXl,CyI, = (CXICYI)~ pour tous les im Si 

J est Vensemble (fini) de tous les coefficients de tous les Ai9 alors 

CA1 , . . . ,Aml = CJIn. Par conséquent, xl’ n y” = [JI” et, de plus, chaque j E J 

est contenu dans CxlCyl comme requis. 

En regard du Théorème l(b) ci-dessus, nous tirons directement ce qui suit 

de la preuve du Théorème 4 de C2 1: 

THÉORÈME 

( 1 a 

p2’ 

( > C 

si 

5. 

p1 ex 

R 

p2 

eh;t un unneuu avec ttptt P 

aant du kiEcux 

( 1 e M . 

(f) S.-L rRs = 0, a.bu R = AnnCrl t AnnCsl. 

Si nous nous mettons d’accord pour qualifier de namat un anneau avec trPrr 

lorsqu51 satisfait à l’une de ces propriétés, nous aurons comme dans C2, Corollaire, 

p. 641: 

COROLLAIRE 1. Salt R un anneau paaafda& la pupitié lrPrt. SX. R CM 

notuna-t, a.itoU toub 4eh .id&aux nati .bcaux. 

Parmenter et Stewart ont défini un anneau normal comme étant un anneau 

p.t.f. satisfaisant à la condition (f) et ont prouvé C3, théorème 21 que dans de 

tels anneaux, chaque idéal unilatère est local. En corollaire, chaque idéal est lo- 

cal et le Corollaire 1 ci-dessus généralise à la fois ce résultat et le Théorème 4 

(révisé) de [2 3. 

En fait, Parmenter et Stewart nous ont fait remarquer que leur preuve de 

C3, théorème 21 peut être facilement adaptée pour démontrer que si R est normal 
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-.. _. 
avec la condition TfPlV , alors tous les idéaux unilatéraux sont locaux. 

COROLLAIRE 2. Soit R un anneau pasatiati dh pkaptLti& rrPr'. R UR nott- 

PREUVE. Appliquer simplement le Théorème 4 et le Théorème 5(c). 

Il est intéressant de noter que, en se servant seulement de la condition 

(f), Parmenter et Stewart ont remarqué que R normal implique Rn normal. De la 

même manière, ils ont constaté que R normal implique RCxl normal. De fait, la 

preuve de la Proposition 4(b) dans [2] démontre que la réciproque est également 

vraie. 
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